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内 容 提要 
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是 哈代 数学 思想 智慧 的 结晶 . 另外 , 书 中 收集 了 许多 极 富 思考 价值 的 练习 题 , 值得 一 提 的 是 , 还 
收集 了 当年 英国 剑桥 大 学 荣誉 学 位 考试 所 采用 的 试题 . 

本 书 适合 每 位 学 习 数学 以 及 对 数学 感 兴趣 的 人 学 习 和 阅读 . 
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再 版 译 者 序 


英国 著名 数学 家 戈 弗 雷 : 哈代 所 著 4 Course of Pure Mathematics 一 书 自 从 
初版 至 今 已 经 超过 110 年 了 , 共计 十 版 . 自从 2009 年 由 人 民 邮 电 出 版 社 出 版 中 文 
版 以 来 , 也 已 经 过 去 了 整整 十 年 . 一 部 基础 数学 的 著作 , 能 够 在 长 达 一 百 多 年 的 时 
间 里 受到 数学 专业 的 学 生 、 教 师 和 研究 工作 者 持续 不 断 的 热爱 , 这 是 一 件 非 常 难 
得 的 事 . 一 百 多 年 来 , 数学 ( 包括 分 析 数 学 在 内 ) 的 基础 理论 已 经 有 了 突飞猛进 
的 发 展 , 新 的 数学 专著 层出不穷 , 令 人 目不暇接 而 Hardy 的 这 部 古老 的 名 著 依 
然 能 够 焕发 出 青春 的 光彩 , 除了 书本 身 的 学 术 价值 和 独特 的 阐述 方式 之 外 , 作者 
Hardy 本 人 的 魅力 也 是 一 个 重要 的 因素 . Hardy 一 生 有 过 许多 合作 者 , 例如 另 一 
位 英国 著名 数学 家 J. 也. Littlewood 就 与 Hardy 有 过 多 年 的 合作 , 他 们 的 合作 在 
解析 数论 这 个 领域 创建 了 全 新 的 方法 和 伟大 的 结果 . Hardy 还 为 培养 外 国 青年 数 
学 家 做 出 过 重要 贡献 , 其 中 他 与 印度 天 才 数 学 家 S. Ramanujan 的 交往 与 合作 创 
造 出 解析 数论 中 著名 的 解析 方法 一 一 圆 法 , 以 及 他 对 中 国 自学 成 才 的 青年 数学 家 
华罗庚 的 提携, 都 是 世界 数学 史上 众人 恬 知 的 佳话 .Hardy 无 论 是 人 格 魅 力 还 是 
学 术 贡 献 , 都 值得 我 们 后 辈 景 仰 和 学 习 . 

在 Hardy 的 这 部 《 纯 数 学 教程 》 中 文 版 再 版 之 际 , 谨 以 此 表示 我 的 祝贺 , 并 
希望 中 国 未 来 的 青年 数学 家 继续 从 这 本 书 、Hardy 的 其 他 著作 以 及 伟大 人 格 中 汲 
取 有 益 的 经 验 和 教 益 . 











张 明 尧 
2019 年 12 月 18 日 
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根据 了 再. Davenport 教授 的 评论 , 我 修改 了 前 两 章 的 一 些 段落 . 除了 更 正 一 些 
小 错误 和 增加 一 些 引 用 , 其 余 章 节 保 持 不 变 . 


蕊 弗 雷 .哈代 
1943 年 11 月 


第 7 版 


这 一 版 的 变化 是 第 2 版 以 来 最 重大 的 . 全书 进行 了 重新 排版 , 这 使 得 我 有 机 
会 放手 改写 它 . 

我 删 去 了 原来 的 附录 2 (关于 记号 “0O,o,~”), 并 将 其 中 的 内 容 合 并 到 正文 中 
的 合适 地 方 . 改写 了 第 6 章 和 第 7 章 中 讨论 微分 系数 的 基本 性 质 的 部 分 内 容 . 在 
此 , 我 发 现 de la Vallée-Poussin 的 Cours d’analyse 一 书 是 极 好 的 导 引 , 我 确信 本 
书 的 这 一 部 分 有 了 很 大 的 改进 . 这 些 重要 的 改变 自然 涉及 许多 细小 的 校订 . 

我 从 过 去 20 年 里 剑桥 数学 学 士 采 誉 学 位 考试 (Mathematical Tripos) 的 论文 
中 选用 了 大 量 新 的 例子 , 这 对 剑桥 的 学 生来 说 是 有 用 的 . 这些 例 子 由 E. R. Love 
先生 为 我 搜集 , 他 还 阅读 了 所 有 的 证 明 , 并 纠正 了 许多 错误 . 

本 书 总 的 方案 并 未 改变 . 在 20 年 后 再 次 阅读 这 本 书 的 时 候 , 我 常常 想 尝试 在 
内 容 以 及 风格 两 方面 对 本 书 做 更 大 的 改变 . 这 本 书 是 分 析 在 剑桥 被 人 们 忽视 的 年 
代 里 写 就 的 ,以 现在 的 眼光 来 看 , 本 书 的 重点 以 及 热衷 讨论 的 题材 似乎 有 点 可 矣 
了 . 如 果 现 在 重新 写 这 本 书 的 话 , 我 就 不 应 当 像 “一 个 与 土著 谈话 的 传教 士 "( 用 利 
特 尔 伍德 教授 的 比喻 ) 嘿嘿 唆 唆 , 而 应 该 采用 适当 简洁 和 严谨 的 写作 风格 ， 此 外 ， 
如 果 写 得 更 精练 一 些 , 就 能 包含 更 多 的 内 容 . 这 样 一 来 , 这 本 书 就 会 更 像 一 部 标准 
的 分 析 教 程 了 . 

我 没有 时 间 来 完成 这 样 的 工作 , 这 或 许 是 一 大 幸 事 , 否则 其 结果 很 可 能 是 我 
写 了 一 本 好 得 多 但 非常 缺乏 个 性 的 书 , 而 且 这 么 一 本 分 析 学 的 导 引 是 用 处 不 大 的 ， 
像 这 样 的 书 , 即便 在 英国 , 现在 也 并 不 缺乏 . 














蕊 弗 雷 .哈代 
1937 年 11 月 
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这 本 书 主要 是 为 有 能 力 达到 或 者 接近 常 说 的 “学 术 标准 ”的 大 学 一 年 级 学 生 
而 撰写 的 ， 我 希望 它 也 能 对 其 他 水 平 的 读者 有 用 ,但 前 一 类 读者 的 需要 是 我 首先 
要 考虑 的 ， 无 论 如 何 它 都 是 一 本 为 数学 专业 学 生 所 写 的 书 , 我 并 未 做 任何 努力 去 
迎合 工科 学 生 , 或 兴趣 主要 不 在 数学 的 那些 学 生 的 需要 

我 把 这 本 书 视 为 一 部 丰 正 的 初等 教程 ， 书 中 有 大 量 很 有 难度 的 例题 (主要 在 
各 章 的 末尾 ), 对 于 这 些 难题 , 只 要 篇 幅 允 许 , 我 都 补充 了 一 个 概 咯 的 解 题 说 明 .不 
过 我 也 尽 了 最 大 的 努力 来 避免 将 涉及 真正 艰深 思想 的 任何 问题 包括 到 本 书 之 中 ， 
例如 , 我 从 来 没有 提 及 一 致 收敛、 二 重 级 数 、 无 穷 乘积 , 而 且 也 没有 证 明 任何 关于 
极限 运算 的 逆 的 一 般 定理 一 我 其 至 从 来 没有 定义 过 辽 二 和 如 二 在 最 后 志 

roOvy OVO7 

音 中 , 我 有 一 两 次 机 会 求 一 个 备 级 数 的 积分 , 但 仅 局 限于 最 简单 的 情形 , 并 针对 每 
一 个 例子 给 出 特别 的 讨论 


多 费 雷 .哈代 
1908 年 9 月 








第 1 章 实 变量 1 
1. 有 理 数 i 下 
2. 用 直线 上 的 点 表示 有 理 数 ……… 1 
3. 无 理 数 : 2 
4. 无 理 数 ( 续 ) i no ee tn 5 
5. 无 理 数 ( 续 ) Be es yA 
6. 无 理 数 ( 续 ) ts 9 
7. 无 理 数 ( 续 ) SS 10 
8. 实数 10 
9. 实数 之 则 的 大 小 关系 ……………………………… 11 
10. 实数 的 代数 运算 13 
11. 实数 的 代数 运算 ( 续 ) …………………… 14 
12. 数 V2 15 
13. 二 次 根 式 … 15 
14. 关于 二 次 根 式 的 某 些 定理 ………… 17 
15. 连续 统 .pp 19 
16. 连续 的 实 变量 .7 21 
17. 实数 的 分 害 21 
18. 极限 点 23 
19. Weierstrass 定理 24 
第 1 章 杂 例 24 

第 2 章 实 变 函 数 32 
20. 函数 的 概念 32 
21. 图 数 的 图 形 表示 :…… 34 
22. 极 人 举 标 :pt 35 
23. 更 多 函数 及 其 图 形 表示 ……… 36 
24. B. 有 理 困 数 …p 38 
25. 有 理 函 数 ( 续 ) ee 40 
26. C. 显 式 代数 函数 40 
27. D. 隐 式 代数 函数 41 
28. 超越 国 数 . 43 
29. 下 . 其 他 超越 图 数 类 .……… 45 
30. 一 元 方程 的 图 形 解 ……… 47 
31. 二 元 函数 及 其 图 形 表示 ………………… 48 


录 





32. 平面 曲线 49 
33. 空间 中 的 轨迹 50 
第 2 章 杂 例 :4 52 
第 3 章 复数 56 
34. 沿 直线 和 在 平面 上 的 位 移 ……… 56 
35. 位 移 的 等 价 与 位 移 的 数 乘 ………… 57 
36. 位 移 的 加 法 :pp 58 
3 位 移 的 乘法 OR 人 60 
38. 位 移 的 乘法 ( 续 )………………………………… 61 
39. 复数 63 
40. 复数 ( 续 ) ee RA 65 
41. 等 式 RN 65 
42. 用 i 作 乘法 的 几何 解释 ………… 65 
43. 方程 2 十 1 = 0, az2 十 2bz 
i 信人 帮 仆人 故人 66 
44. Argand 图 68 
45. De Moivre 定理 :4 69 
46. 几 个 关于 复数 的 有 理 函 数 的 
定理 70 
47. 复数 的 根 80 
48 方程 2 一 WwW 的 解 和 80 
49. De Moivre 定理 的 一 般 形式 ………: 82 
第 3 童 杂 例 i 82 
第 4 章 正 整 变量 函数 的 极限 …………………… 88 
50. 一 个 正 整 变量 的 函数 ……………………… 88 
51. 插值 ee ee 89 
52. 有 限 类 和 无 限 类 ………………………….……. 90 
53, 当 很 大 时 n 的 函数 所 具 
有 的 性 质 . pp 90 
54. 当 很 大 时 n 的 函数 所 具 
有 的 性 质 ( 续 ) Se mr 91 
55. 习 用 语 “n 趋向 无 穷 大 ”………………… 92 
56. 当 n 趋向 无 穷 大 时 , n 的 函 
数 9 (n) 的 性 状 93 


57. 


58. 
59. 
60. 
61. 
62. 
63. 
64. 
65. 


66. 


67. 和 
68. 
69. 


70. 
71. 


72. 
73. 


74. 
75. 
76. 
LE 
78. 
79. 


80. 
81. 
82. 
83. 
84. 
85. 
86. / 
87. 


当 n 趋向 无 穷 大 时 , n 的 函 

数 8(n) 的 性 状 ( 续 )………………………… 95 
极限 的 定义 Sr pt et 95 
极限 的 定义 ( 续 ) a a 96 
极限 的 定义 ( 续 ) ra A 97 
关于 定义 的 几 个 要 点 ……………………………… 97 
振荡 隶 数 … 100 
某 些 关于 极限 的 一 般 性 定理 ……… 103 
定理 工 的 附属 结果 .…… 104 
B. 两 个 性 状 已 知 的 函数 的 
乘积 之 性 状 : 105 
C. 两 个 性 状 已 知 的 函数 的 

差 以 及 商 的 性 状 ………………… 106 
定理 Ve 107 
定理 V( 续 ) ep 107 
以 n 为 变量 上 且 与 n 一 起 递 

增 的 函数 PR EA ee 108 
对 定理 的 说 明 ………………… 110 
第 19 节 中 Weierstrass 定 

理 的 另 一 证 明 ………………… 110 
当 n 趋向 oo 时 z” 的 极限 ……: 111 
(1 非 加 的 极限 113 
某 些 代 数 引 理 ………… 114 
n (Wz 一 1) 的 极限 ………………………… 116 
无 穷 级 数 … 116 
关于 无 穷 级 数 的 一 般 性 定理 .……118 
无 穷 几 何 级 数 ……… 119 
用 极限 来 表示 一 元 连续 实 变 

浆 数 es 123 
有 界 集合 的 界 ……………………… 124 
有 界 函 数 的 界 ……………… 125 
有 界 函 数 的 不 定 元 的 极限 ……………… 125 
有 界 函 数 的 一 般 收敛 原理 ……………… 127 
无 界 函 数 Ee a 127 
复 函 数 以 及 复 项 级 数 的 极限 :……… 128 
定 浊 的 推广 5522p 129 
当 n 二 00 时 zz” 的 极限 ， 

z 是 任意 的 复数 ……………… 130 


第 5 








目 录 vi 
88. 当 z 为 复数 时 的 几何 级 数 
0 130 
89. 符号 Do 131 
第 4 章 杂 例 . pp 133 
章 一 个 连续 变量 的 函数 之 极限 ， 
连续 函数 和 不 连续 函数 .……………… 139 
90. z 趋向 oo 时 的 极限 …… 139 
91. 当 z 趋向 一 00 时 的 极限 :……………- 141 
92. 与 第 4 章 第 63~69 节 的 结 
论 对 应 的 定理 …… 141 
93. 当 xz 趋向 0 时 的 极限 ……… 141 
94. 当 x 趋向 a 时 的 极限 …… 143 
95. 递增 以 及 递减 的 函数 ………………… 143 
96. 不 定 元 的 极限 以 及 收敛 原理 ……… 144 
97. 不 定 元 的 极限 以 及 收敛 
原理 ( 续 ) a ne i pa 145 
98. 符号 O, o,~: 小 量 和 大 量 的 阶 …148 
99. 一 个 实 变量 的 连续 函数 ………: 149 
100. 一 个 实 变量 的 连续 函数 ( 续 ) … 150 
101. 连续 函数 的 基本 性 质 ……………: 153 
102. 连续 函数 的 进一步 的 性 质 ……… 155 
103. 连续 函数 的 取 值 范围 ……………: 155 
104. 函数 在 区 间 中 的 振幅 ……… 157 
105. 第 103 节 定 理 2 的 另外 的 
证 明 .1 157 
106. 直线 上 的 区 间 集 合 ， 
Heine-Borel 定理 ………………………- 158 
107. 连续 函数 的 振幅 160 
108. 多 元 连续 函数 ……………… 161 
109. 隐 子 数 162 
0 三友 画 北 汪 2 全 证 00 164 
第 5 章 杂 例 : 164 
章 ”导数 和 积分 … 168 
111. 导数 或 者 微分 系数 .………………………… 168 
112. 某 些 一 般 性 的 注解 …………………………… 169 
113. 某 些 一 般 性 的 注解 ( 续 )……………… 171 
114. 微分 法 的 某 些 一 般 法 则 …………: 173 
115. 复 函 数 的 导数 … 174 
116. 微分 学 的 记号 175 
117. 标准 形式 pp 176 


Viii 


























目 录 
118. B. 有 理 了 水 数 ……… 178 第 7 章 
119. GC. 代数 函数 179 
120. D. 超越 国 数 181 150. 
121. 高 阶 导数 183 151. 
122. 关于 导数 的 某 些 一 般 性 定理 .…… .186 152. 
123. 极 大 和 极 小 ……………… 188 153. 
124. 极 大 和 极 小 ( 续 ) A 189 
125. 极 大 和 极 小 ( 续 )………………………………… 189 154. 
126. 中 值 定理 :… 194 155. 
127. 中 值 定理 ( 续 ) 196 156. 
128. Cauchy 中 值 定理 …………………………… 196 157. 
129. Darboux 的 一 个 定理 …………………… 196 158. 
130: 入 介 外 a yi 197 159. 
131. 实际 的 积分 问题 …………………………………… 198 160. 
132. 多项式 200 161. 
133. 有 理 消 数 :… 200 162. 
134. 有 理 函 数 的 实际 积分 法 的 > 
注 记 和 et 203 164. 
135. 代数 鸭 数 204 
136. 换 元 积分 法 和 有 理化 积分 法 ……204 2 
137. 与 圆锥 曲线 有 关 的 积分 ……… 01 
138. 各 分/ 二 二 一 De 205 167. 
Qa22 十 207 十 c 
139. 积分 / a 206 168. 
QZ2 十 207 十 c 
140. 积 4 / (MrtuVar?t2brtcdz::.207 
141. 分 部 积分 :0 207 人 
142. 一 般 的 积分 R(x,y) dz， 170. 
其 中 yy? = ax? 十 2bz 十 Cc: 209 第 7 
143. 超越 了 多 数 …… 212 第 8 章 
144. 以 z 的 倍数 的 余弦 以 及 正弦 
为 变量 的 多 项 式 i 212 171. 
145. 积 作 x" coszrdz, | zx” sinzwdz 172. 
以 及 与 之 相关 联 的 积分 ……………… 213 173. 
146. cosz 和 sinx 的 有 理 函 数 :……… 213 174. 
147. 包含 arcsin x,arctan x 以 及 175. 
logz 的 积分 ……… 215 176. 
148. 平面 曲线 的 面积 …… 215 下 
149. 平面 曲线 的 长 度 . pp 217 178. 
第 6 童 杂 例 … 219 179. 


微分 学 和 积分 学 中 另外 一 些 
定理 229 
更 高 阶 的 中 值 定 理 ……… 229 
Taylor 定理 的 另 一 形式 …………: 232 
Taylor 级 数 . 234 
Taylor 定理 的 应 用 ， 

A. 极 大 与 极 小 SR 合作 生 全 全 235 
B. 某 些 极限 的 计算 ………… 236 
C. 平面 曲线 的 相 切 ……… 238 
多 元 郴 数 的 微分 法 …… 241 
二 元 图 数 微分 法 … 243 
二 元 函数 微分 法 ( 续 ) 和 245 
二 元 函数 的 中 值 定理 ……………… 246 
微分 248 
定 积分 和 面积 :pp 252 
定 积 分 254 
圆 的 扇形 面积 , 三 角 函数 ……………… 255 
由 定 积分 的 和 式 极限 的 定义 

计算 定 积 分 ……… 258 
定 积分 的 一 般 性 质 ……………………… 258 
分 部 积分 法 和 换 元 积分 法 ………: 261 
用 分 部 积分 法 证 明 Taylor 
定理 264 
余 项 的 Cauchy 形式 对 于 二 

项 级 数 的 应 用 …………………………… 265 
定 积分 的 近似 公式 , Simpson 
公式 266 
单 实 变 复 函 数 的 积分 ………………… 268 
章 杂 例 269 
无 穷 级 数 和 无 穷 积 分 的 收 

化 性 277 
引言 277 
正 项 级 数 277 
正 项 级 数 ( 续 ) SN 277 
这 些 判 别 法 的 首 批 应 用 …………: 278 
比值 判别 法 278 
一 个 重要 定理 …………… 281 
正 项 级 数 的 乘法 .…………………: 281 
进一步 的 收敛 与 发 散 判 别 法 ……283 


Abel( 或 者 Pringsheim) 定理 … 


第 9 章 


180. Maclaurin (或 者 Cauchy) 














积分 判别 法 285 
181. 级 数 Dj ns 人 286 
182. Cauchy 并 项 判别 法 ………………………… 287 
183. 进一步 的 比值 判别 法 ………………… 288 
184. 无 穷 积分 … 289 
185. $ (x) 取 正 值 的 情形 ……………………… 290 
186. 换 元 积分 法 以 及 分 部 积分 法 

对 无 穷 积 分 的 应 用 A 292 
187. 其 他 类 型 的 无 穷 积 分 …………………… 295 
188. 其 他 类 型 的 无 穷 积分 ( 续 ) ……… 297 
189. 其 他 类 型 的 无 穷 积分 ( 续 ) ……… 300 
190. 有 正 负 项 的 级 数 … 301 
191. 绝对 收敛 的 级 数 ………………………………… 302 
192. Dirichlet 定理 对 绝对 收敛 级 

数 的 推广 303 
193. 条 件 收 敛 的 级 数 : 303 
194. 条 件 收敛 级 数 的 收敛 判别 法 .………304 
195. 交错 级 数 : 304 
196. Abel 收敛 判别 法 与 Dirichlet 

收敛 判别 法 307 
197. 复数 项 级 数 .pp 308 
198. 寡 级 数 : 309 
199. 靠 级 数 ( 续 ) a 310 
200. 寡 级 数 的 收敛 域 , 收敛 圆 ………: 310 
201. 短 级 数 的 唯一 性 …………………………… 312 
202. 级 数 的 乘法 pp 312 
203. 绝对 收敛 和 条 件 收 敛 的 无 穷 

积分 314 
第 8 章 杂 例 St rr ee 315 

单 实 变 对 数 函 数 、 指 数 函 数 

和 三 角 函 数 : 323 
204. 引言 323 
205. log z 的 定义 324 
206. log x 所 满足 的 函数 方程 …………… 325 
207. 当 z 趋向 无 穷 时 log z 趋向 

无 穷 的 方式 326 
208. 当 z 一 oo 时 zx “logz 一 0 

的 证 明 326 
209. 当 z 一 +0 时 logz 的 性 状 …… 327 


目 录 这 
210. 无 穷 大 的 尺度 , 对 数 尺度 :………… 327 
211. 数 ep 329 
212. 指数 函数 330 
213. 指数 函数 的 主要 性 质 ……………: 330 
214. 一 般 的 寡 qa? 332 
215. ez 表示 为 极限 …… 333 
216. logz 表示 成 极限 ……… 334 
217. 常用 对 数 … 334 
218. 级 数 和 积分 收敛 的 对 数 
判别 法 339 
219. 与 指数 函数 以 及 对 数 函 数 有 
关 的 级 数 ， 用 Taylor 定理 
展开 ez .pp 343 
220. 对 数 级 数 pp 345 
221. 反正 切 函 数 的 级 数 .…… … 346 
993. 王磊 级 数 sD 349 
223. 建立 指数 函数 和 对 数 函数 理 
论 的 另 一 种 方法 …………………….……. 350 
224. 三 角 函 数 的 解析 理论 …………………… 352 
225. 三 角 函 数 的 解析 理论 ( 续 ) .……: 354 
226. 三 角 函 数 的 解析 理论 ( 续 ) .……: 356 
第 9 章 杂 例 . 356 
第 10 章 ”对 数 函 数 、 指 数 函 数 以 及 
三 角 函 数 的 一 般 理论 …………… 365 
227. 单 复 变 困 数 365 
228. 单 复 变 函 数 ( 续 ) ee 366 
229. 实 的 和 复 的 曲线 积分 ……………………… 366 
230. Log( 的 定义 367 
231. Log( 的 值 368 
232. 指数 函数 371 
233. exp( 的 值 372 
234. exp 5 所 满足 的 函数 方程 ……………… 372 
235. 一 般 的 和 a 373 
236. ua 的 一 般 的 值 374 
237. 正弦 和 余弦 的 指数 的 值 …………: 376 
238. sinC 和 cos¢ 对 于 的 所 有 
值 的 定义 377 
239. 推广 的 双 曲 国 数 …………… 7 
240. 与 cos(& 十 i;), sin(& + im) 
等 有 关 的 公式 …………………… 378 


录 


. 对 数 函数 与 反 三 角 函数 之 间 


的 联系 380 
.expz 的 需 级 数 : 381 
. cosz 和 sin z 的 寡 级 数 …………: 383 
. 对 数 级 数 . 384 
. 对 数 级 数 ( 续 ) 386 


. 对 数 级 数 的 某 些 应 用 , 指数 


247. 二 项 式 定理 的 一 般 形 式 389 

第 10 章 杂 例 .…… 391 
附录 1 Ha5ldqer 不 等 式 和 Minkowski 

不 等 式 Don: 398 

附录 2 每 个 方程 都 有 一 个 根 的 证 明 ……: 403 

附录 3 ”关于 二 重 极限 问题 的 一 个 注 记 … 409 

附录 4 ”分 析 与 几何 中 的 无 穷 ……………………… 412 


1. 有 理 数 


分 数 7 = p/g (其 中 p 和 9 是 正 整数 或 者 负 整 数 ) 称 为 有 理 数 (rational num- 
ber). 我 们 可 以 假设 (i) p 和 9 没有 公 因 子 , 因为 如 果 它 们 有 公 因 子 的 话 , 就 可 以 
用 公 因 子 来 除 这 两 个 数 中 的 每 一 个 数 , 还 可 以 假设 (区 9 是 正 数 , 这 是 因为 


P/(-9q) = (-p)/g, (—p)/(-9) = D/9. 


取 p= 0, 我 们 就 可 以 在 这 样 定义 的 有 理 数 中 加 进 “ 有 理 数 0” 
我 们 假设 读者 熟悉 关于 有 理 数 的 一 般 算 术 运 算 . 下 面 给 出 的 例子 不 要 求 超出 
有 理 数 一 般 算 术 运 算 以 外 的 任何 知识 . 
例 工 
1) 如 果 r+ 和 s 是 有 理 数 , 那么 7 十 s,7 一 s,rs 和 r/s 都 是 有 理 数 , 除非 在 最 后 一 种 情形 
中 s=0 (此 时 r/s 当然 没有 意义 ). 
2) 如 果 入,m 和 n 都 是 正 有 理 数 , 是 m > n, 那么 入 (m2? 一 n2) ,2Amm 以 及 入 (m2? 十 m2) 
都 是 正 有 理 数 . 这 就 指出 了 如 何 来 确定 任意 多 个 直角 三 角形 , 使 得 它们 所 有 的 边 长 均 为 有 理 数 . 
3) 任何 有 限 十 进 制 小 数 都 可 以 表示 成 有 理 数 , 其 分 母 不 包含 异 于 2 和 5 的 因子 . 反之 , 任 
何 这 样 的 有 理 数 都 可 以 用 唯一 一 种 方式 表示 成 有 限 十 进 制 小 数 . 
十 进 制 小 数 的 一 般 理论 将 在 第 4 章 中 加 以 讨论 . ] 
4) 正 有 理 数 可 以 排列 成 如 下 的 普通 数列 的 形式 : 
1213214321 | 
LT 
证 明 p/a 是 这 个 数列 中 的 第 3(p 十 q 一 1) (p 十 q9 一 2) 十 9 项 . 
[在 此 数列 中 , 每 个 有 理 数 都 无 限 次 重复 出 现 . 例如 1 作为 诗 , 3 … 而 反复 出 现 . 如 果 将 
已 经 以 最 简 分 数 的 形式 出 现 过 的 每 一 个 数 都 删除 , 我 们 当然 可 以 避免 这 种 现象 的 发 生 , 然而 那 
样 一 来 , 确定 p/g 的 确切 位 置 就 将 变 得 更 加 复杂 . ] 


2. 用 直线 上 的 点 表示 有 理 数 


在 数学 分 析 的 许多 分 支 中 , 大 量 使 用 几何 描述 的 方法 是 非常 方便 的 . 

当然 , 用 这 种 几何 描述 的 方法 , 并 不 意味 着 分 析 对 于 几何 有 任何 形式 的 依赖 : 
它们 仅仅 是 描述 , 并 不 具有 更 多 的 含义 , 只 是 为 了 使 得 表述 清晰 . 正 因 如 此 , 并 不 
需要 对 常用 的 初等 几何 概念 作 任何 逻辑 的 分 析 . 我 们 可 以 满足 于 假设 我 们 知道 这 
些 概念 的 含义 , 而 不 管 它 离 真实 有 多 远 . 






































接 下 来 , 假设 我 们 知道 一 条 直线 (straight line)、 直 线 的 一 段 (segment) 以 及 
线段 的 长 度 (length) 指 的 是 什么 . 让 我 们 取 一 条 直线 4, 在 两 个 方向 上 将 它 无 限 
延伸 , 并 取 任 意 长 度 的 一 段 线段 AoAi. 我 们 把 ho 称 为 原点 (origin), 或 称 为 点 0， 
而 把 4;1 称 为 点 1, 并 把 这 两 点 看 成 是 数 0 和 数 1 的 表示 . 

为 了 得 到 表示 正 有 理 数 7 = p/g 的 点 , 我 们 选取 点 A 使 得 

404 /4041 = 
其 中 ,4o4,， 是 该 直线 沿 着 与 4o41 同样 的 方向 所 作 的 延展 ， 当 该 直线 如 图 1 中 
那样 水 平地 穿越 纸张 的 时 候 , 我 们 就 假设 AoA1 的 方向 是 从 左 向 右 . 为 了 得 到 表 
示 负 有 理 数 7 = 一 s 的 点 , 自然 要 把 长 度 视 为 带 有 符号 的 量 , 如 果 长 度 是 按照 (与 
AoA1 相同 的 ) 方向 来 度量 , 就 带 正 号 ; 而 如 果 沿 另 一 个 方向 进行 度量 , 就 带 负 号 ， 
故而 有 4B = 一 BA; 又 取 4_。 作 为 表示 7 的 点 , 使 得 
404_。 二 一 4_。40 一 404.. 














区 A ho 4 4, 


图 1 
这 样 我 们 就 在 直线 上 得 到 与 每 个 正 的 或 者 负 的 有 理 值 + 相对 应 的 点 4, 使 得 


AoA; =7. AoAi; 

如 果 我 们 把 4o4; 取 作 单位 长 度 , 并 记 4AoA1 = 1, 那么 自然 就 有 
404, 一 六 

我 们 把 点 4; 称 为 直线 上 的 有 理 点 (rational point). 

3.， 无 理 数 


如 果 要 在 直线 上 标 出 与 分 母 相 继 为 1, 2,3,… 的 有 理 数 对 应 的 所 有 的 点 , 你 
会 容易 使 自己 相信 : 可 以 用 任意 接近 的 有 理 点 覆盖 直线 . 我 们 可 以 把 这 一 思想 更 
加 精确 地 表述 如 下 : 如 果 在 直线 4 上 取 任 意 一 条 线段 BC, 我 们 总 可 以 在 BC 上 
找到 你 想 要 的 任意 多 个 有 理 点 . 

例如 , 假设 BC 落 在 线段 4; 4 的 内 部 . 显然, 如 果 我 们 选取 一 个 正 整数 刀 ， 


大 .BC > 19 (1) 


并 把 41 4。 分 成 个 相等 的 部 分 , 那么 诸 分 点 中 至 少 有 一 个 (比方 说 P) 必定 落 在 
BO 的 内 部 , 且 它 既 不 与 B 也 不 与 C 重合 . 这 是 因为 , 如 若 不 然 , BC 就 会 完全 包 


@ 可 能 成 立 的 此 假设 等 价 于 著名 的 阿 基 米 德 公理 的 假设 . 








3. 无 理 数 3 


含 在 A142 被 分 成 的 个 部 分 中 的 某 一 个 部 分 之 中 , 这 与 假设 (1) 矛盾 . 但 是 显 
然 已 对 应 于 一 个 分 母 是 的 有 理 数 . 于 是 至 少 有 一 个 有 理 点 已 落 在 BB 与 C 之 
间 . 那样 一 来 , 我 们 就 可 以 在 B 与 已 之 间 找 到 另外 一 个 这 样 的 点 Q, 在 BB 与 Q@ 
之 间 又 可 以 找到 另外 一 点 , 如 此 无 限 延续 下 去 ; 也 就 是 说 , 正如 我 们 在 上 面 所 断言 


多 个 有 理 点 . 

在 “BC 包含 无 穷 多 个 有 理 点 ”或 者 “BC 上 有 无 穷 多 个 有 理 点 ”或 者 “有 无 穷 个 正 整数 ” 
这 类 句子 中 出 现 的 “无 穷 多 个 ”或 者 “无 穷 个” 这样 的 术语 的 意义 将 在 第 4 章 中 更 仔细 地 加 以 
研究 . 结论 “有 无 穷 个 正 整 数 ” 意味 着 “给 定 任何 一 个 不 论 多 么 大 的 正 整数 n, 都 能 找到 多 于 nn 
个 的 正 整数 ” 这 个 结论 无 论 对 于 什么 样 的 n, 例如 ”= 100000 或 者 n = 100 000 000, 显然 都 
是 正确 的 . 这 个 结论 与 “可 以 找到 我 们 所 想 要 的 任意 多 个 正 整 数 ” 的 含义 是 完全 相同 的 . 

读者 容易 相信 下 述 论断 的 正确 性 , 这 一 论断 与 我 们 在 本 节 第 二 段 中 所 证 明 的 结论 等 价 : 给 
定 任意 一 个 有 理 数 x 和 任意 一 个 正 整 数 n, 都 可 以 在 ” 的 每 一 边 找到 另外 一 个 有 理 数 , 它 与 
的 距离 小 于 1/n， 换 一 种 说 法 就 是 , 我 们 可 以 在 ” 的 左右 两 边 找到 与 + 相差 任意 小 的 有 理 数 . 
此 外 , 给 定 任何 两 个 有 理 数 > 和 s, 都 可 以 在 它们 之 间 插 入 一 列 有 理 数 , 其 中 任何 两 个 相 邻 的 项 
之 间 的 差 都 可 以 任意 小 , 也 就 是 说 小 于 1/n, 其 中 n 是 事先 指定 的 任意 正 整 数 . 

从 这 些 考 虑 出 发 , 读者 或 许 会 得 出 这 样 的 结论 : 想象 直线 单单 是 由 直线 上 的 
有 理 点 构成 的 , 就 可 以 对 直线 的 特性 得 到 足够 的 了 解 . 如 果 我 们 把 直线 想象 成 仅 
由 有 理 数 组 成 , 而 将 其 他 所 有 的 点 (如 果 有 这 样 的 点 存在 ) 都 统统 去 掉 的 话 , 情形 
的 确 如 此 , 剩 下 的 图 形 也 会 具有 直线 在 通常 意义 下 所 具有 的 大 多 数 性 质 . 粗略 地 
说 , 它 的 外 表 和 性 状 都 很 像 一 条 直线 . 

然而 , 稍 作 进一步 的 研究 就 会 明白 , 这 种 观点 会 使 我 们 陷 人 严重 的 困境 . 

让 我 们 用 常识 的 眼光 对 此 做 一 会 儿 观 察 , 并 且 来 考虑 直线 的 某 些 性 质 ， 如 果 
直线 的 概念 与 我 们 在 初等 几何 中 就 形成 的 那些 思想 一 致 , 我 们 应 该 有 理由 期 待 直 
线 具 有 这 些 性 质 . 

直线 必定 是 由 点 组 成 的 , 任何 一 条 线段 的 所 有 的 点 都 介 于 它 的 两 个 端点 之 间 . 
对 于 任何 这 样 的 一 条 线段 一 定 可 以 赋予 一 个 称 之 为 它 的 长 度 的 特质 , 而 长 度 必定 
是 可 以 用 任何 标准 长 度 或 者 单位 长 度 进行 数值 度量 的 一 种 量 , 而 且 这 些 长 度 一 定 
能 够 用 加 法 或 者 乘法 , 并 按照 通常 的 代数 法 则 相互 加 以 组 合 . 此 外 , 一 定 能 构造 出 
一 条 线段 , 其 长 度 是 任何 两 个 给 定 的 长 度 之 和 或 者 是 它们 的 乘积 ， 如 果 沿 同一 条 
给 定 的 直线 , 取 长 度 PQ 是 a, 长 度 QR 是 5, 则 长 度 PR 必定 是 a 十 b. 此 外 , 如 
果 沿 一 条 直线 取 长 度 OP 和 OQ 分 别 是 1 和 a, 而 沿 另 一 条 直线 取 长 度 OR 为 b， 
又 如 果 通 过 Euclid 作 图 法 (Euclid 的 《几何 原本 》 第 6 卷 第 12 节 ) 确定 长 度 OS 
作为 线段 OP OQ, OR 的 第 四 比例 数 , 那么 这 个 长 度 必定 是 ab, 它 是 1,a,b 的 代 
数 第 四 比例 数 ， 几乎 不 需要 说 明 , 这 样 定义 的 和 与 乘积 必定 遵守 通常 的 代数 法 则 ， 














QQ 十 0 一 0 十 aa，a+(g 十 co 一 (wa 十 岂 十 2， 
ab=ba, al(lbc)= (ab)c, a(b+c)= ab+ac. 


线段 的 长 度 必 定 也 满足 有 关 不 等 式 以 及 等 式 的 若干 显然 的 法 则 .比方 说 ， 如果 
A, B,C 是 直线 4 上 从 左 到 右 排列 的 三 个 点 , 我 们 就 必定 有 4B < AC 等 .此 
外 , 也 一 定 有 可 能 在 基本 直线 4 上 找到 一 点 P, 使 得 AoP 与 在 4 上 或 者 在 任何 
其 他 直线 上 选取 的 任何 一 条 线段 相等 ， 直 线 的 所 有 这 些 性 质 及 其 更 多 性 质 都 包含 
在 初等 几何 的 预备 知识 中 . 

现在 容易 看 出 , 将 直线 视 为 由 一 系列 的 点 组 成 , 且 每 个 点 与 一 个 有 理 数 相 对 
应 的 这 种 观点 是 不 可 能 满足 所 有 这 些 要 求 的 . 例如, 有 各 种 各 样 的 初等 几何 作 图 
法 都 声称 可 以 作出 长 度 z, 使 得 z2 = 2. 比如 可 以 作出 一 个 等 腰 直 角 三 角形 4BC,， 
使 得 4B = 4C = 1. 那么 , 如 果 BC = x, 则 有 x? = 2. 又 如 图 2 中 指出 的 那样 ， 
根据 Euclid 作 图 法 (《 几何 原本 》 第 6 卷 第 13 节 ) 通过 求 作 1 和 2 的 比例 中 项 
来 确定 长 度 z. 这样 一 来 , 就 要 求 存 在 一 个 长 度 , 它 是 由 数 z 以 及 直线 4 上 的 一 
点 忆 来 度量 的 , 使 得 

AoP=zx, z=2. 

但 是 容易 看 出 : 不 存在 这 样 的 有 理 数 , 它 的 平方 等 于 2. 事实 上 我 们 可 以 更 进一步 ， 
表述 成 : 不 存在 平方 等 于 m/n 的 有 理 数 (其 中 m/n 是 一 个 正 的 既 约 分 数 ), 除非 
m 和 mn 两 者 都 是 完全 平方 数 . 





图 2 
这 是 因为 , 如 果 有 可 能 存在 这 样 的 有 理 数 , 即 可 假设 


2] 全 my/ 


其 中 p 与 g 没有 公 因 子 , m 和 mn 也 没有 公 因 子 . 那么 就 有 np? = maq?. 92 的 每 个 
因子 必定 整除 np?, 而 2 和 9 没有 公 因 子 , 故而 92 的 每 个 因子 必定 整除 n. 从 而 有 
n 二 Aq?, 其 中 入 是 一 个 整数 . 但 这 样 就 有 m = Ap?, 而 由 于 m 和 没有 公 因 子 ， 
故 入 必定 为 1, 从 而 m= 灾 , n = 942, 而 这 正 是 所 要 证 明 的 . 特别 地 , 取 n==1 我 
们 得 到 : 一 个 整数 不 可 能 是 一 个 有 理 数 的 平方 , 除非 该 有 理 数 本 身 就 是 一 个 整数 . 


4. 无 理 数 ( 续 ) 5 





这 样 看 来 , 我 们 要 求 存在 的 数 x 和 点 P, 并 不 属于 已 经 构造 出 来 的 有 理 点 , 且 
满足 4oP = z, x? = 2. (如 同 读者 从 初等 代数 中 记得 的 那样 ) 我 们 记 z = v2. 

下 面 给 出 的 不 存在 平方 等 于 2 的 有 理 数 的 另 一 种 证 明 是 很 有 意思 的 . 

如 果 存 在 平方 等 于 2 的 有 理 数 , 假设 py 是 一 个 正 的 既 约 分 数 , 它 满足 (p/q)? = 2, 也 即 
人 2 = 29”. 容易 看 出 有 (2g 一 p)” = 2(p 一 9)”; 因此 (2g 一 p)/(p 一 9) 是 另外 一 个 有 同样 性 质 的 
分 数 . 但 显然 9< p < 2g, 故而 p 一 g < q. 于 是 存在 另外 一 个 与 p/g 相等 且 有 更 小 分 母 的 分 数 ， 
这 与 p/g 是 既 约 分 数 的 假设 矛盾 . 

例 II 

(1) 证 明 不 存在 立方 数 等 于 2 的 有 理 数 . 

(2) 一 般 性 地 , 证 明 : 既 约 有 理 分 数 p/g 不 可 能 是 一 个 有 理 数 的 立方 , 除非 p 和 9 两 者 都 
是 完全 立方 数 . 

(3) 一 个 更 为 一 般 的 命题 如 下 所 述 , 它 由 Gauss 得 出 且 前 述 诸 结论 为 它 的 特例 : 一 个 整 系 
数 的 代数 方程 

Zn 十 DiZn 1+par" 2 十 .十 pn 一 0 

不 可 能 有 非 整数 的 有 理 根 . 

[因为 假设 此 方程 有 一 个 根 a/b, 其 中 a 和 是 没有 公 因 子 的 整数 , 且 5 是 正 的 . 记 a/ 为 
z, 两 边 用 加- 来 乘 , 我 们 得 到 


QZ 


三 二 pia ! 十 p2a” 2b 十 - 4 + pnb™!, 


这 是 一 个 等 于 整数 的 既 约 分 数 , 这 是 不 可 能 的 . 于 是 有 5 = 1, 方程 的 根 就 是 a. 显然 a 必须 是 
pn 的 一 个 因子 . 更 一 般 地 , 如 果 a/5 是 pox” 十 piz? 1 十 paz" 2 十 … 十 pn =0 的 一 个 根 , 那 
么 a 就 是 pn 的 一 个 因子 , 而 b 则 是 po 的 一 个 因子 . ] 

(4) 证 明 : 如 果 mm =1 且 


工 二 和 二 人 和 寺 0 二 一 0 二 2 一 2 二 


都 不 等 于 零 , 那么 该 方程 不 可 能 存在 有 理 根 . 
(5) 求 

的 有 理 根 (如 果 有 的 话 ). 
[这 些 根 只 可 能 是 整数 , 所 以 土 

的 根 可 以 用 尝试 法 加 以 确定 . ] 


4. 无 理 数 ( 续 ) 


于 是 , 有理数 的 几何 表示 就 启发 我 们 可 以 通过 引进 一 种 新 型 的 数 来 扩大 “ 数 ” 
不 用 几何 语言 也 可 以 得 到 同样 的 结论 . 代数 的 一 个 中 心 问题 是 寻求 像 





zZ4 -4z3 -8z2+13z+10=0 





ps 
| 





上 2, 士 5, 士 10 是 它 仅 有 可 能 的 有 理 根 . 它们 是 否 是 该 方程 
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这 样 的 方程 的 解 . 第 一 个 方程 有 两 个 有 理 根 1 和 -1， 但 是 , 如果 将 数 的 概念 仅 
仅 局 限 在 有 理 数 范围 内 的 话 , 我 们 就 只 能 说 第 二 个 方程 没有 根 ， 对 于 像 z3 = 2， 
74 = 二 7 这 样 的 方程 也 有 同样 的 情形 . 这 些 事实 显然 足以 对 于 所 希望 得 到 的 数 的 概 
念 做 出 某 种 推广 , 即便 需要 证 明 这 是 有 可 能 的 . 

让 我 们 更 进一步 地 来 研究 方程 x? = 2. 

我 们 已 经 看 到 , 没有 有 理 数 满足 这 个 方程 . 任何 有 理 数 的 平方 要 么 小 于 2, 要 
么 大 于 2. 于 是 我 们 可 以 把 正 有 理 数 (目前 我 们 仅 限 于 研究 正 有 理 数 ) 分 成 两 类 ， 
一 类 包含 平方 小 于 2 的 数 , 另 一 类 包含 平方 大 于 2 的 数 . 我 们 把 这 两 个 类 分 别称 
为 工 类 [也 称 为 下 类 (lower class) 或 者 左 类 (left-hand class)] 以 及 RR 类 [也 称 
为 上 类 (upper class) 或 者 右 类 (right-hand class)]. 显然 , RR 类 的 每 个 元 素 都 大 于 
工 类 的 所 有 元 素 ， 此 外 容易 相信 , 我 们 可 以 找到 工 类 的 一 个 元 素 , 它 的 平方 虽然 
小 于 2, 但 可 以 与 2 相差 任意 地 小 ; 也 可 以 找到 有 R 类 的 一 个 元 素 , 它 的 平方 虽然 大 
于 2, 但 可 以 与 2 相差 任意 地 小 . 事实 上 , 如 果 我 们 用 通常 的 算术 程序 来 计算 2 的 
平方 根 , 就 会 得 到 一 列 有 理 数 , 即 


1，1.4，1.41，1.414， 1.4142，...， 





它们 的 平方 数 为 

1， 1.96, 1.9881, 1.999396， 1.99996164， .…， 
全 都 小 于 2, 而 且 越 来 越 接近 于 2. 在 这 一 过 程 中 取 足 够 多 的 数字 , 我 们 就 可 以 得 
到 想 要 的 那 种 精确 程度 的 近似 值 . 如 果 我 们 将 上 面 给 出 的 每 一 个 近似 值 的 最 后 一 
位 数字 增加 1, 我 们 得 到 一 列 有 理 数 

2， 1.5， 1.42， 1.415， 1.4143,，.…..， 

它们 的 平方 数 为 

4, 2.25, 2.0164, 2.002225， 2.00024449，.……， 


它们 全 都 大 于 2, 但 也 如 我 们 所 希望 的 越 来 越 接近 于 2. 

上 面 所 做 的 推理 虽然 能 使 读者 信服 , 却 缺少 现代 数学 所 要 求 的 严格 性 . 我 们 可 以 提供 一 个 
合乎 规范 的 证 明 如 下 . 首先, 我们 可 以 找到 工 的 一 个 元 素 和 R 的 一 个 元 素 , 它们 相差 我 们 所 
希望 的 那么 小 . 因为 在 第 3 节 中 我 们 看 到 : 给 定 任何 两 个 有 理 数 a 和 5b, 总 可 以 构造 出 一 列 有 
理 数 , 使 得 a 和 是 这 列 数 中 的 第 一 个 数 和 最 后 一 个 数 , 而 且 其 中 任何 两 个 相 邻 的 数 相 差 如 我 
们 所 希望 的 那么 小 . 这 样 , 我 们 取 工 中 的 一 个 元 素 x 以 及 RR 中 的 一 个 元 素 y, 并 在 它们 之 间 
再 造 出 一 列 数 , 使 得 x 是 其 中 的 第 一 个 数 , 而 y 是 其 中 的 最 后 一 个 数 , 且 这 列 数 中 任何 两 个 数 
相差 都 小 于 5, 其 中 , 6 是 我 们 所 希望 的 任意 小 的 一 个 正 有 理 数 , 例如 取 6 为 0.01、0.0001 或 
者 0.000 001. 在 这 列 数 中 , 必定 有 属于 工 的 最 后 一 个 数 以 及 属于 R 的 第 一 个 数 , 且 这 两 个 数 
的 差 小 于 5. 

















5. 无 理 数 ( 续 ) 7 


现在 我 们 可 以 来 证 明 : 在 二 中 可 以 找到 一 个 x, 在 尽 中 可 以 找到 一 个 y, 使 得 2 一 2 
和 ?一 2 都 能 小 到 我 们 所 希望 的 程度 , 比方 说 都 小 于 5. 在 上 面 的 讨论 中 用 36 代替 5, 我 们 看 
到 可 以 选取 zx 和 yy 使 得 y 一 xz < 36; 显然 我 们 还 可 以 假设 zx 和 y 两 者 都 小 于 2. 这 样 就 有 


2 十 Z < 4 一 2 


由 于 x? < 2 以 及 妇 2 > 2, 由 此 即 推出 , 2 -~ z2 和 一 2 都 小 于 0. 

由 此 还 可 以 推出 : 工 中 没有 最 大 的 元 素 , RR 中 也 没有 最 小 的 元 素 . 因为 如 果 z 
是 工 中 一 个 元 素 , 就 有 z2 < 2. 假设 x? = 2 - 6. 那么 我 们 就 能 找到 工 的 一 个 元 
素 zi 使 得 z2 与 2 的 差 小 于 5, 所 以 有 xz? > zx?, 也 就 是 zi > x. 这 样 一 来 工 中 
就 存在 比 z 更 大 的 元 素 ; 又 因为 z 是 工 中 一 个 任意 的 元 素 , 由 此 得 知 工 中 不 存在 
比 其 中 所 有 其 他 元 素 都 大 的 元 素 . 于 是 到 中 没有 最 大 的 元 素 ; 类 似 地 , R 中 也 没 
有 最 小 的 元 素 . 
5. 无 理 数 ( 续 ) 

这 样 我 们 就 把 正 有 理 数 分 成 了 两 个 类 志和 RR, 使 得 : (i) R 中 的 每 个 元 素 都 大 
于 工 中 的 每 个 元 素 ; (ii) 可 以 找到 元 中 一 个 元 素 与 R 中 一 个 元 素 , 使 它们 的 差 小 
到 我 们 希望 的 程度 ; (ii) 过 中 没有 最 大 的 元 素 , RR 中 也 没有 最 小 的 元 素 . 我 们 关于 
直线 属性 的 普遍 概念 以 及 初等 几何 和 初等 代数 的 要 求 , 都 同样 要 求 存 在 一 个 数 x， 
它 大 于 工 中 所 有 的 元 素 , 且 小 于 尽 中 所 有 的 元 素 , 也 要 求 直线 4 上 存在 一 个 相 
对 应 的 点 P, 它 把 与 工 中 的 元 素 对 应 的 点 以 及 与 及 中 的 元 素 对 应 的 点 区 分 开 来 ， 
如 图 3 所 示 . 


=(y— x)(y+r) < 4 一 Z) < 0 








图 3 


现在 我 们 暂时 假设 存在 这 样 一 个 数 zx, 且 对 它 可 以 用 代数 法 则 加 以 运算 , 例如 
2Z2 有 确定 的 意义 . 那么 x? 既 不 能 小 于 2, 也 不 能 大 于 2. 因为 比方 说 x? 小 于 2， 
那么 由 前 面 所 述 即 得 , 可 以 找到 一 个 正 有 理 数 &, 使 得 &? 在 zx? 和 2 之 间 . 这 就 是 
说 , 我 们 可 以 找到 过 中 一 个 大 于 z 的 元 素 . 这 与 > 将 工 中 的 元 素 与 RR 中 的 元 素 
区 分 开 来 这 一 假设 矛盾 . 从 而 x 不 可 能 小 于 2; 类 似 地 , 它 也 不 可 能 大 于 2. 这 样 
一 来 , 我 们 就 得 到 z2 = 2, 在 代数 中 我 们 用 V2 来 记 xz 所 表示 的 数 . 这 个 数 V2 不 
是 有 理 数 , 因为 没有 哪个 有 理 数 的 平方 能 等 于 2. 这 就 是 所 谓 的 无 理 数 (irrational 
number) 的 最 简单 的 例子 . 
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上 面 的 论证 方法 几乎 可 以 逐 字 逐 句 地 应 用 到 与 x? = 2 不 同 的 方程 上 . 例如 ， 
可 以 运用 到 方程 zz = N, 其 中 N 是 任意 一 个 不 是 完全 平方 数 的 整数 ; 或 者 运用 
到 诸如 








这 样 的 方程 上 ; 或 者 像 稍 后 看 到 的 那样 , 运用 到 x3 = 3z + 8 这 样 的 方程 上 . 这 样 ， 
我 们 就 会 相信 在 直线 4 上 存在 无 理 数 x 以 及 点 P, z 满足 与 这 些 方程 类 似 的 方 
程 , 即便 当 这 些 长 度 不 可 能 用 初等 几何 的 方法 构造 出 来 时 ( 像 V2 这 样 的 长 度 是 
能 够 用 初等 几何 作 图 法 作出 来 的 ), 我 们 依然 会 相信 存在 这 样 的 数 . 

毫 无 疑问 , 读者 会 回忆 起 : 初等 代数 中 , 像 x? = n 这 类 方程 的 根 是 用 ni 或 者 m1 来 表 
示 的 , 而 像 


—p/g 


nN 


P/9， nn 


这 样 的 符号 的 含义 是 用 等 式 


poy As (nl/9)? mp/amn-z/a 一 1 


来 表示 的 . 根据 这 些 定 义 , 读者 应 该 记得 , 形 如 





的 “指数 法 则 ”是 怎样 推广 到 ”> 和 s 是 任意 有 理 数 的 情形 中 去 的 . 

现在 读者 可 以 从 两 种 可 供 选 择 的 途径 中 选择 其 一 ， 如 果 愿 意 的 话 , 他 可 以 满 
足 于 假设 形 如 V2, W3,... 的 无 理 数 存 在 , 并 服从 他 所 熟悉 的 代数 法 则 ?， 如 果 这 
样 做 , 他 将 能 跳 过 下 面 几 节 中 更 加 抽象 的 讨论 , 从 而 可 以 直接 转 到 第 13 节 以 及 其 
后 各 节 . 

另 一 方面 , 如 果 读 者 不 打算 采用 如 此 自然 的 方式 , 我 们 真诚 地 建议 他 仔细 研 
读 接 下 来 的 几 节 , 其 中 对 这 些 方程 进行 了 更 加 充分 的 研究 . 

例 III 

(1) 求 出 2 与 第 4 节 中 作为 V2 的 近似 值 所 给 出 的 诸 小 数 的 平方 之 差 ， 

(2) 求 2 与 诸 数 





1 3 7 17 41 99 
1” 2” 5 12’ 29” 70 
的 平方 之 差 . 

(3) 证 明 : 如 果 myn 是 V2 的 一 个 好 的 近似 值 , 那么 (m 十 2n)/(m 十 n) 就 是 一 个 更 好 的 
近似 值 , 上 且 在 这 两 种 情形 下 , 误差 有 相反 的 符号 . 在 上 一 个 例子 中 应 用 这 一 结果 继续 给 出 近似 值 
数列 . 

(4) 如 果 z 和 y 分 别 是 V2 的 不 足 近 似 值 以 及 到 余 近似 值 , 且 有 2 一 xz? < 6, 一 2 <56, 
那么 就 有 vy 一 x < 0. 





@ 这 是 本 书 第 1 版 中 所 采纳 的 观点 . 
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(5) 方程 x2? = 4 被 z = 2 所 满足 . 请 检验 : 将 上 一 节 的 论证 方法 应 用 到 这 个 方程 上 (从头 
到 尾 用 4 代 蔡 2) 能 走 多 远 . [如 果 我 们 使 用 工 类 和 R 类 的 前 述 定义 , 那么 它们 并 不 包含 所 有 
的 有 理 数 . 有 理 数 2 就 是 一 个 例外 , 这 是 因为 2” 既 不 小 于 4, 也 不 大 于 4. ] 


6.， 无 理 数 ( 续 ) 


在 第 4 节 中 , 我 们 讨论 了 一 种 将 正 有 理 数 x 划分 成 两 个 类 的 特殊 方式 , 使 得 
对 于 一 个 类 的 元 素 有 z2 < 2, 而 对 于 另 一 个 类 的 元 素 有 z2 > 2. 这 样 的 划分 方式 
称 为 对 所 讨论 的 数 的 一 个 分 割 (section). 显然, 可 以 同样 成 功 地 构造 一 个 分 割 , 它 
所 分 成 的 两 类 数 的 特征 分 别 由 za < 2 和 za > 2 来 表达 , 或 者 分 别 由 z4 < 7 和 
zx4 > 了 来 刻画 . 现在 , 让 我 们 尝试 用 相当 一 般 的 表述 方式 来 陈述 对 正 有 理 数 的 这 
种 分 割 的 构造 原理 . 

假设 已 和 Q 代表 两 种 相互 排斥 的 性 质 , 且 其 中 一 种 性 质 必定 为 每 一 个 正 有 
理 数 所 具有 .此 外 , 假设 每 个 具有 性 质 P 的 数 都 小 于 任何 一 个 具有 性 质 Q 的 数 . 
例如 , 性 质 P 是 “z2 < 2”, 则 性 质 Q 是 “xz? > 2” 此 时 我 们 称 具有 性 质 PP 的 
数 是 下 类 或 者 左 类 二 , 而 称 具有 性 质 Q 的 数 是 上 类 或 者 右 类 RR. 一 般 来 说 , 两 个 
类 都 存在 . 但 特别 地 , 可 能 会 出 现 其 中 一 个 类 不 存在 , 每 个 数 都 属于 另 一 个 类 的 情 
形 . 例如 , 如 果 性 质 P (或 者 @) 为 “是 有 理 数 ”, 或 者 为 “是 正 数 ” 那么 就 会 发 生 
这 种 情形 . 然而 , 当前 我 们 仅 限 于 讨论 两 个 类 都 存在 的 情形 . 此 时 如 同 在 第 4 节 中 
那样 可 以 推出 : 我 们 能 找到 工 的 一 个 元 素 和 R 的 一 个 元 素 , 它们 的 差 可 以 小 到 我 
们 所 希望 的 程度 . 

我 们 在 第 4 节 考 虑 过 的 特殊 情形 中 , 元 没有 最 大 的 元 素 , R 没有 最 小 的 元 素 . 
但 是 这 些 类 中 或 许 会 有 某 一 个 类 有 一 个 最 大 的 元 素 或 者 一 个 最 小 的 元 素 , 重要 的 
是 要 区 分 各 种 不 同 的 可 能 性 . 不 可 能 的 是 : L 有 最 大 的 元 素 , 而 且 R 也 有 最 小 的 
元 素 . 因为 如 果 1 是 工 的 最 大 元 素 , 旦 7 是 R 的 最 小 元 素 , 则 有 1 <7, 这 样 一 来 ， 
(十 7) 就 是 位 于 1 和 7 之 间 的 一 个 正 有 理 数 , 从 而 它 既 不 属于 L, 也 不 属于 R. 
这 与 我 们 关于 每 个 这 样 的 数 都 属于 其 中 一 个 类 的 假设 条 件 矛 盾 . 如 果 情 形 果真 如 
此 , 那 就 存在 三 种 可 能 性 , 它们 相互 排斥 . 这 三 种 可 能 性 是 : 要 么 (i) L 有 一 个 最 
大 的 元 素 1; 要么 (ii) RR 有 一 个 最 小 的 元 素 7; 要 么 (这 ) 区 没有 最 大 的 元 素 , 也 
没有 最 小 的 元 素 . 

第 4 节 中 的 分 割 给 出 最 后 一 种 可 能 性 的 例子 . 取 忆 为 zz < 1, Q@ 为 x? > 1, 就 得 到 第 一 
种 情形 的 一 个 例子 , 这 里 1 = 1; 如 果 书 是 z2 <1, 而 Q 是 x? > 1, 就 得 到 第 二 种 情形 的 一 个 
例子 , 其 中 > = 1. 应 该 注意 到 , 如 果 取 PP 为 xz? < 1, 而 取 Q 为 xz? > 1, 我 们 根本 得 不 到 一 个 
分 割 ; 因为 此 时 特殊 的 数 1 从 我 们 的 分 类 中 漏 掉 了 (参见 例 III 中 的 第 (5) 题 ). 
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7. 无 理 数 ( 续 ) 


在 前 面 两 种 情形 中 , 我 们 谈 及 与 一 个 正 有 理 数 a 相对 应 的 分 割 , 一 种 情形 下 这 
个 正 有 理 数 是 1, 而 男 一 种 情形 下 这 个 正 有 理 数 是 7. 反 过 来 显然 可 见 , 任意 一 个 这 
样 的 数 a 都 对 应 一 个 分 割 , 我 们 记 之 为 a*. 因为 我 们 可 以 分 别 取 性 质 P 了 和 Q 为 


TT<a, 0>w， 


或 者 x < a 和 x > a. 在 第 一 种 情形 中 , a 就 是 工 中 最 大 的 元 素 , 而 在 第 二 种 情 
形 中 , a 是 RR 中 最 小 的 元 素 . 事实 上 , 对 于 任何 一 个 正 有 理 数 恰 有 两 个 分 割 与 之 对 
应 . 为 了 避免 混淆 , 我 们 选择 其 中 之 一 , 即 选取 该 数 属于 上 类 的 那个 分 割 . 换 句 话 
说 , 我 们 约定 只 考虑 下 类 中 没有 最 大 的 数 的 那 种 分 割 . 

由 于 正 有 理 数 与 其 所 定义 的 分 割 之 间 有 这 样 的 对 应 关系 , 故而 出 于 数学 目的 ， 
用 分 割 代 替 数 , 并 把 在 公式 中 出 现 的 符号 视 为 分 割 而 不 是 数 , 应 该 是 完全 合理 的 . 
例如 , 如 果 a 和 a’ 是 与 a 和 a’ 对 应 的 分 割 , 那么 a > % 就 与 a > a' 有 同样 的 

但 是 ， 当 按照 这 种 方法 用 有 理 数 的 分 割 取代 有 理 数 本 身 时 , 我 们 几乎 不 得 不 
对 数 系 做 进一步 推广 , 因为 存在 这 样 的 分 割 (如 在 第 4 节 中 所 给 出 的 ), 即 它 不 与 
任何 有 理 数 相对 应 分割 组 成 的 集合 比 正 有 理 数 集合 更 大 . 它 包 含 了 与 所 有 这 样 
的 数 相 对 应 的 分 割 , 除 此 之 外 还 包含 更 多 的 分 割 . 正 是 这 个 事实 成 为 了 我 们 关于 
数 的 概念 推广 的 基础 . 由 此 我 们 构造 出 下 面 的 定义 , 不 过 在 下 一 节 中 将 对 这 个 定 
义 加 以 修改 , 因此 它 是 短暂 的 、 临 时 性 的 . 

正 有 理 数 的 两 个 类 都 存在 且 下 类 中 没有 最 大 的 元 素 的 分 割 称 为 正 实数 (posi- 
tive real number). 


不 与 正 有 理 数 对 应 的 正 实数 称 为 正 的 无 理 数 . 
8. 实数 


到 目前 为 止 , 我 们 仅 限 于 讨论 正 有 理 数 的 某 种 分 割 , 且 暂 时 约定 这 样 的 分 割 
为 “ 正 实数 ”在 我 们 构造 出 最 终 的 定义 之 前 , 必须 对 这 个 观点 作 一 点 改变 . 我 们 将 
不 仅仅 考虑 对 正 有 理 数 的 分 割 , 也 就 是 将 正 有 理 数 分 成 两 个 类 的 划分 , 也 要 考虑 
对 所 有 有 理 数 (包括 0) 的 分 割 . 这 样 我 们 就 可 以 重复 在 第 6 节 和 第 7 节 中 对 于 正 
有 理 数 的 分 割 的 一 切 论述 , 只 需要 间或 省 略 “ 正 的 ”一 词 即 可 . 

定义 ”有理数 的 两 个 类 都 存在 且 下 类 没有 最 大 的 元 素 的 分 割 称 为 实数 , 或 者 
简单 称 之 为 数 . 

不 与 有 理 数 对 应 的 实数 称 为 无 理 数 . 








@ 对 一 个 用 英文 字母 表示 的 有 理 数 , 用 与 之 相对 应 的 希腊 字母 来 标记 对 应 的 分 割 是 很 方便 的 . 


9. 实数 之 间 的 大 小 关系 ”11 


如 果 一 个 实数 的 确 与 一 个 有 理 数 相对 应 , 我 们 也 将 把 术语 “有 理 的 ”同样 应 用 
到 实数 的 情形 . 

根据 定义 , 术语 “有 理 数 ” 有 些 含糊 不 清 , 它 可 能 指 的 是 第 1 节 中 的 有 理 数 , 也 可 能 指 的 是 
对 应 的 实数 ， 如 果 我 们 说 3 > 3, 那么 有 可 能 指 的 是 两 个 不 同 的 命题 中 的 某 一 个 , 其 中 一 个 是 
初等 算术 的 命题 , 另 一 个 是 关于 有 理 数 的 分 割 的 命题 ， 这 种 类 型 的 含混 不 清 在 数学 中 是 很 常见 
的 , 也 是 完全 无 害 的 , 因为 不 论 对 命题 本 身 作 何 种 解释 , 这 些 不 同 命题 之 间 的 关系 都 是 完全 一 样 
的 . 例如 , 由 3 > 4 和 > 4, 我 们 可 以 推出 > 3. 这 一 推理 无 论 如 何 都 不 会 因为 3, 和 3 
到 底 是 算术 分 数 还 是 实数 的 疑虑 而 受到 影响 ,当然 , 有 时 (比方 说 ) 3” 出现 的 上 下 文 就 足以 给 
出 了 其 含义 的 确定 解释 . 当 我 们 说 3 < V3 时 (参见 第 9 节 ), 必定 把 “3” 当 作 实数 3 看待 了 . 

此 外 , 读者 应 该 注意 到 , 我 们 所 采用 的 “实数 ”定义 的 精确 形式 并 没有 特殊 的 逻辑 重要 性 . 
我 们 定义 一 个 “实数 ”是 一 个 分 割 , 也 就 是 一 对 类 ， 我 们 也 同样 可 以 把 它 定义 成 是 那个 下 类 或 
者 那个 上 类 . 的 确 , 容易 定义 出 无 穷 多 个 类 的 实体 , 其 中 每 一 个 都 具有 实数 类 所 具有 的 性 质 . 数 
学 中 本 质 的 东西 是 : 数学 的 符号 应 该 有 革 种 解释 . 一 般 来 说 , 它们 会 有 许多 种 解释 , 而 就 数学 而 
言 , 无 论 我 们 采用 哪 一 种 解释 都 没有 关系 ， 伯 特 兰 . 罗素 曾经 说 过 : “数学 是 一 门 科学 , 对 于 这 
门 科学 我 们 并 不 知道 我 们 正在 谈论 的 是 什么 , 我 们 也 不 关心 关于 数学 我 们 所 说 的 是 否 为 真 ” 
是 一 段 以 个 论 的 形式 表述 的 评论 , 然而 在 现实 中 却 包含 若干 重要 的 真理 ， 要 详细 分 析 罗素 的 这 
段 精辟 评论 的 含义 会 花 去 我 们 太 长 的 时 间 , 但 是 无 论 如 何 , 这 段 评论 的 一 个 隐 含 意义 是 : 数学 
符号 可 能 有 不 同 的 解释 , 而 且 一 般 说 来 我 们 有 权 自 由 地 选择 更 愿意 采用 的 解释 . 

现在 有 三 种 情形 需要 区 分 ， 有 可 能 出 现 所 有 负 的 有 理 数 都 属于 下 类 ,而 零 和 
所 有 正 有 理 数 都 属于 上 类 的 情形 . 我 们 把 这 个 分 割 说 成 是 实数 0. 或 者 , 有 可 能 发 
生 下 类 包含 某 些 正 数 的 情形 , 这 样 的 分 割 称 为 正 实 数 . 最 后 , 有 可 能 发 生 某 些 负数 
属于 上 类 的 情形 . 我 们 把 这 样 的 分 割 称 为 负 实数 . 

我 们 现在 对 正 实数 a 所 给 出 的 定义 与 在 第 7 节 中 给 出 的 定义 之 间 的 区 别 在 于 , 向 下 类 中 
添加 了 0 和 所 有 的 负 有 理 数 ， 在 第 6 节 中, 取 性 质 已 为 x+1 < 0, 性质 @ 为 z+1>0 
就 给 出 了 一 个 负 实数 的 例子 ， 这 个 分 割 显然 对 应 于 负 有 理 数 一 1， 如 果 我 们 取 PP 为 ze < -2， 
Q 为 z? > -2, 就 会 得 到 一 个 非 有 理 数 的 负 实数 ， 


9. 实数 之 间 的 大 小 关系 


现在 我 们 已 经 对 数 的 概念 做 了 推广 , 显然 , 我 们 应 该 对 等 式 、 不 等 式 、 加 法 、 
乘法 等 概念 做 出 相应 的 推广 .我 们 需要 证 明 这 些 思想 对 于 新 的 数 也 是 适用 的 ,而 











央 




















Q 还 有 这 样 的 分 割 : 其 中 每 个 数 都 属于 下 类 或 者 每 个 数 都 属于 上 类 . 读者 或 许 会 有 兴趣 询问 : 为 什么 我 们 不 把 这 
样 的 分 割 也 看 成 是 有 定义 的 数 呢 ? 我 们 可 把 它们 称 为 实数 正 无 穷 (real numbers positive infinity) 和 实数 负 无 
穷 (real numbers negative infinity). 
这 样 的 过 程 不 存在 逻辑 问题 , 不 过 可 以 证 明 实 际 上 这 并 不 方便 . 加 法 和 乘法 的 最 自然 的 定义 将 不 能 以 令 人 
满意 的 方式 起 作用 . 此 外 , 对 于 初学 者 来 说 , 分 析 初 步 中 最 主要 的 困难 是 学 习 含 有 词汇 “无 穷 ” 的 术语 的 精确 意 
义 , 而 经 验 似乎 表明 , 他 很 有 可 能 会 对 数 中 的 任何 添加 一 头 雾 水 . 
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且 在 对 它们 做 出 推广 之 后 , 所 有 一 般 的 代数 法 则 也 依然 成 立 . 这 样 , 一 般 性 地 , 我 
们 就 可 以 用 第 1 节 中 对 有 理 数 的 方式 来 对 实数 进行 运算 .系统 地 完成 这 些 工作 ， 
需要 花费 相当 大 的 篇 幅 , 故此 我 们 在 这 里 只 能 概略 地 指出 应 该 怎样 对 此 进行 更 加 
系统 的 讨论 . 

我 们 用 形 如 a, 68,7…… 的 希腊 字母 来 记 实 数 ， 而 用 对 应 的 英文 字母 a, A;。b， 
B;c,CO;… 来 记 其 中 的 下 类 和 上 类 中 的 有 理 数 , 并 将 这 些 类 本 身 记 为 (a), (A),… 

如 果 a 和 6 是 两 个 实数 , 则 有 下 述 三 种 可 能 性 存在 . 

( 每 个 a 都 是 一 个 b, 且 每 个 4 也 都 是 一 个 B. 在 这 种 情形 下 , (a) 和 (5) 是 
完全 相同 的 , 且 (4) 和 (B) 也 是 完全 相同 的 ; 

(ii) 每 个 a 都 是 一 个 凡 但 并 非 所 有 的 4 都 是 B. 本 名 
在 这 种 情形 下 , (a) 是 (5) 的 一 个 真子 集 ?, 且 (B) 也 
是 (4) 的 一 个 真子 集 ; Wg 

(者 ) 每 个 4 都 是 一 个 B, 但 并 非 所 有 的 a 都 是 b. 
这 三 种 情形 可 以 用 图 4 中 的 图 形 予 以 描述 . 

在 情形 (i) 中 , 我 们 记 a = 6; 在 情形 (i) 中 , 记 a < 6; 在 情形 (这 ) 中 , 记 
Qa > B. 显然 , 当 a 和 6 两 者 丝 为 有 理 数 时 , 这 些 定义 与 从 一 开始 就 视 为 理所当然 
成 立 的 有 理 数 之 间 的 等 式 和 不 等 式 的 思想 相 吻 合 , 而 且 显然 任何 正 数 大 于 任何 负 
数 . 

在 此 时 定义 一 个 正 数 a 的 负数 -a 是 非常 方便 的 . 首先 我 们 假设 a 是 无 理 
数 . 如 果 (a) 和 (4) 都 是 构成 a 的 类 , 那么 我 们 就 可 以 这 样 来 定义 有 理 数 的 另外 
一 个 分 割 : 把 所 有 的 数 -4 放 在 下 类 中 , 而 把 所 有 的 数 -a 放 在 上 类 中 . 我 们 用 
一 Q 来 记 这 样 定义 的 实数 ( 它 显然 是 负数 )， 当 a 是 负数 时 , 我 们 可 以 类 似 地 定义 
一 a, 且 如 果 a 是 负数 , 则 -a 是 正 数 . 显然 也 有 一 (一 Qa) = a. 在 a 与 -a 这 两 
个 数 中 , 总 有 一 个 是 正 数 . 我 们 用 |a| 来 记 其 中 是 正 数 的 那个 数 , 并 称 之 为 a 的 模 
(modulus). 

如 果 a 是 有 理 数 , 问题 会 有 一 点 复杂 . 在 这 种 情形 下 , a 属于 (4), 且 类 (--A) 
和 (一 a) 并 未 定义 第 8 节 意 义 下 的 实数 , 这 是 因为 -a 属于 下 类 而 不 属于 上 类 . 这 
样 一 来 , 我 们 必须 修改 关于 一 a 的 定义 , 约定 当 a 为 有 理 数 时 , 有 理 数 -a 包含 在 
上 类 中 . 














图 4 


(1) 证 明 : 0 = 一 0. 

证 明 : 根据 a = 6、a > 6 或 者 a < 6 分别 有 B8=aw、8<a 或 者 8 > a 成立. 
证 明 : 如 果 a=6 且 86=7, 则 有 a= 

4) 证 明 : 如 果 a<B 且 6<7, 则 有 a<7. 





也 即 包 含 于 (5), 但 不 等 同 于 (5). 





10. 实数 的 代数 运算 ”13 


5) 证 明 : 如 果 a < 6, 则 有 -8 < 一 a 
) 证 明 : 如 果 a 是 正 数 , 则 有 a > 0; 又 如 果 a 是 负数 , 则 有 a < 0. 
) 证 明 : a < |al. 
8) 证 明 : 1 < V2 < V3 < 2. 
[所 有 这 些 结果 都 是 我 们 的 定义 的 直接 推论 . ] 


10. 实数 的 代数 运算 


现在 我 们 来 着 手 定义 对 于 实数 通用 的 像 加 法 这 样 的 初等 代数 运算 的 意义 . 

(i) 加 法 . 为 了 定义 两 个 数 a 和 8 的 和 , 我 们 考虑 下 面 两 个 类 : (1) 由 所 有 的 
和 c=a+b 形 成 的 类 (c); (2) 由 所 有 的 和 C = 4 十 B 形成 的 类 (C). 显然 在 所 
有 情形 下 都 有 c < C. 

进一步 地 说 , 不 可 能 有 多 于 一 个 既 不 属于 (c) 也 不 属于 (C) 的 有 理 数 存在 . 
为 如 果 假 设 有 两 个 这 样 的 数 x 和 s 存在 , 并 设 s 是 其 中 较 大 者 . 那么 r+ 和 s 两 者 
必定 都 大 于 每 一 个 c, 且 都 小 于 每 一 个 C; 于 是 C 一 c 不 可 能 小 于 s 一 7. 但 是 

C—-c=(A4-a)+(B-D0), 

从 而 我 们 可 以 选择 a,b, 4A, B, 使 得 A -a 和 B 一 5 的 差 能 小 到 我 们 希望 的 程度 . 
这 显然 与 我 们 的 假设 矛盾 . 

如 果 每 个 有 理 数 或 者 属于 (c) 或 者 属于 (C), 则 类 (c) 和 (C) 就 构成 了 对 有 
理 数 的 一 个 分 割 (就 是 说 给 出 一 个 数 7). 如 果 有 一 个 有 理 数 既 不 属于 (c) 也 不 属 
于 (C), 我 们 就 把 它 加 到 (C) 中 去 . 现在 我 们 就 有 了 一 个 分 割 或 者 说 成 是 一 个 实 
数 7, 它 显 然 必 定 是 有 理 数 , 因为 它 对 应 于 (C) 中 最 小 的 数 . 在 所 有 情形 下 , 我 们 
都 把 7 称 为 a 和 8 的 和 , 并 记 


Y=Q+pb. 


如 果 a 和 6 两 者 均 为 有 理 数 , 那么 它们 是 上 类 (4) 和 上 类 (B) 中 的 最 小 元 素 . 在 这 种 情 
形 下 , 显然 a 十 6 是 (C) 中 的 最 小 元 素 , 所 以 我 们 的 定义 与 先前 关于 加 法 的 思想 一 致 . 

( 芝 减法 . 我 们 用 等 式 

aa+C 有 

来 定义 a 一 8. 于 是 , 减法 的 思想 不 会 产生 任何 新 的 困难 . 

例 V 

(1) 证 明 a 十 (-a)=0. 
(2) 证 明 aw+T0=0+a=a. 

(3) 证 明 a 十 6 = 6 十 a. [这 可 以 立即 由 事实 “类 (a 十 5) 和 (5b 十 a) 是 相同 的 类 ”或 者 
“类 (A 十 B) 和 (B+ 十 4) 是 相同 的 类 ”推出 ， 这 是 因为 , 比方 说 当 a 和 5b 都 是 有 理 数 时 , 有 
a+b=b+a.|] 

(4) 证 明 a 二 (6 十 7Y) = (a++6)+Y. 
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(5) 证 明 w 一 a = 0. 

(6) 证 明 a 一 6= 一 (8 一 a). 

(7) 根据 减法 的 定义 以 及 上 面 的 第 (4) 题 、 第 (1) 题 和 第 (2) 题 可 以 推出 

(a—-B)+B={at+(-P}+B=a+{(-P)+6}=a+0=a. 

这 样 一 来 , 我 们 也 可 以 用 等 式 y 十 6 = a 来 定义 差 a 一 6 = 7. 

(8) 证 明 aw 一 (8 一 力 =a 一 8 十 人 

(9) 请 给 出 一 个 减法 的 定义 , 它 不 依赖 于 上 面 给 出 的 加 法 定义 . 为 了 定义 y = a 一 6b, 构造 
类 (c) 和 类 (C), 使 其 满足 c =a 一 B, C = 4 一 b. 容易 证 明 , 这 个 定义 与 我 们 在 正文 中 给 出 的 
定义 是 等 价 的 . ] 

(10) 证 明 

















lal —|I8l < lat Bl < lal + 1Al. 


11. 实数 的 代数 运算 ( 续 ) 


(过 ) 乘法 . 当 我 们 研究 乘法 时 , 最 方便 的 是 从 正 数 开始 . 暂时 我 们 回 到 正 有 理 
数 的 分 割 , 我 们 只 在 第 4 节 到 第 7 节 中 研究 过 这 种 分 割 . 这 时 我 们 实际 上 可 以 按 
照 加 法 情形 中 的 路 线 来 进行 , 将 (c) 取 作 (ad), 将 (C) 取 作 (4B). 这 里 的 讨论 方 
法 除去 下 述 部 分 之 外 均 与 加 法 情形 相同 : 在 加 法 情形 中 , 我 们 要 证 明 所 有 的 有 理 
数 (至 多 有 一 个 例外 ) 必须 都 属于 (c) 或 者 (C)， 如 同 加 法 一 样 , 这 需要 证 明 : 我 
们 可 以 选取 a, 4,b 和 B, 使 得 C 一 c 能 小 到 我 们 希望 的 程度 . 这 里 要 用 到 恒等式 


C—-c=AB-ab=(A—a)B+a(B— 0b). 
如 果 a 和 6 是 正 数 , 只 要 约定 有 
(oj6 = -ap, a(-P)=-aB, (-%(-8)= ap, 

就 可 以 将 负数 包含 到 定义 的 范围 之 内 . 

最 后 , 约定 对 所 有 a 都 有 0xa=ax0=0. 

(iv) 除法 . 为 了 定义 除法 , 我 们 先 定义 一 个 ( 异 于 0 的 ) 数 a 的 倒数 1/a. 首 
先 考虑 正 数 和 正 有 理 数 的 分 割 , 我 们 用 下 类 (1/4) 和 上 类 (1/a) 来 定义 正 数 a 的 
倒数 . 然后 再 用 等 式 1/( 一 Qa) = -(1/a) 来 定义 负数 一 a 的 倒数 . 最 后 , 我 们 用 等 式 


a/B = a x (1/B) 





来 定义 a/B. 

这 样 , 我 们 就 能 将 初等 代数 的 全 部 概念 和 方法 运用 到 所 有 的 实数 (有 理 数 和 
无 理 数 ) 上 去 了 . 当然 , 我 们 并 不 打算 详尽 地 完成 这 项 工作 . 更 为 有 益 也 更 有 意义 
的 工作 是 , 将 注意 力 转 向 某 些 特殊 然而 是 特别 重要 的 无 理 数 类 . 


13. 二 次 根 式 ”15 


例 VI 
证 明 下 面 诸 公式 所 表示 的 定理 : 


(1)axl=1lxa=a; (2) a x (1/a) = 1; (3) aw6 = Ba; 
(4) a(B7) = (aB)Y; (5) a(B + = a8 + oy; 
(6) (a +B)Y=ay+pBy; (7) lag|= |allAl. 

12. 数 vV2 


现在 让 我 们 暂时 回 到 第 4 节 到 第 5 节 中 讨论 过 的 特殊 的 无 理 数 . 在 那里 我 们 
用 不 等 式 zx? < 2，z2 > 2 构造 了 一 个 分 割 . 这 仅仅 是 一 个 正 有 理 数 的 分 割 . 不 过 
我 们 可 以 用 一 个 所 有 有 理 数 的 分 割 来 代替 它 (如 同 第 8 节 所 述 )， 我 们 用 符号 V2 
来 记 这 样 定 义 的 分 割 或 者 数 . 

定义 V2 与 其 自身 乘积 的 类 是 : (i) (aa), 其 中 a 和 a’ 是 平方 小 于 2 的 正 有 
理 数 ; (i (44), 其 中 4 和 4' 是 平方 大 于 2 的 正 有 理 数 . 这 些 类 穷尽 了 除 一 个 
数 之 外 的 所 有 正 有 理 数 , 这 个 唯一 除外 的 数 就 是 2. 从 而 有 


(V2)* = V2V2 = 2. 





又 有 





(~V2)? = (-V2)(-V2) = V2V2 = (V2)? = 2. 

于 是 方程 zz = 2 有 两 个 根 V2 和 一 V2. 类 似 地 , 我 们 可 以 讨论 方程 zz = 3, x3 = 
7,.… 以 及 与 之 相对 应 的 无 理 数 V3, 一 V3, V7,…. 
13. 二 次 根 式 

形 如 土 Va 的 数 称 为 纯 二 次 根 式 (pure quadratic surd)， 其 中 a 是 正 有 理 
数 , 但 不 是 其 他 有 理 数 的 平方 . 形 如 a 土 Vo 的 数 有 时 也 称 为 混 二 次 根 式 (mixed 
quadratic surd), 其 中 a 是 有 理 数 , 而 Vb 是 纯 二 次 根 式 . 

两 个 数 a 土 V 都 是 二 次 方程 











X22ar+a*—-b=0 





的 根 . 反 过 来 , 方程 zz + 2pz +g = 0 (其 中 p 和 g 都 是 有 理 数 , 且 p? - g > 0) 以 两 个 二 次 根 
式 _p 土 VP7 gq 作为 它 的 根 . 

可 以 通过 第 3 节 的 几何 方法 给 出 其 存在 性 的 仅 有 的 一 种 无 理 数 , 就 是 这 些 二 
次 根 式 ( 纯 的 或 者 混 的 ) 以 及 像 


V2+V2+V2+V2+V2+V2 
这 样 可 以 表示 成 含有 平方 根 的 重复 根 式 的 更 为 复杂 的 无 理 数 . 正如 读者 自己 容易 
看 出 来 的 那样 , 不 难 用 几何 方法 构造 出 一 条 线段 ,其 长 度 等 于 任何 一 个 这 种 类 型 
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的 数 ， 只 有 这 几 种 无 理 数 才 可 以 用 Euclid 方法 ( 即 用 直 尺 和 圆规 的 几何 作 图 法 ) 
构造 出 来 , 这 是 一 个 关键 的 结论 , 它 的 证 明 必须 暂时 延 后 ”". 二 次 根 式 的 这 个 性 质 
使 得 它们 特别 有 意义 . 


例 VII 
(1) 给 出 
V2, V2+V2, V2+V2+V2 
的 几何 作 图 法 . 


(2) 如 果 如 一 ac > 0, 则 二 次 方程 ax? 十 20z + c = 0 有 两 个 实 根 .? 假设 a,b,c 是 有 理 数 . 
将 这 三 个 数 全 都 取 为 整数 也 无 关 紧 要 , 因为 我 们 可 以 用 它们 分 母 的 最 小 公 倍 数 来 乘 这 些 方 程 . 

读者 应 该 记得 该 方程 的 根 是 (5b 土 VB 一 ac) /a. 首先 作出 V 术 一 ac, 则 很 容易 用 几何 方 
法 构造 出 这 些 长 度 . 一 个 更 为 精巧 然而 不 那么 简洁 明了 的 作 图 方法 如 下 所 述 . 

如 图 5 所 示 ， 画 一 个 半径 为 1 的 圆 ， 其 直径 为 PQ， 再 画 出 直径 两 端点 处 的 切线 . 取 
PP' = 一 2a/b 以 及 QQ' = 一 c/2b, 注意 符号 .9 连接 P'Q' 其 在 点 M 和 N 处 与 圆 相 交 ， 画 
出 PM 和 PN, 延长 后 在 点 X 和 了 处 与 QQ' 相交 . 那么 QX 和 QY 就 是 方程 的 带 有 适当 
符号 的 根 .9 








玫 


他/ bg 人 X 
图 5 

这 个 证 明 很 简单 , 我 们 把 它 留 给 读者 作为 练习 . 另 一 个 看 起 来 更 加 简单 的 作 图 法 如 下 所 述 . 
取 一 个 单位 长 的 线段 AB. 画 出 与 4B 垂直 的 线段 BC = 一 2b/a, 并 在 与 BA 相同 的 方向 上 作 
出 与 BC 垂直 的 线段 CD = c/a. 以 AD 为 直径 作 一 个 与 BC 交 于 X 和 YY 的 圆 . 那么 BX 
和 BY 就 是 该 方程 的 根 . 

(3) 如 果 ac 是 正 的 , 那么 PP' 和 QQ' 就 会 画 在 同一 个 方向 上 . 验证 : 如 果 刀 < ac, 则 
P'Q' 不 与 圆 相 交 , 而 当 刀 = ac 时 , 它 恰 好 是 圆 的 切线 . 同样 验证 : 如 果 如 = ac, 则 第 二 个 作 
图 法 中 的 那个 圆 将 与 BC 相 切 . 

(4) 证 明 

VPI = VBX Va Vpq= pv 


@ 见 第 2 章 杂 例 第 22 题 . 

@ 也 就 是 有 两 个 x 的 值 使 得 az? + 2bz + c = 0 成 立 . 如 果 b 一 ac < 0, 则 不 存在 这 样 的 z 的 值 . 读者 应 该 
记得 在 初等 代数 书 中 此 方程 被 说 成 有 “ 复 的 ” 根 . 这 个 命题 的 含义 将 在 第 3 章 中 加 以 解释 . 当 b? = ac 时 , 该 
方程 仅 有 一 个 根 . 为 了 统一 起 见 , 这 种 情形 一 般 被 说 成 是 有 “两 个 相等 的 ” 根 , 不 过 这 仅仅 是 一 种 约定 俗 成 的 说 

@ 所 画 的 图 符合 b 和 c 有 相同 符号 而 b 和 a 有 相反 符号 的 情形 . 读者 可 以 画 出 其 他 情形 的 图 . 

@ 我 们 是 从 Klein 的 Vortrage iiber ausgewdihlte Fragen der Blementargeometrie (Leipzig, 1895) 一 书 中 取 
来 这 个 作 图 法 的 . 
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14. 关于 二 次 根 式 的 某 些 定理 
如 果 两 个 纯 二 次 根 式 能 表示 成 同一 个 根 式 的 有 理 倍数 ， 则 称 它们 是 相似 的 
(similar); 反之 , 称 它们 是 不 相似 的 (dissimilar). 例如 , 由 于 
V8=2V3, YT =3V5 


故而 V8, \/ 区 是 相似 的 根 式 . 另 一 方面 , 如 果 M 和 N 是 没有 公 因子 的 整数 , 且 
二 者 皆 不 为 完全 平方 数 , 那么 VM7 和 VN 是 不 相似 的 根 式 . 
这 是 因为 , 如 果 它 们 可 能 相似 的 话 , 可 以 假设 


人 
其 中 所 有 的 字母 都 表示 整数 . 那么 , VJMN 显然 是 有 理 数 , 于 是 (根据 例 工 第 3 题 ) 


它 也 必定 是 整数 . 从 而 有 MN = 已, 其 中 P 是 一 个 整数 . 设 a,5,c,… 是 卫 的 
素 因子 , 所 以 





MN = ob eeY..., 


其 中 a, 6,7，… 是 正 整 数 . 这 样 MN 就 能 被 a2* 整除 , 于 是 要 么 (1) M 能 被 a2* 
整除 , 要 么 (2) N 能 被 a2* 整除 , 要 么 (3) M 和 NN 两 者 都 能 被 a 整除 . 最 后 这 
种 情形 可 以 排除 在 外 , 因为 M 和 NN 没有 公 因 子 . 这 个 论证 方法 可 以 用 到 诸 因 子 
a2°, 528, C27,.…. 中 的 每 一 个 上 , 从 而 M 必定 可 以 被 这 些 因 子 中 的 某 一 些 整除 , 而 
NN 则 可 以 被 其 余 的 因子 整除 . 于 是 


M=P, N= BB, 


其 中 性 表示 诸 因 子 a2*,523,c*7,.…， 中 某 些 数 的 乘积 , 而 奴 则 表示 其 余 因 子 的 
乘积 . 于 是 M 和 两 者 都 是 完全 平方 数 , 这 与 我 们 的 假设 矛盾 . 
定理 如果 A, B,C,D 是 有 理 数 , 且 


A+-VB=0O+VD, 


那么 , 要 么 (i) 4A 二 0C, B=D; 要 么 (ii) B 和 DD 两 者 都 是 有 理 数 的 平方 . 
因为 BB 一 DD 是 有 理 数 , 且 


VB- VD=0-A4 
也 是 有 理 数 . 如 果 B 不 等 于 D (在 此 情形 下 显然 4 也 不 等 于 C), 则 由 此 推出 
VB+VD=(B-D)/(VB -VD) 
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也 是 有 理 数 . 从 而 VB 和 VD 都 是 有 理 数 . 

推论 如 果 4 二 VB=C+VD, 那么 4-VB=C-VD (除非 VB 和 VD 
两 者 定 为 有 理 数 ). 

例 VIII 

(1) 重新 证 明 V2 和 V3 是 不 相似 的 根 式 

(2) 证 明 Va 和 VI7a 是 相似 的 根 式 (除非 两 者 皆 为 有 理 数 ), 其 中 a 是 有 理 数 . 

(3) 如 果 a 和 bb 是 有 理 数 , 那么 Va + Vb 不 可 能 是 有 理 数 , 除非 Va 和 Vb 是 有 理 数 . 同 
样 的 结论 对 Va 一 Vb 也 成 立 , 除非 a = b. 

(4) 如 果 





VA+-VB= VC+VD, 


那么 , 要 么 (a) A4=C 且 B=D, 要 么 (b) A 一 D 且 B=0O, 要 么 (c) V4 VB,vVC,vVD 全 
都 是 有 理 数 , 或 者 全 都 是 相似 的 根 式 . [将 给 定 的 等 式 平方 并 应 用 上 面 的 定理 . ] 

(5) 无 论 (a + V5)? 还 是 (a - VDb)3 都 不 可 能 是 有 理 数 , 除非 Vb 是 有 理 数 . 

(6) 证 明 : 如 果 xz = p 十 Vga (其 中 p 和 gq 都 是 有 理 数 ), 那么 x”( 其 中 m 是 任意 一 个 整 
数 ) 可 以 表示 成 十 QVa 的 形式 , 其 中 已 和 Q@ 是 有 理 数 . 例如 











(p+V9 = +q+2pVg (p+V9) =p + 3pg+ 3p + qvVa. 


推 证 : 任何 关于 x 的 有 理 系数 多 项 式 ( 即 任何 形 如 





—1 


aoZ "十 al 十 …: 十 an 


的 表达 式 , 其 中 oo，… ,an 均 为 有 理 数 ) 都 可 以 表示 成 P 十 QVa 的 形式 . 

(7) 如 果 a 十 Vb 是 一 个 有 理 系数 的 代数 方程 的 根 , 其 中 b 不 是 完全 平方 数 , 那么 a 一 VPb 
是 同一 个 方程 的 男 一 个 根 . 

(8) 将 1/(p 十 Va) 表示 成 第 (6) 题 中 指定 的 形式 . [分 子 分 母 用 p 一 Va 来 乘 . ] 

(9) 从 第 (6) 题 和 第 (8) 题 推 证 : 如 果 z = p 十 Va (其 中 p 和 4 都 是 有 理 数 ), 那么 任何 形 
如 G(xz)/ 五 (x) 的 表达 式 (其 中 G(z) 和 及 (x) 都 是 关于 x 的 有 理 系数 多 项 式 ) 都 可 以 表示 成 
P 十 QV 的 形式 , 其 中 P 和 Q 是 有 理 数 . 

(10) 如 果 p,q 和 pgp? 一 q 是 正 数 , 那么 我 们 可 以 把 Yp 十 V3 表示 成 Vz 十 Vy 的 形式 , 其 中 


z=§(p+ VP -a), y=¥(p- VP-a). 


(11) 确定 可 以 将 VYp 十 V3 (其 中 p 和 g 是 有 理 数 ) 表示 成 形 如 Vz + Vy 的 条 件 , 其 中 x 
和 Yy 是 有 理 数 . 
(12) 如 果 a? 一 5 是 正 数 , 那么 











Vat+ Vi+ Va Vo 


是 有 理 数 的 一 个 充 要 条 件 是 : a? -5b 和 3 (a 十 VO 一 8) 都 是 有 理 数 的 平方 





15. 连续 统 
所 有 实数 (有 理 数 和 无 理 数 ) 的 集合 称 为 算术 连续 统 (arithmetical contin- 


uum). 

为 方便 起 见 , 假设 第 2 节 中 的 直线 4 是 由 与 算术 连续 统 中 所 有 的 数 所 对 应 的 
点 组 成 的 , 此 外 不 再 含有 其 他 的 点 .9 这 样 一 来 , 直线 上 的 点 [它们 组 成 的 集合 可 以 
说 成 是 构成 了 线性 连续 统 (linear continuum)] 就 为 我 们 提供 了 算术 连续 统 的 一 个 
方便 实用 的 映像. 

我 们 已 经 简要 地 讨论 了 几 类 实数 (例如 有 理 数 和 二 次 根 式 ) 的 主要 性 质 ， 此 
外 , 我 们 还 要 增加 几 个 例子 ， 以 此 来 指出 这 些 种 类 的 实数 是 如 何 特殊 的 ， 粗略 地 
说 , 是 要 指出 它们 仅仅 是 构成 连续 统 的 无 穷 多 种 实数 中 非常 小 的 一 部 分 . 


(i) 我 们 来 研究 像 
z= /44 VB+Y4= VE 
这 样 的 一 个 更 为 复杂 的 根 式 表达 式 . 关于 z 的 这 个 表达 式 有 意义 这 一 假设 的 论证 
如 下 所 述 . 如 同 在 第 12 节 中 那样 , 我 们 首先 来 证 明 存 在 一 个 使 2 = 15 成 立 的 
数 y = V15, 然后 就 能 像 在 第 10 节 中 那样 来 定义 数 4 十 V15 和 4 一 V15. 现在 考 
虑 关于 的 方程 上 


这 个 方程 的 右边 不 是 有 理 数 , 但 它 引 导 我 们 假设 存在 满足 za = 2 (或 者 任何 其 
他 的 有 理 数 ) 的 实数 x 的 相同 推理 , 也 同样 引导 我 们 得 出 结论 : 存在 一 个 数 2， 
使 得 好 = 4 二 V15， 从 而 我 们 就 定义 了 多 = V4+ V15; 类 似 地 ， 可 以 定义 
22 二 V4 一 V15. 然后 , 如 同 在 第 10 节 中 那样 , 我 们 就 定义 了 > = 鼠 十 2. 

容易 验证 





2 一 3z 十 8&， 

并 且 不 难 对 下 述 结 论 给 出 直接 的 证 明 : 存在 唯一 一 个 数 满足 这 个 方程 . 

首先 , z (如 果 它 存在 的 话 ) 必定 是 正 数 . 因为 z = -5 给 出 6 一 3C+8=0， 
这 也 就 是 3 一 C2 = 8/C. 但 如 果 5 是 正 数 , 这 是 不 可 能 的 , 因为 那样 就 会 有 C? < 3， 
易 知 6C< 2 以 及 8/C > 4, 然而 3 一 C2 < 3, 故 矛 盾 . 

其 次 , 不 可 能 有 两 个 不 同 的 数 z， 和 zs 都 满足 这 个 方程 . 如 果 这 是 可 能 的 , 假 
设 有 

好 二 32 十 8， 双 =3z 十 8. 

那么 z1 和 zs 都 是 正 数 , 且 有 总 > 8, 2 > 8, 也 即 z1 > 2, 2 > 2, 而 这 是 不 可 能 
的 , 因为 将 这 两 式 相 减 并 除 以 z] 一 z2, 就 得 到 


2 2 
21 十 放 好 十 0 二 访 ; 





外 这 个 假设 仅仅 是 一 个 被 采纳 的 前 提 条 件 : (i) 因为 它 对 于 我 们 的 几何 的 目的 来 说 已 经 足够 了 ; (ii) 还 因为 它 为 我 
们 提供 了 解析 过 程 的 一 个 方便 实用 的 几何 说 明 . 由 于 我 们 仅仅 为 了 绘图 为 例 才 使 用 几何 语言 , 因而 研究 几何 基 
础 不 是 我 们 任务 的 一 部 分 . 
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因此 , 至 多 有 一 个 z 使 z3 = 3z 十 8 成 立 , 而 且 它 不 可 能 是 有 理 数 . 该 方程 的 任何 
有 理 根 必定 是 整数 , 且 一 定 是 8 的 因子 [ 例 并 第 (3) 题 ], 然而 1, 2, 4, 8 中 没有 一 
个 数 是 它 的 根 . 

现在 我 们 可 以 将 正 有 理 数 x 按照 是 za < 3z 十 8 还 是 za > 3z 十 8 分 成 两 个 
类 工 和 RR. 如 果 zz 属于 R, 且 vy > zz, 则 wy 也 属于 RR, 因为 yx>x>2 上 是 


yo37)=y—7r)( +ry+i+r 3)>0. 





类 似 地 , 我 们 可 以 证 明 : 如 果 x 属于 工 且 wy <zx, 那么 y 也 属于 工 . 

最 后 , 显而易见 , L 和 RR 这 两 个 类 都 存在 , 且 它 们 定义 了 满足 该 方程 的 正 有 理 
数 或 者 正 实数 z 的 一 个 分 割 , 

知道 如 何 用 Cardan 的 方法 来 求解 三 次 方程 的 读者 可 以 直接 从 该 方程 得 出 > 的 

(i) 上 面 用 于 方程 za = 3z 十 8 的 直接 论证 的 方法 可 以 应 用 (尽管 这 一 应 用 可 
能 会 有 一 些 困难 ) 到 方程 

2Z5 一 2Z 十 16 

上 , 这 将 会 引导 我 们 得 出 这 样 的 结论 : 存在 唯一 一 个 满足 此 方程 的 正 实数 . 然而 在 
这 种 情形 下 , 不 可 能 用 根 式 的 任何 组 合 对 x 得 到 一 个 简单 的 显 式 表达 式 . 确实 我 
们 已 经 知道 (尽管 其 证 明 很 困难 ) : 一 般 说 来 不 可 能 对 于 高 于 4 次 的 方程 的 根 求 得 
这 样 的 表达 式 . 于 是 , 除了 可 以 用 纯 的 或 者 混合 的 二 次 根 式 , 或 者 用 其 他 的 根 式 以 
及 这 些 根 式 的 组 合 来 表示 的 无 理 数 以 外 , 还 存在 另外 一 些 无 理 数 , 它们 是 代数 方 
程 的 根 , 但 不 能 用 这 样 的 方式 加 以 表示 . 仅仅 在 非常 特殊 的 情形 下 , 才 可 能 对 这 种 
无 理 数 找到 这 样 的 表达 式 . 

(ii) 但 是 , 即便 已 经 把 ( 像 zs = xz + 16 这 样 的 ) 方程 的 无 理 根 (这 种 根 不 可 
能 有 明显 的 根 式 表达 式 ) 添加 到 我 们 的 数 的 名 单 之 中 , 我 们 也 并 没有 将 连续 统 中 
所 含有 的 各 种 不 同 种 类 的 无 理 数 都 一 一 列 数列 尽 . 让 我 们 来 画 一 个 圆 ， 其 直径 等 
于 hohi, 也 即 等 于 1. 自然 会 假设 ?: 这 个 圆 的 圆周 有 可 以 用 数 来 度量 的 长 度 . 这 
个 长 度 通常 用 x 来 表示 . 已 经 证 明了 2 (尽管 这 一 证 明 再 次 是 困难 的 ): 数 zt 不 是 
任何 形 如 








MM=n, m=n, 了 一 元 十 几 
的 整 系数 代数 方程 的 根 , 其 中 n 是 一 个 整数 . 按照 这 种 方式 , 有 可 能 定义 一 个 不 是 
有 理 数 、 也 不 属于 到 目前 为 止 我 们 所 研究 过 的 任何 一 类 无 理 数 的 数 . 这 个 数 x 并 
不 是 一 个 孤立 的 或 者 例外 的 情形 ， 只 有 特殊 类 型 的 无 理 数 才 是 这 样 的 代数 方程 的 
根 ; 而 且 也 只 有 更 加 特殊 的 一 类 数 才能 用 根 式 表 示 . 














@ 见 Hobson 的 Plane trigonometry 一 书 第 5 版 第 7 页 及 其 后 诸 页 . 
@ 见 Hobson 上 述 著作 第 305 页 及 其 后 诸 页 , 或 参见 同一 作者 的 Squaring the circle (Cambridge, 1913) 一 书 . 
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16. 连续 的 实 变量 


可 以 从 两 个 观点 来 看 “实数 ”我们 可 以 把 它们 看 成 一 个 总 体 , 此 即 在 上 一 节 
中 定义 的 “算术 连续 统 ” 或 者 把 实数 看 成 一 个 个 的 个 体 ， 当 我 们 把 它们 当 作 单个 
的 个 体 看 待 时 , 既 可 以 考虑 一 个 特别 指定 的 数 (如 1, 一 ,V2 或 者 zx 那样 的 数 ), 也 
可 以 考虑 任意 一 个 数 , 一 个 未 曾 指 定 的 数 , 也 即 数 zx. 当做 出 像 “x 是 一 个 数 ”“z 是 
一 个 长 度 的 度量 ”“z 可 以 是 有 理 数 或 者 无 理 数 ” 这 样 的 论断 时 , 我 们 采用 的 就 是 
上 面 最 后 那 种 观点 . 在 这 样 的 一 些 命题 中 出 现 的 x 称 为 连续 的 实 变量 (continuous 
real variable), 而 每 个 单个 的 数 则 称 作 是 该 变量 的 值 (value). 

然而 , 一 个 “变量 ”不 必 一 定 是 连续 的 . 我 们 也 可 以 不 考虑 所 有 实数 构成 的 集 
合 , 而 代 之 以 考虑 包含 在 上 面 这 个 集合 中 的 某 个 部 分 集合 , 例如 有 理 数 的 集合 , 或 
者 正 整数 的 集合 . 我们 来 考虑 后 面 这 种 情形 . 在 与 任何 一 个 正 整数 或 者 一 个 未 曾 
指定 的 正 整数 有 关 的 命题 中 , 例如 “m 或 者 是 奇数 , 或 者 是 偶数 ”, n 称 为 变量 , 一 
个 正 整 数 变 量 (positive integral variable), 而 每 个 单个 的 正 整数 则 是 它 的 值 . 

当然 , “xz” 和 “mn” 仅仅 是 变量 的 例子 , 它们 的 “变化 范围 ”分 别 由 所 有 实数 和 
正 整 数 所 构成 . 这 些 是 最 重要 的 例子 , 不 过 我 们 常常 还 需要 考虑 其 他 的 情形 . 比方 
说 在 十 进 制 小 数 的 理论 中 , 我 们 可 以 用 z 来 表示 一 个 数 的 十 进 制 小 数 表示 法 中 的 
任何 一 位 数字 . 此 时 x 是 一 个 变量 , 但 它 仅 仅 有 10 个 不 同 的 值 , 也 即 取 0, 1, 2, 3， 
4, 5, 6, 7, 8, 9 这 十 个 数 . 我 们 可 以 简略 地 说 成 : 我 们 所 要 关心 的 变量 是 整数 类 的 
以 及 实数 类 的 变量 , 而 变量 的 值 则 是 这 些 数 类 中 的 元 素 . 


17. 实数 的 分 割 


在 第 4 节 到 第 7 节 中 我 们 研究 了 有 理 数 的 “分 割 ” 也 就 是 将 有 理 数 (或 者 只 
将 正 有 理 数 ) 分 成 两 个 类 工 和 RR 的 一 种 模式 , 这 两 个 类 有 以 下 特征 : 

(i) 所 考虑 的 类 型 中 的 每 一 个 数 都 属于 且 仅 属于 这 两 个 类 中 的 一 个 类 ; 

( 芝 这 两 个 类 都 存在 ; 

(这 ) 类 工 中 的 每 个 元 素 都 小 于 类 RR 中 的 任何 一 个 元 素 . 

显然 有 可 能 将 同样 的 思想 应 用 到 所 有 实数 组 成 的 集合 中 去 , 如 同 读者 在 以 后 
诸 章节 中 会 看 到 的 那样 , 这 个 方法 有 特别 的 重要 性 . 

接 下 来 , 我 们 假设 *P 和 @ 是 两 个 相互 排斥 的 性 质 , 每 个 实数 都 应 具有 其 中 
的 一 个 性 质 . 此 外 , 我 们 还 假设 任何 一 个 具有 性 质 P 的 数 都 小 于 任何 一 个 具有 性 
质 Q 的 数 . 我 们 把 具有 性 质 P 的 数 构成 下 类 或 者 左 类 L, 而 把 具有 性 质 @ 的 那 
些 数 构成 上 类 或 者 右 类 RR. 

@ 接 下 来 的 讨论 在 许多 方面 与 第 6 节 中 的 相似 . 我 们 不 打算 回避 一 定 程度 的 重复 . “分 割 ” 的 思想 首先 在 Dede- 


kind 著名 的 小 册子 Stetigkeit und irrationale Zahlen 中 出 现 , 这 是 本 书 的 每 一 位 读者 ,即便 是 倾向 于 略 去 
第 6 节 到 第 12 节 中 所 包含 的 有 关 无 理 数 的 记号 的 讨论 的 读者 都 必须 掌握 的 思想 . 
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例如 PP 可 以 是 x < V2, 而 Q 可 以 是 x > V2. 重要 的 是 : 足以 定义 有 理 数 的 一 个 分 割 的 
一 对 性 质 不 一 定 能 定义 实数 的 一 个 分 割 . 例如 ,“z < V2” 和 “z > V2” 或 者 (如 果 我 们 仅 限于 
讨论 正 数 的 话 )“z2? < 2” 和 “z2 > 2” 就 是 这 样 一 对 性 质 的 例子 . 每 个 有 理 数 都 具有 这 两 对 性 
质 中 的 某 个 性 质 , 但 并 非 每 个 实数 也 都 这 样 , 例如 在 每 种 情形 V2 都 不 属于 任何 一 个 分 类 . 

现在 有 两 种 可 能 性 : ”要 么 过 有 一 个 最 大 的 元 素 1, 要 么 R 有 一 个 最 小 的 元 
素 7. 这 两 种 情形 不 可 能 同时 出 现 . 因为 如 果 L 有 一 个 最 大 的 元 素 1, 且 尺 有 一 个 
最 小 的 元 素 ", 那么 数 3(1 十 7) 就 会 大 于 工 中 的 所 有 元 素 , 且 小 于 R 中 的 所 有 元 
素 , 因而 它 不 属于 任何 一 个 类 . 但 是 另 一 方面 , 这 两 种 情形 中 必 有 一 种 情形 出 现 .? 

这 是 因为 , 假设 L! 和 Ri 表示 从 工 和 R 中 仪 仅 取 出 有 理 数 所 构成 的 类 , 那 
么 类 Li 和 Ri 就 构成 了 有 理 数 的 一 个 分 割 . 现在 需要 区 分 两 种 情形 . 

有 可 能 出 现 L! 有 最 大 元 a 的 情形 . 在 这 种 情形 下 , a 必定 也 是 工 的 最 大 元 . 
如 车 不 然 , 我 们 就 能 找到 一 个 更 大 的 数 , 比方 说 就 是 6. 在 a 与 8 之 间 存 在 有 理 
数 , 且 那 些小 于 6 的 数 都 属于 L, 于 是 也 都 属于 Li, 这 显然 是 个 矛盾 . 所 以 a 是 
工 的 最 大 元 . 

另 一 方面 , 有 可 能 Li 没有 最 大 元 . 在 此 情形 下 , 由 Li 和 Ri 所 构成 的 有 理 
数 的 分 割 就 是 一 个 实数 a. 这 个 数 a 必定 属于 二, 或 者 属于 R. 如 果 它 属于 二, 我 
们 就 能 与 以 前 完全 一 样 证 明 它 就 是 工 的 最 大 元 ; 类 似 地 , 如 果 它 属于 RR, 它 也 就 是 
RR 的 最 小 元 . 

于 是 在 任何 情形 下 , 要 么 二 有 最 大 元 , 要 么 R 有 最 小 元 . 从 而 实数 的 任何 分 
割 都 在 如 下 的 意义 下 与 一 个 实数 相 “ 对 应 ”: 有 理 数 的 分 割 有 时 (但 并 不 总 是 ) 与 
一 个 有 理 数 相对 应 . 这 个 结论 是 非常 重要 的 , 因为 它 表 明了 : 考虑 所 有 实数 的 分 割 
并 不 能 对 于 我 们 有 关 数 的 想法 产生 出 任何 进一步 的 推广 ， 从 有 理 数 出 发 , 我 们 曾 
经 发 现 有 理 数 的 分 割 将 我 们 引导 到 数 的 一 个 新 的 概念 一 一 比 有 理 数 的 概念 更 加 一 
般 的 实数 的 概念 . 人 们 或 许 会 期 待 实数 分 割 的 思想 会 将 我 们 引导 到 数 的 更 加 一 般 
性 的 概念 . 上 面 的 讨论 表明 事实 并 非 如 此 . 实际 上 实数 的 集合 , 或 者 说 连续 统 有 一 
种 有 理 数 集合 所 缺乏 的 完全 性 , 这 种 完全 性 可 以 用 数学 的 语言 表达 成 : 连续 统 是 
封闭 的 . 

我 们 刚刚 证 明 的 结果 可 以 表述 如 下 . 

Dedekind 定理 ”如果 实数 按照 下 述 方式 分 成 两 个 类 了 和 尺 : 

(i) 每 一 个 数 都 属于 这 两 个 类 中 的 某 一 个 类 ; 

(站) 每 个 类 都 至 少 含有 一 个 数 ; 

( 道 ) 类 工 中 的 每 个 元 素 都 小 于 类 民 中 的 任何 一 个 元 素 ， 











@ 在 第 6 节 中 有 三 种 可 能 性 . 
@ 这 与 第 6 节 中 的 情形 不 同 . 
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那么 就 有 一 个 数 a 存在 , 它 具 有 如 下 性 质 : 所 有 小 于 它 的 数 都 属于 L, 而 所 有 大 
于 它 的 数 都 属于 RR. 数 a 本 身 则 可 以 属于 其 中 任何 一 个 类 . 

在 应 用 中 , 我 们 经 常 要 考虑 的 并 非 是 对 所 有 的 数 做 成 的 分 割 , 而 是 对 包含 在 某 个 区 间 (in- 
terval)(6,7) 中 的 所 有 数 做 成 的 分 割 , 也 就 是 对 满足 6 < x < Y 的 所 有 的 数 xz 做 成 的 分 割 . 一 
个 由 这 样 的 数 做 成 的 “分 割 ” 当 然 把 这 些 数 分 成 了 具有 性 质 (i), (ii) 和 (这 ) 的 两 个 类 . 这 样 的 
分 割 可 以 通过 将 所 有 小 于 6 的 数 添 加 到 过 中 以 及 将 所 有 大 于 ~ 的 数 添加 到 R 中 来 做 成 对 所 
有 的 数 的 一 个 分 割 . 显然 , 如 果 我 们 用 “区 间 (6,7) 中 的 实数 ” 来 代替 “实数 ”的 话 , Dedekind 
定理 中 所 陈述 的 结论 仍然 成 立 , 上 且 在 此 情形 下 数 a 满足 不 等 式 6 < a < 7. 


18. 极限 点 


一 组 实数 , 或 者 说 直线 上 与 这 组 实数 相对 应 的 一 组 点 , 无 论 是 以 何 种 方式 来 
定义 的 , 都 称 为 一 个 集合 (aggregate), 或 者 称 为 数 集 (set) 或 点 集 . 例如 , 所 有 正 
整数 的 集合 或 者 所 有 有 理 点 的 集合 . 

这 里 最 方便 的 是 使 用 几何 的 语言 ?2， 接 下 来 假设 给 定 一 组 点 , 我 们 记 之 为 5. 
任 取 一 个 点 &, 它 可 以 属于 5, 也 可 以 不 属于 5S. 这 样 就 有 两 种 可 能 性 : 要 么 (i) 有 
可 能 选取 到 一 个 正 数 5, 使 得 区 间 (&€ 一 6 上 + 56) 中 不 包含 5 中 任何 异 于 & 的 点 8; 
要 么 (ii) 这 是 不 可 能 的 . 

例如 , 假设 5 由 与 正 整数 对 应 的 所 有 点 组 成 如果“《 本 身 也 是 一 个 正 整数 ， 
我 们 就 可 以 取 5 是 任何 一 个 小 于 1 的 数 , 此 时 (i) 为 真 ; 或 者 如 果 & 是 两 个 正 整 
数 之 间 的 中 间 数 , 我 们 就 可 以 取 6 是 任何 一 个 小 于 3 的 数 . 另 一 方面 , 如 果 5 由 
所 有 的 有 理 点 组 成 , 那么 无 论 上 取 什 么 样 的 值 , 对 于 任何 一 个 只 要 是 包含 无 穷 多 
个 有 理 点 的 区 间 , 都 有 (区 成 立 . 

让 我 们 假设 (i 为 真 . 那么 任何 区 间 (€ 一 6,é& 十 5), 无 论 它 的 长 度 如 何 小 , 它 
都 包含 属于 S 且 异 于 & 的 至 少 一 个 点 6; 且 无 论 & 是 否 是 5 的 元 素 , 此 结论 皆 
成 立 . 在 这 种 情形 下 , 我 们 就 称 £ 是 5 的 一 个 极限 点 (point of accumulation). 容 
易 看 出 , 区 间 (& 一 65,& 十 65) 不 仅仅 含有 5 的 一 个 点 , 而 是 必定 包含 5 的 无 穷 多 个 
点 . 这 是 因为 ， 当 确定 了 对 的 时 候 , 我 们 可 以 选取 一 个 环绕 上 且 不 包含 和 的 区 
间 (5C- 56 二 0). 但 是 这 个 区 间 也 必定 包含 属于 5 且 异 于 的 一 个 点 , 比方 说 
就 是 .显然 我 们 可 以 用 &2 来 蔡 代 &1, 并 重复 这 一 方法 , 如 此 以 至 无 穷 . 用 这 样 
的 方法 我 们 就 可 以 得 到 我 们 想 要 的 任意 多 个 点 











£1, €2, &3, ek 
它们 全 都 属于 5, 且 所 有 的 点 都 在 区 间 (& 一 6, 十 6) 内 部 . 


中 几乎 不 需要 提醒 读者 的 是 : 这 种 方法 仅仅 是 为 了 语言 方便 这 一 目的 而 采用 的 . 
@ 当然 , 如 果 & 本 身 并 不 属于 S, 那么 “ 异 于 ”就 是 不 必要 的 了 . 
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述 了 各 种 可 能 的 情形 . 

例 IX 

(1) 如 果 S 由 与 正 整 数 所 对 应 的 点 组 成 , 或 者 由 与 所 有 整数 所 对 应 的 点 组 成 , 则 它 没 有 极 
限 点 . 

(2) 如 果 5S 由 所 有 的 有 理 点 组 成 , 那么 直线 上 的 每 个 点 都 是 它 的 极限 点 . 

(3) 如 果 5 由 点 1, 雪 , 寺 ,… 组 成 , 那么 它 只 有 一 个 极限 点 , 也 就 是 原点 . 

(4) 如 果 5S 由 所 有 的 正 有 理 点 组 成 , 那么 它 的 极限 点 就 是 原点 以 及 直线 上 所 有 正 的 点 . 





19._ Weierstrass 定理 


点 集 的 一 般 理论 在 分 析 的 较为 高 深 的 分 支 中 具有 特殊 的 意义 和 重要 性 , 但 是 
它 的 大 部 分 内 容 对 于 本 书 来 说 过 于 艰深 :然而 通过 Dedekind 定理 容易 推出 一 个 
定理 , 我 们 以 后 将 会 用 到 此 定理 . 

定理 ”如 果 集合 8 包含 无 穷 多 个 点 ， 且 它 完全 包含 在 菜 个 区 间 (Qa, PB) 的 内 
部 , 那么 区 间 中 至 少 存 在 一 个 点 是 5 的 极限 点 . 

我 们 把 直线 4 上 的 点 按照 下 述 方法 分 成 两 类 . 如果 在 某 个 点 P 的 右边 有 5 
中 的 无 穷 多 个 点 , 则 点 P 属于 L; 而 在 相反 情形 下 P 属于 R， 于 是 显然 可 见 ， 
Dedekind 定理 中 的 条 件 (i) 和 条 件 ( 道 ) 是 满足 的 ; 又 因为 a 属于 工 , 且 6 属于 及， 
从 而 条 件 (区 也 满足 . 

因此 存在 这 样 一 个 点 &, 不 论 5 多 么 小 , £ -6 都 属于 了 且 £ 十 6 属于 R, 从 


而 区 间 (& 一 6,& 十 6) 中 包含 5 中 无 穷 多 个 点 . 于 是 & 就 是 5 的 一 个 极限 点 . 
这 个 点 当然 有 可 能 与 a 或 8 重合 , 例如 当 a =0,6=1, 且 5S 由 1,3,,… 组 成 时 . 在 
此 情形 下 , 0 是 仅 有 的 极限 点 . 在 第 71 节 中 给 出 了 另外 一 个 证 明 . 
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1. 针对 (1) 所 有 的 z,y,z 的 值 ; (2) 满足 az 十 By 十 jz =0 的 所 有 的 x,y,z 的 值 ; (3) 满 
是 az+By 十 Yz= 二 0 和 Az 二 By 十 Cz 二 0 这 两 者 的 x,y,z 的 所 有 的 值 . az 十 by 十 cz 二 0 成 
立 的 条 件 是 什么 ? 

2. 任何 正 有 理 数 都 可 以 用 唯一 一 种 方式 表示 成 








PE 
了 1.2.3...k’ 
其 中 a1,a2,… ,ak 是 整数 , 且 
0<al, 0<a2<2, 0<as<3, ::.., 0<ax<k. 





3. 任何 正 有 理 数 都 可 以 用 唯一 一 种 方式 表示 成 简单 连 分 数 


1 1 1 
az 二 a3 十 … 十 an 








Ql 十 
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其 中 qi,az,… ,ax 是 整数 , 且 
Ql 寡 0, a2>0, 1……,， an-1>0, an>1. 


[有 关连 分 数 的 理论 可 以 在 代数 教科 书 或 者 Hardy 与 Wright 合 著 的 An introduction to the 
theory of numbers 一 书 第 10 章 中 找到 . ] 

4. 求 973 一 6z? 十 15x 一 10==0 的 有 理 根 (如 果 存 在 的 话 ). 

5. 一 条 线段 4B 在 点 C 作 黄 金 分 割 (《 几何 原本 》 第 开卷 第 11 节 ), 也 即 有 4AB.AC = 
BC?. 证 明 比 值 AC/AB 是 无 理 数 . 

[一 个 直接 的 几何 证 明 可 以 在 Bromwich 的 Infinite series 一 书 第 2 版 第 136 节 第 400 页 
中 找到 . ] 

aA+b 


6. 4 是 无 理 数 . 在 何 种 条 件 下 人 是 有 理 数 , 其 中 a,b, c,d 是 有 理 数 ? 


7. 某 些 初等 不 等 式 . 接 下 来 我 们 用 ai, az,… 表示 正 数 (包括 零 ), 用 p,q,… 表示 正 整 数 . 
由 于 af 一 a3 和 of 一 a8 符号 相同 , 故而 (of 一 a8)(af 一 a3) > 0, 也 即 有 























af8+ 9 十 a8+9 > afag 十 agag， (1) 
这 个 不 等 式 可 以 表述 成 
a3?+9 十 a8+9 a? 十 0 ad 十 a3 2 
本 > 5 (2) 
重复 应 用 这 个 公式 , 我 们 得 到 
GOA Ee te . a? +a2 a? 十 og aT 十 Q2 
2 2 2 2 2 0 


特别 地 , 有 二 
| (9 
在 (1) 中 当 = g = 1 时 , 或 者 在 (4) 中 当 p = 2 时 , 所 得 到 的 不 等 式 只 不 过 是 不 等 式 
03 + 03 > 24a102 的 不 同形 式 , 这 个 不 等 式 表明 :两 个 正 数 的 算术 平均 不 小 于 它们 的 几何 平均 . 

8， 对 n 个 数 的 推广 . 如 果 我 们 对 于 n 个 数 a1,a2,… ,an 写 出 n(n 一 1 个 形 如 (1) 的 
不 等 式 , 并 将 所 得 结果 相 加 , 我 们 就 得 到 不 等 式 


nD az 1 > 》 az a (5) 








和 本 1 1 
oo > (Fe (37). (6) 
于 是 , 我 们 可 以 从 中 导出 (3) 的 一 个 显然 的 推广 , 读者 自己 可 以 对 此 予以 总 结 , 特别 地 可 以 得 到 
不 等 式 
2D > (1 ， (7) 
n n 
9. 关于 算术 平均 和 几何 平均 定理 的 一 般 形式 . 一 个 稍 有 不 同 的 不 等 式 断言 : a1, a2,:… ,an 
的 算术 平均 不 小 于 它们 的 几何 平均 . 假设 a 和 a。 是 诸 数 a; 中 最 大 和 最 小 的 数 (如 果 其 中 有 
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若干 个 最 大 的 或 者 有 若干 个 最 小 的 数 , 我 们 可 以 随意 任 取 其 中 之 一 ), 设 G 是 它们 的 几何 平均 . 
我 们 可 以 假设 G > 0, 这 是 因为 当 G = 0 时 结论 的 正确 性 是 显然 的 . 现在 如 果 我 们 用 


/ / 
ar =G, Qs=aras/G 


来 代 检 oa 和 as, 则 几何 平均 的 数值 不 发 生 改 变 ; 然而 由 于 





oas—a -a= (a — G(s —G)/G<d, 


从 而 我 们 可 以 肯定 诸 数 的 算术 平均 没有 增加 . 

显然 , 我 们 可 以 重复 这 个 推理 方法 , 直到 用 G 代替 了 a1, a2,… ,an 中 的 每 一 个 数 为 止 , 这 
至 多 只 需 重复 n 次 . 由 于 算术 平均 的 最 终 值 是 G, 所 以 算术 平均 的 起 始 值 不 可 能 比 G 小 . 

10. Cauchy 不 等 式 . 假设 a1, a2,:… ,an 和 b1,b2,:…… ,bn 是 两 组 正 数 或 者 负数 . 容易 验 


证 恒等式 
(二 arb) = DBD 一 > (arbs 一 asbr)”, 
其 中 > 和 s 取 值 1,2,:… ,n. 由 此 推出 
(Vet) < De 
11， 如果 ai,a2,… ,an 都 是 正 数 , 则 有 
> ar>， 二 > n2. 
12. 如 果 a,b,c 是 正 数 , 且 a 十 b 十 c= 二 1, 那么 


人 (: 1) >&. (Math. Trip. 1932) 
a b & 


13. 如果 a 和 5b 是正 数 , 且 a 十 b= 1, 那么 





1\? 1\?. 25 
(e+ 1 十 (e+ ;) > Se (Math. Trip. 1926) 


14， 如 果 a1,az,… ,an 都 是 正 数 , 且 s% = al + a2 十 … 十 an, 那么 
2 n 


(+m)(L+oa) (Iton) <1+en+ 各 十 … 十 光 . (Math. Trip. 1909) 


15， 如果 ait a2,… ,an 和 b1,52,… ,bn 是 两 组 正 数 , 按照 从 大 到 小 的 次 序 排列 , 那么 
(Qi 十 Qa2 十 … 十 Qn)(b1 十 bz 十 … 十 bn) < n(aibi 十 a20b2 十 … 十 anbn). 


16. 如 果 a,5,c,… ,hk 和 A, B,C,… ,KK 是 两 组 数 , 且 第 一 组 全 是 正 数 , 那么 
aA+bB+:…+kK 
十 b 十 :十 大 
位 于 4, B,… ,KK 的 代数 最 小 值 和 代数 最 大 值 之 间 . 
[第 7~16 题 多 数 是 在 Hardy、Littlewood 和 P6lya 合 著 的 Inequalities (Cambridge， 
1934)” 一 书 中 系统 讨论 过 的 熟知 的 一 般 性 定理 的 很 特殊 情形 ， 也 见 本 书 第 4 章 第 74 节 以 
及 附录 1. ] 
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17， 如 果 V5 和 Va 是 不 相似 的 根 式 , 且 a +5V5 十 cV9 十 dV54 = 0, 其 中 a,b,c,d 是 有 
理 数 , 那么 a = 0, b= 0,c=0,d=0. 

[将 V5 表示 成 M + NVg 的 形式 , 其 中 M 和 N 是 有 理 数 , 再 应 用 第 14 节 中 的 定理 . ] 

18. 证 明 , 如 果 aV2 十 bV3 十 cvV5 = 0, 其 中 a, b,c 是 有 理 数 , 那么 a = 0,5= 0, c= 0. 

19. 任何 关于 Vp 和 Vg 的 有 理 系数 的 多 项 式 ( 即 有 限 多 个 形 如 A(yP)”(Va)” 的 项 的 和 ， 
其 中 m 和 n 是 整数 , 4 是 有 理 数 . ) 都 能 表示 成 




















a+bVP+cevVat+ dvVpg 
的 形式 , 其 中 a,b, c,d 是 有 理 数 . 


yw QH+OVPD+eVg Ze phy 沁 Eb 
20. 将 dt ev + fa (其 中 a,b 等 均 为 有 理 数 ) 表示 成 


A+BVyp+CVa+ DVpPg 


的 形式 , 其 中 4, B,C,D 均 为 有 理 数 . 








[显然 
a+bv5+cv (+bv5+Tcvg +Tev 一 人 可 athBVP+YVIt VPG 
qd 二 evDTJv5 (d+evp) — f?q = 十 CV 万 








其 中 a, 6 等 均 为 有 理 数 , 它们 很 容易 求 出 来 . 现在 通过 对 分 子 和 分 母 同 时 乘 以 =- 6v 就 能 很 
容易 地 完成 这 个 化 简 . 例如 , 证 明 





1 1 1 1 
= 二 十 >V2 一 二 V6. 
1I+TV2+VvV3 2 4 4 | 


21. 如 果 au b x,y 是 满足 
Ca Ds 
的 有 理 数 , 那么 , 要 么 (i) x = a, y= 0b, 要 么 (让) 1 一 ab 和 1 一 xy 都 是 有 理 数 的 平方 . 
(Math. Trip. 1903) 


22.， 如 果 由 
azZ2 十 2hzy 十 by? 二 1， az2 十 2h'xy 十 b'y? | 


给 出 的 > 和 vy 的 所 有 的 值 (a, h,b,a',h',b 是 有 理 数 ) 都 是 有 理 数 , 那么 


(hh (aa)b0—b), (ab —ab)?+4(ah’ -ah(bh’ — bh) 











都 是 有 理 数 的 平方 . (Math. Trip. 1899) 
23. 证 明 V2 和 V3 都 是 V2+V3 的 带 有 有 理 系 数 的 三 次 函数 , 且 V2 一 V6 二 3 是 V2+V3 
的 两 个 线性 函数 的 比值 . (Math. Trip. 1905) 


24. 证 明 : 当 2m2 > a > mn2 时 





oT 
等 于 2m, 而 当 a > 2m? 时 它 等 于 2Va 一 m2. 
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25. 证 明 : 任何 关于 V2 的 有 理 系数 多 项 式 都 可 以 表示 成 
a 二 bV2 二 cYV4 





的 形式 , 其 中 w b,c 是 有 理 数 . 
更 一 般 地 , 如 果 p 是 一 个 有 理 数 , 则 任何 关于 wyp 的 有 理 系数 多 项 式 都 可 以 表示 成 


ao 十 ala 十 aaa2 + am_ia™! 
的 形式 , 其 中 ao, a1,… 是 有 理 数 , 且 a = wp. 因为 任何 这 样 的 多 项 式 都 有 
bo+ biat+ bo + bro” 
的 形式 , 其 中 诸 b; 均 为 有 理 数 . 如 果 有 < m 一 1, 这 就 已 经 是 所 要 求 的 形状 了 . 如 果 k 有 >m 一 1， 
设 or 是 a 的 任何 一 个 高 于 m 一 1 次 的 短 .， 那么 就 有 7 = Xm 十 s, 其 中 入 是 一 个 整数 , 而 
0 过 sm 一 1 从 而 a” = axm+s = Das.， 因而 , 我 们 可 以 消除 掉 a 的 所 有 高 于 mm 一 1 次 的 
寡 . 
26. 将 (82 -15 和 (2 一 1)/(33+1) 表示 成 


a 十 bV2 十 cV4 


的 形式 , 其 中 a,b,c 是 有 理 数 . [在 第 二 个 表达 式 中 , 用 WY4 一 WY2 十 1 乘 以 分 子 和 分 母 . ] 
27. 如果 
a+bY2+ceY4=0, 
其 中 a,b,c 是 有 理 数 , 那么 a = 0,b= 0,c= 0. 
[ 令 y= V2, 则 咏 =2, 且 有 
cy +by+a=0. 
于 是 2cy? 十 20y 十 ay2 = 0, 这 也 就 是 
ay” + 2cy+2b=0. 


用 a 和 < 乘 这 两 个 二 次 方程 并 相 减 , 我 们 得 到 (ab 一 2c*)y 十 a? 一 2bc = 0, 也 即 y = 一 (a? 一 
2bc)/(o 一 2c2?), 这 是 一 个 有 理 数 , 但 这 是 不 可 能 的 . 仅 有 的 选择 只 能 是 ab 一 2c? = 0, a? 一 2bc = 
0. 





因此 有 ab = 2c2，ad = 402c2， 如 果 a 和 5 都 不 是 零 , 我 们 可 以 用 第 一 式 来 除 第 二 式 , 得 出 
a3 = 2 四 , 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 V3 不 可 能 与 有 理 数 a/b 相等 . 从 而 有 ab = 0, c = 0, 由 此 从 
原来 的 方程 推出 a,b 和 c 都 是 零 . 

作为 一 个 推论 , 如 果 a 十 D5 十 c8W4 一 de33 十 f34, 那么 就 有 a 二 d,b==e,c=f. 

更 一 般 地 可 以 证 明 , 如 果 


1/m (On 一 Im 一 0 


Q0 十 Q1D 十 … :十 am -17D 


这 里 p 不 是 一 个 完全 m 次 寡 , 那么 就 有 ao = al = …: = am -1 = 0, 但 它 的 证 明 并 不 简单 . ] 


28. 如 果 4 十 WB = C+zYD, 那么 , 要 么 有 A= 二 0, B= D, 要 么 B 和 DD 都 是 有 理 数 的 
立方 . 
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29. 如 果 VA 十 VB 十 YC = 0, 那么 , 要 么 4, B,C 中 有 一 个 数 为 零 , 其 余 两 数 大 小 相等 
且 有 相反 的 符号 , 要 么 VA, VB, VC 都 是 同一 个 根 式 VX 的 有 理 倍 数 . 


30. 求 有 理 数 a, 6, 使 有 
V7+5V2=a+pBVv2. 
31， 如 果 (a 一 太 )b > 0, 那么 


ot 过 f+ te VE 
| 


是 有 理 数 . [三 次 根 式 中 的 每 一 个 数 都 有 

















的 形式 , 其 中 a 和 6 是 有 理 数 . ] 
32. 证 明 











4J3+2Y5 V5+1 
3—2Y5 VY5—1 
33， 如 果 a = wp, 那么 关于 a 的 任何 多 项 式 都 是 一 个 具有 有 理 系 数 的 n 次 方程 的 根 . 
[我 们 可 以 将 该 多 项 式 (比方 说 是 z) 表示 成 





z= 4mat..+ria® d 


的 形式 , 如 在 第 25 题 中 那样 , 其 中 的 ,mi,…. 是 有 理 数 . 
类 似 地 , 有 


z= +maat +raa")), 


z= 二 maadt ra 1). 


Lizs+ La + + Lr” = A, 


li m1 四 T1 
[2 m2 se T2 

) 
[3 br rs 1 


且 了 1 了 2 是 U1, 712 的 代数 余子 式 . ] 
34， 将 这 个 程序 用 到 xz = p 二 Va 上 , 并 导出 第 14 节 中 的 定理 . 
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35. 证 明 y = a 十 bp23 + cp2/3 满足 方程 








妇 一 3ay2 十 3y(a? bcD) a — bp— cep? 十 3abcp = 0. 


36， 代数 数 . 我 们 已 经 看 到 , 某 些 无 理 数 (例如 V2) 是 形 如 


了 


的 方程 的 根 , 其 中 ao, aa, … ,an 是 整数 . 这 样 的 无 理 数 称 为 代数 数 (algebraic number), 所 有 
其 他 的 无 理 数 (例如 第 15 节 中 的 zn) 称 为 超越 数 (transcendental number). 

37. 如 果 z 和 是 代数 数 , 那么 十 y,z 一 y 和 zy 以 及 x/vy(y 闫 0) 都 是 代数 数 . 

[这 里 需要 一 点 代数 知识 . 我 们 必须 用 到 下 面 的 定理 : 方程 

tL) XT 一 DZm 十 pazm2 一 … 土 pm 一 0 
的 根 的 初等 对 称 函数 》 zr, 》 zrzs…: 是 p1,p2,…, 且 关 于 zi, xz2,:… 的 任何 整 系数 对 称 多 
项 式 ( 见 第 23 节 和 第 31 节 ), 也 是 关于 pi,p2,… 的 整 系数 多 项 式 . 

我 们 可 以 把 > 和 y 所 满足 的 方程 记 为 (1) 以 及 


村 二 和 一、 


QozZ ”十 az 











(2) yqy" +gy … 土 qn =0， 
其 中 pi,p2,… 和 qq 是 有 理 数 . 我 们 假设 (1) 和 (2) 的 根 是 zi,z2,… 和 yi,y2,……， 


而 z 和 Y 则 是 z1 和 Wi, 并 构造 乘积 


P(2)= 11 (2 %), 


st ha 
此 乘积 经 过 h 和 上 的 mm 对 数值 . 这 样 P(z) 就 是 关于 z 的 mm 次 多 项 式 , 而 它 的 系数 则 是 关 
于 诸 zn 以 及 诸 yx 的 整 系数 对 称 多 项 式 . 由 此 推出 , P(z) 的 系数 是 关于 pi1,p2,:… ,q1, 92,*… 
的 整 系数 多 项 式 . 而 P(z) = 0 是 一 个 有 有 理 系 数 的 mm 次 方程 , 它 的 一 个 根 就 是 z 十 y. 
Zz 一 y 和 zy 的 证 明 与 此 类 似 . 如 果 y 去 0 且 此 时 我 们 可 以 假设 ov, 取 0, 则 z= 1/y 满足 


1 _2 
Zz Criz” 十 ra 和 “一 … 土 和 三 0， 


其 中 mi = qn_1/qn; ra = qn-2/qn,"…. 从 而 z 是 代数 数 , 于 是 z/y = zz 是 代数 数 . 


特别 地 , 如 果 k 是 有 理 数 , 则 z 十 k 和 kz 都 是 代数 数 . ] 
38. 如果 








mm m—1 m—2 
rT ax 十 Q22 十 … :十 am = 二 0， 


其 中 aa,a2，… ,am 是 代数 数 , 那么 x 也 是 代数 数 . 
[这 个 结论 可 以 类 似 地 加 以 证 明 . 每 个 av 满足 一 个 有 理 系数 的 方程 





n nr—1 
or — praia 1 + 二 prn, =0. 


我 们 假设 这 个 方程 的 根 是 Qr,1, Qr;2 ,OQr,nr (ar 就 是 Qr,1)， 并 构造 乘 职 
P(z)= |] (¢™ +aasz7 +aaszm ?+ om,sm), 


其 中 乘积 经 过 下 标 s1, 2,… ,sm 的 N = nin2.…nm 个 组 合 , 这 样 就 得 到 一 个 关于 z 的 mN 
次 有 理 系数 多 项 式 , 
特别 地 , 如 果 x 是 代数 数 , m 和 m 是 整数 , 则 z"/" 是 代数 数 . ] 
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72 — 2rV2+ V3=0, 


Xs — 16r° +5871 — 4872+9=0. 
40. 求 








V3+ V2 3 3 
1+VE+ Wi MV3+ V+ YI Va + 


所 满足 的 有 理 系数 方程 . 
41. 如 果 z3 = zz 十 1 那么 za = anzx 十 bn 十 cnx-!, 其 中 





Qm 十 1 = an + bn, Dnt1 = an 十 bn 十 cn， Cm 十 1 = Qn 十 cm. 


42. 如 果 z6+xz5s--2z4-z3+z2+1=0 且 y=z 夺 -zz 一 1 则 y 满足 一 个 有 到 
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LE 系 





数 的 二 次 方程 . (Math. Trip. 1903) 


[可 以 求 得 y? 十 y 十 1 二 0.] 


20. 函数 的 概念 


假设 zx 和 vy 是 两 个 连续 的 实 变量 , 在 几何 上 我 们 假设 它们 可 以 用 从 固定 点 Ao 
和 Bo 出 发 沿 着 直线 4 和 M 所 度量 的 距离 4oP = x 和 BuQ = vy 来 表示 . 让 我 
们 假设 点 P 和 Q 的 位 置 不 是 相互 独立 的 , 而 是 通过 我 们 可 以 想象 到 的 zx 和 之 
间 的 某 种 关系 联系 在 一 起 的 . 于 是 , 当 已 和 z 已 知 时 , Q 和 ?9 也 就 已 知 了 . 例如 ， 
我 们 可 以 假设 y = zx, y = 2z,y = 37, 或 y= 7 十 1. 在 所 有 这 些 情形 , x 的 值 就 
决定 了 y 的 值 . 或 者 我 们 也 可 以 假设 x 和 y 之 间 的 关系 已 经 给 定 , 但 这 种 关系 不 
是 用 x 的 显 式 公式 来 表示 y 的 , 而 是 用 一 种 几何 构造 给 出 的 , 这 种 几何 构造 使 我 
们 能 够 在 P 已 知 时 确定 Q. 

在 这 些 情 形 下 , y 说 成 是 x 的 函数 . 在 整个 高 等 数学 的 范畴 内 , 一 个 变量 对 另 
一 个 变量 的 函数 依赖 性 似乎 是 最 重要 的 一 个 概念 . 为 了 使 读者 能 够 更 清楚 地 理解 
这 个 概念 , 我 们 将 在 本 章 用 大 量 的 例子 来 加 以 说 明 . 

但 在 此 之 前 , 我 们 必须 指出 : 上 面 提 及 的 函数 的 简单 例子 具有 三 个 特征 , 这 三 
个 特征 必定 是 包含 在 函数 的 一 般 性 思想 之 中 的 : 

(1) 对 z 的 一 切 可 能 的 值 , y 都 是 确定 的 ; 

(2) 对 z 的 每 个 值 , 有 且 只 有 唯一 一 个 y 的 值 与 之 对 应 ; 

(3) x 和 vy 之 间 的 关系 是 用 一 个 解析 表达 式 给 出 的 , 根据 这 个 解析 公式 , 对 给 
定 的 xz 值 , 可 以 通过 直接 代入 z 的 值 计算 出 对 应 的 y 值 . 

的 确 , 这 些 重要 的 特征 为 许多 极其 重要 的 函数 所 具有 . 但 是 思考 了 下 面 的 例 
子 , 就 会 明白 这 些 特征 绝 不 是 函数 的 本 质 . 函数 最 本 质 的 东西 是 : 在 x 和 y 之 间 
存在 的 某 种 关系 , 使 得 对 于 z 的 某 个 值 总 会 有 y 的 值 与 之 对 应 . 

例 又 

(1) 设 y= x,y=2z,y=37x, 或 y= 22 十 1. 关于 这 样 的 情形 , 目前 不 需要 进一步 说 明 . 

(2) 无 论 z 的 值 是 什么 , 令 y = 0. 则 y 是 x 的 函数 , 因为 给 x 以 任何 值 , y 对 应 的 值 ( 即 
为 0) 都 是 已 知 的 . 在 此 情形 下 ,函数 关系 使 得 y 的 同一 值 对 应 于 x 的 所 有 值 . 用 1 或 者 一 3 
或 者 V2 取代 0 作为 y 的 值 , 情形 相同 . 这 样 的 x 的 函数 称 为 常数 . 

(3) 设 六 = z， 那 么 当 z 为 正 数 时 , 这 个 方程 对 于 z 的 每 个 值 定义 了 y 的 两 个 值 , 也 
即 土 Vx. 如 果 z = 0, 则 有 w= 0. 于 是 , 对 z 的 特殊 值 0, 对 应 有 的 一 个 且 仅 有 一 个 值 . 但 
是 如 果 z 是 负数 , 就 没有 vy 的 值 能 满足 该 方程 . 这 就 是 说 , 函数 y 对 于 z 的 负 的 值 没有 定义 . 
于 是 , 这 个 函数 具有 特征 (3), 但 既 不 具有 特征 (1), 也 不 具有 特征 (2). 




















(4) 考虑 常温 下 被 滑动 活塞 封闭 在 圆柱 体 气缸 内 的 具有 一 定 体积 的 气体 .” 
设 4 是 活塞 截面 的 面积 , W 是 它 的 重量 . 被 活塞 处 于 压缩 状态 下 的 气体 对 于 活塞 每 单位 
面积 释放 出 一 定 的 压力 po, 这 个 压力 与 重力 W 相 平衡 , 所 以 
W = Apo. 


设 vo 是 当 系 统 处 于 平衡 状态 时 气体 的 体积 . 如 果 有 附加 的 重力 作用 在 活塞 上 , 则 活塞 就 会 
受 力 向 下 运动 . 气体 的 体积 (v) 就 会 减少 ; 作用 在 活塞 单位 面积 上 的 压力 (p) 就 会 增 大 . Boyle 
的 实验 定律 断言 : p 和 w 的 乘积 非常 接近 于 一 个 常数 , 确切 地 说 , 这 个 对 应 关系 可 以 用 一 个 形 如 


Du 一 (i) 


的 方程 来 表示 , 其 中 a 是 一 个 可 以 用 实验 近似 地 加 以 确定 的 数 . 

然而 , Boyle 定律 仅仅 是 在 气体 不 被 过 度 压缩 的 情况 下 给 出 了 一 个 合理 的 近似 . 当 wv 的 减 
小 和 p 的 增 大 超过 某 个 界限 后 , 它们 之 间 的 关系 再 用 方程 (i) 来 表示 就 会 超出 我 们 所 能 接受 的 
近似 程度 了 . 已 经 知道 , 它们 之 间 真 实 关系 的 一 个 好 得 多 的 近似 可 以 由 熟知 的 van der Waals 
定律 给 出 , 这 个 定律 可 以 表述 成 方程 


(e+ 号 ) -及 =Y Gi) 


其 中 a, 6,7 都 是 可 以 通过 实验 来 近似 地 加 以 确定 的 数 . 

当然 , 这 两 个 方程 即便 放 在 一 起 , 也 没有 对 p 和 v 之 间 的 关系 给 出 近似 完整 的 说 明 . 上 毫 无 
疑问 , 这 个 关系 实际 上 要 复杂 得 多 . 当 v 变化 时 , 这 个 关系 的 形式 也 在 变化 , 它 从 近似 等 同 于 
(i) 的 形式 变化 到 近似 等 同 于 (ii) 的 形式 . 不 过 , 从 数学 的 观点 来 看 , 没有 任何 东西 可 以 阻挡 我 
们 处 理 一 种 理想 的 状态 . 在 这 种 理想 状态 下 , 对 于 v 的 不 小 于 某 一 定 值 V 的 所 有 值 , (i) 将 是 
精确 成 立 的 , 而 (i 则 是 对 于 wv 的 所 有 小 于 V 的 值 精确 成 立 的 . 这 样 我 们 就 可 以 把 这 两 个 方 
程 合 在 一 起 , 将 p 定义 为 v 的 一 个 函数 . 这 就 是 一 个 对 v 的 某 些 值 用 一 个 公式 来 定义 , 而 对 v 
的 另 一 些 值 用 另 一 个 公式 来 定义 的 函数 的 例子 . 

此 函数 具有 特征 (2): 对 于 v 的 任何 值 仅 有 的 一 个 值 与 之 对 应 , 但 它 不 具有 特征 (1). 
为 对 于 v 的 负 的 值 , p 作为 v 的 函数 没有 给 出 定义 .“ 负 的 体积 ”没有 意义 , 因而 v 的 负 的 值 是 
不 可 取 的 . 

(5) 假设 一 个 具有 理想 弹性 的 球 从 3g7? 的 高 度 (不 带 旋转 地 ) 落 到 一 个 固定 的 水 平面 上 ， 
并 连续 反弹 . 

初等 动力 学 中 常用 的 公式 (读者 可 能 熟悉 这 些 公式 ) 指出 : 如 果 0 < t< 7, 则 有 hh= 二 好; 
如 果 7<t< 37, 则 有 = #g (27 一 如 >. 一 般 来 说 , 如 果 (2n 一 1)7 <t< (2n 十 1)7, 则 有 




















h= 3 (2n7 一 2 


其 中 , h 是 于 时 刻 t 在 起 始 位 置 下 方 的 球 离开 其 起 始 位 置 的 高 度 . 这 里 h 也 是 t 的 函数 , 它 只 
对 正 的 t 值 有 定义 . 

(6) 假设 y 定义 为 x 的 最 大 素 因 子 (largest prime factor). 这 是 一 个 仅仅 对 x 的 一 类 特殊 
值 ( 即 整 数值 ) 有 定义 的 函数 的 例子 .“ 号 或 者 V2 或 者 zt 的 最 大 素 因 子 ” 毫 无 意义 , 所 以 我 们 
所 定义 的 关系 对 于 这 样 的 x 的 值 未 能 像 对 整数 值 那 样 给 出 定义 . 故而 这 个 函数 不 具有 特征 (1). 
它 具 有 特征 (2), 但 不 具有 特征 (3), 因为 没有 简单 的 公式 可 以 用 x 来 表示 y. 





@ 我 从 HH. S. Carslaw 教授 的 Introduction to the calculus 一 书 中 借用 了 这 个 富有 教 益 的 例子 . 
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(7) 设 y 定义 为 当 z 表示 成 既 约 分 数 时 z 的 分 母 . 这 是 一 个 当 且 仅 当 z 是 有 理 数 时 有 定 
义 的 函数 的 例子 . 例如 当 xz = 一 11/7 时 有 y= 7; 但 对 z = V2, y 没有 定义 . 


21. 函数 的 图 形 表 示 


假设 变量 y 是 变量 z 的 一 个 函数 . 鉴于 在 x 和 % 之 间 存 在 函数 关系 , 所 以 一 
般 就 也 会 把 x 看 成 是 y 的 一 个 函数 , 但 这 是 一 个 未 解决 的 问题 . 不 过 目前 我 们 只 
用 第 一 种 观点 来 看 待 这 个 关系 . 我 们 将 把 x 称 为 独立 变量 (independent variable)， 
而 把 y 称 为 因 变量 (dependent variable), 且 当 没有 指定 特殊 形式 的 函数 关系 时 ， 
我 们 总 是 用 

y = f(7) 
(或 者 根据 情况 用 所 (zx), 9(z), (xz),… ) 来 表示 它 . 

在 相当 多 的 情形 中 , 特定 的 函数 的 特征 可 以 用 图 6 
加 以 描述 , 从 而 使 它 易 于 理解 . 画 出 两 条 相交 成 直角 的 直 
线 OX, OY, 并 让 它们 分 别 在 两 个 方向 无 限 延 伸 ， 我们 
可 以 分 别 用 O 与 z, y 沿 直线 OX, OY 的 距离 来 表示 zx 
和 y% 的 值 ， 当 然 要 注意 符号 , 距离 度量 的 正方 向 由 图 6 
中 的 箭头 标 出 . 

设 a 是 z 的 任何 一 个 使 得 y 有 定义 的 值 , 且 (假设 ) 图 6 
当 x = a 时 wy 有 单独 一 个 值 b. 取 Oh =a,0B =5b, 并 作 
出 矩形 OAPB. 设想 点 PP 标注 在 图 中 , 其 刻度 可 以 视 为 指出 了 当 z =a 时 y 的 
值 是 b. 

如 果 对 于 x 的 值 a 有 的 若干 个 值 (比方 说 b, 50, 2) 与 之 对 应 , 我 们 就 用 若 
干 个 点 P,P', P”,.…. 来 代替 单个 的 点 P. 

我 们 称 P 是 点 (a, 5b); 称 a 和 5 是 PP 关 于 轴 OX, OY 的 坐标 ; 称 a 是 
PP 的 横 坐 标 (abscissa), 称 5 是 P 的 纵 坐 标 (ordinate); 称 OX, OY 是 x 轴 
和 轴 , 或 者 合 起 来 称 其 为 坐标 轴 (axes of coordinates); 称 O 是 坐标 原点 (origin 
of coordinates), 或 者 简称 为 原点 . 

现在 , 我 们 假设 对 使 得 y 有 定义 的 所 有 z 的 值 a, y 的 值 5 (或 者 值 b, 0 
0,… ) 以 及 对 应 的 点 尸 (或 者 点 PP', P”,…) 都 已 经 被 确定 了 . 我 们 把 所 有 这 
些 点 的 集合 称 为 函数 y 的 图 . 

举 一 个 非常 简单 的 例子 , 假设 y 是 由 方程 

47z 二 By+C=0 (1) 


所 定义 的 z 的 函数 , 其 中 4, B,C 是 任意 固定 的 数 .” 那 么 y 就 是 第 20 节 中 具有 


Q 如 果 B = 0, y 并 不 在 方程 中 出 现 . 此 时 我 们 必须 把 y 看 成 是 仅仅 对 z 的 一 个 值 (也 即 x = 一 C/A) 有 定义 
的 函数 , 而 此 时 y 则 可 以 取 所 有 的 值 . 
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所 有 特征 (1), (2), (3) 的 一 个 函数 .容易 证 明 : y 的 图 是 一 条 直线 . 读者 极 有 可 
能 熟悉 在 解析 几何 教材 中 关于 此 命题 所 给 出 的 各 种 证 明 中 的 某 个 证 明 . 我 们 也 说 : 
点 (Z,y) 的 轨迹 是 一 条 直线 , (1) 是 轨迹 的 方程 , 或 者 说 此 方程 表示 这 个 轨迹 . 
方程 Az + By+C = 0 是 关于 xz 和 vy 这 两 个 变量 的 最 一 般 的 一 次 方程 . 从 而 
一 般 的 一 次 方程 代表 一 条 直线 . 证 明 相反 的 命题 “任何 直线 的 方程 都 是 一 次 方程 ” 
同样 是 很 容易 的 . 
我 们 可 以 再 提 及 几 个 由 方程 所 定义 的 有 趣 的 几何 轨迹 的 例子 . 一 个 形 如 


(一 oj +(y-B) =p 


或 者 
T+y +2Gr+2Fy+C=0 











Ar’*+2Hzry+ By +2Gr+2Fy+C=0 
(一 般 的 二 次 方程 ) 代表 一 条 圆锥 曲线 (假设 其 系数 满足 某 些 不 等 式 ), 也 即 椭圆、 
抛物 线 或 者 双 曲 线 . 关于 这 些 轨迹 的 更 多 讨论 请 读者 参看 有 关 解 析 几 何 的 书籍 . 
22. 极 坐标 


接 下 来 我 们 用 点 P 的 坐标 长 度 OM = z, MP = y 确定 P 的 位 置 ， 如 果 
OP =7, 且 MOP = 9, 其 中 9 是 介 于 0 和 2 之 间 的 一 个 角度 ( 沿 正 的 方向 度 
量 ), 见 图 7, 则 显然 有 





T=rcos0, Y=7sind, 


r= Vv? 二, cos0 :sin0:1::7:Yy:7, 

而 点 PP 的 位 置 同样 可 以 通过 已 知 x 和 0 来 加 以 确定 . 我 们 
把 > 和 9 称 为 PP 的 极 坐 标 (polar coordinates). 应 当 注 意 
的 是 , > 实质 上 是 正 的 .? 

如 果 P 在 轨迹 上 移动 , 则 在 + 和 0 之 间 就 存在 某 种 关 
系 , 比方 说 是 + = f(9) 或 者 9 = (7). 我 们 称 它 是 国 迹 的 极 
坐标 方程 . 极 坐标 方程 也 可 以 通过 上 面 的 公式 从 它 的 (x,y) 
方程 推导 出 来 (反之 亦 然 ). 


N P 


图 7 





Q@ 有 时 极 坐标 也 常 定义 为 使 得 > 可 以 取 正 值 也 可 以 取 负 值 . 在 这 种 情形 下 , 两 对 坐标 , 例如 (1, 0) 和 (一 1, 7t)， 
对 应 同一 个 点 ， 这 两 种 坐标 系 之 间 的 区 别 可 以 用 方程 l/r = 1 一 ecos9 来 描述 , 其 中 1 > 0,e > 1. 根 
据 我 们 的 定义 ，” 必须 是 正 的 , 于 是 有 cos 6 < 1/e: 这 个 方程 仅仅 表示 了 双 曲 线 的 一 支 ， 另 一 支 满足 方程 
一 l/r 二 1 一 ecos9. 利用 允许 ” 取 负 值 的 坐标 系 , 该 方程 就 表示 出 了 整个 的 双 曲 线 . 
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故而 , 直线 的 极 坐标 方程 为 
rcos(0—a)=», 
其 中 p 和 a 是 常数 . 方程 + = 2acos9 表示 经 过 原点 的 一 个 圆 ; 而 圆 的 一 般 方 程 为 
7r2 十 c 一 2rccos(0 一 a) 一 42， 

其 中 4,c 和 a 是 常数 . 
23. 更 多 函数 及 其 图 形 表示 

接 下 来 的 例子 将 会 使 读者 对 于 无 穷 多 种 可 能 类 型 的 函数 有 更 好 的 了 解 . 

A. 多 项 式 . 一 个 关于 z 的 多 项 式 是 一 个 形 如 

aoz™ 7 1 ee 二 

的 函数 , 其 中 ao, a1,… ,am 是 常数 . 最 简单 的 多 项 式 是 需 力 数 y = 7x, 722, 72”,…， 
z™m,….. 根据 m 是 偶数 还 是 奇数 , 函数 zm 的 图 有 两 种 不 同 的 类 型 . 

首先 设 m = 2. 则 (0,0), (1,1), (一 1,1) 三 点 在 这 个 图 上 . 该 图 中 任何 其 他 的 
点 都 可 以 通过 指定 z 的 特定 值 来 得 到 . 例如 由 

t=}, 2, 3, —}, —2,—3, 


就 给 出 


= 于， 4, 9， 了 4, 9. 


如 果 读 者 画 出 图 中 相当 数量 的 点 , 就 会 产生 这 样 的 猜想 : 这 个 函数 的 图 的 形状 有 
些 像 图 8 中 所 绘 出 的 图 形 . 如 果 读 者 通过 已 经 证 明 是 在 此 图 形 上 的 一 些 特殊 点 画 
一 条 曲线 ,然后 通过 给 出 新 的 > 值 并 计算 出 对 应 的 

y 值 来 检验 它 的 精确 性 , 就 会 发 现 这 些 点 正如 合理 期 pl» 
望 的 那样 处 在 很 接近 曲线 的 位 置 上 , 这 里 考虑 了 绘制 1 





图 形 时 不 可 避免 的 误差 . 此 曲线 自然 是 一 条 抛物 线 (1D 
然而 , 有 一 个 基本 的 问题 我 们 现在 还 不 能 给 以 恰 7 
当 的 回答 . 读者 无 疑 对 于 一 条 没有 间断 以 及 跳跃 的 连 
续 的 (continuous) 曲线 所 表达 的 概念 有 某 些 了 解 ; 事 图 8 
实 上 , 图 8 中 大 致 表示 的 就 是 这 样 一 条 曲线 . 问题 是 函数 y = z2 的 图 形 是 否 真是 
这 样 的 一 条 曲线 . 这 不 可 能 通过 仅仅 在 此 曲线 上 作出 任何 数量 的 孤立 的 点 来 加 以 
证 明 , 尽管 我 们 构造 的 点 越 多 , 看 起 来 就 越 是 有 这 种 可 能 
这 个 问题 一 直 要 到 第 5 章 才能 加 以 讨论 . 在 那 一 章 里 我 们 要 详细 研究 在 通常 
意义 下 连续 性 所 蕴含 的 思想 , 还 要 研究 如 何 来 证 明 我 们 现在 所 考虑 的 这 个 函数 以 
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及 在 本 章 后 面 要 研究 的 其 他 函数 的 图 形 是 真正 连续 的 曲线 . 眼下 读者 可 以 只 满足 
于 按照 常规 的 方式 画 出 曲线 来 . 

容易 看 出 : 曲线 y = x? 关于 zx 轴 处 处 是 凸 的 . 设 成 , (图 8) 分 别 为 点 (zo, za) , (zx1, x1). 
那么 弦 PP 上 点 的 坐标 是 z = 和 zo 十 ri,y = Xzi 十 x?, 其 中 入 和 是 和 为 1 的 正 数 . 且 








一 于 一 (十 各 (N+ uri) — (No t+ Hr) = M(x1 — ro) > 0, 

所 以 这 条 弦 完 全 在 曲线 上 方 . 

曲线 y = x4 总 的 来 说 与 y = xz? 类 似 , 但 在 接近 O 处 更 平缓 一 些 , 而 在 超出 
点 4,4' 之 外 则 更 加 陡峭 一 些 (图 9), y = xz” (其 中 m 是 偶数 且 大 于 4) 更 是 如 
此 . 当 m 越 来 越 大 时 , 图 形 中 的 平缓 与 陡峭 之 处 均 变 得 愈加 显著 , 直到 曲线 与 图 9 
中 的 粗 线 无 法 区 分 为 止 . 

接 下 来 读者 应 该 研究 当 mm 为 奇数 时 y = zx” 所 给 出 的 曲线 . 这 两 种 情形 的 基 
本 区 别 在 于 : 当 m 为 偶数 时 有 (一 x)”= x”, 所 以 曲线 关于 OY 为 对 称 ; 而 当 m 
为 奇数 时 有 (一 x)”= 一 zx”, 所 以 当 x 取 负 的 值 时 y = zx” 也 是 负 的 . 图 10 画 出 
了 曲线 yy = zy = 23 以 及 对 于 m 的 更 大 奇数 值 y = z” 的 近似 图 形 . 

现在 容易 看 出 怎样 (无 论 如 何在 理论 上 说 ) 来 作出 任何 一 个 多 项 式 的 图 形 . 首 
先 , 根据 y = zx” 的 图 形 , 用 C 乘 以 这 条 曲线 上 每 个 点 的 坐标 ， 则 可 立即 得 出 
Cxzm 的 图 形 , 这 里 C 是 一 个 常数 ， 如果 我 们 已 经 知道 了 f(x) 和 F(x) 的 图 形 ， 
那么 就 可 以 取 原 来 这 两 条 曲线 上 对 应 点 的 坐标 之 和 作为 每 个 点 的 坐标 , 从 而 得 到 
f(z) 十 P(x) 的 曲线 . 





图 10 





不 过 多 项 式 的 作 图 可 以 用 后 面 要 说 明 的 更 先进 的 方法 来 改进 ， 此 处 我 们 不 再 
讨论 了 . 

例 XI 

(1) 画 出 曲线 y = 7z4y = 3z5y = x10 的 图 形 . 

[读者 要 仔细 画 出 这 些 曲 线 的 图 形 , 所 有 这 三 条 曲线 应 当 画 在 一 张 图 上 .” 这 样 就 会 意识 到 ， 

















@ 为 了 防止 图 形 的 大 小 变 得 不 合适 , 沿 着 y 轴 取 一 个 比 沿 着 x 轴 更 加 小 的 度量 单位 要 更 加 方便 . 
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当 x 变 得 越 来 越 大 时 , z 的 高 次 寡 将 会 怎样 快 地 增 大 . 同时 也 能 看 到 , 当 x 相当 大 时 , 在 像 
ZI 十 3z5 十 7Z4 


(或 者 z10 + 30z5 十 700z4) 这 样 的 多 项 式 中 , 起 决定 性 作用 的 是 它 的 第 一 项 . 例如 , 在 z=4 时 
甚至 就 有 zl0 > 1000000, 然而 30z5 < 35000, 且 700z4 < 180000; 而 当 xz = 10 时 , 第 一 项 
的 优势 就 更 加 明显 了 . ] 
(2) 当 xz = 1, 10, 100 等 时 , 比较 
zl12，1000000z5，1000000000000z 


的 相对 大 小 . 

[读者 应 该 多 看 几 个 这 种 类 型 的 例子 ，z 的 不 同 函 数 之 间 的 相对 增长 率 (relative rate of 
growth) 是 我 们 在 以 下 诸 章 中 常常 要 考虑 的 . ] 

(3) 画 出 az? + 25z 十 c 的 图 形 . 

[这 里 








如 果 我 们 取 与 旧 坐 标 轴 平 行 且 经 过 点 z = -bay = (ac 一 刀 ) /a 的 新 坐标 轴 , 则 它 的 新 方程 
是 y = az”. 该 曲线 是 抛物 线 . ] 
(4) 画 出 曲线 y = x 一 3z 十 1,y 二 x (z 一 1),y 二 x(z 一 1)? 的 图 形 . 


24. ”B. 有 理 函 数 


在 简单 性 和 重要 性 仅 次 于 多 项 式 的 函数 类 是 有 理 函 数 类 .有 理 函 数 是 一 个 多 
项 式 被 另 一 个 多 项 式 除 所 得 的 商 . 例如 , 设 P(z), Q(z) 是 多 项 式 , 则 我 们 可 以 用 








来 表示 一 般 的 有 理 函 数 . 

在 Q(z) 是 常数 这 一 特殊 情形 , R(x) 变 成 了 一 个 多 项 式 . 从 而 有 理 函 数 类 包 
含 多 项 式 函 数 类 作为 其 子 类 . 关于 此 定义 有 下 面 几 点 值得 注意 . 

(1) 通常 我 们 假设 P(x) 和 Q(x) 没有 公 因 子 x 十 a 或 者 x? 十 azx? 1 十 bx? 
十 … 十 k, 所 有 这 样 的 因子 都 已 经 用 除法 约 去 了 . 

(2) 然而 应 该 注意 到 : 约 掉 公 因子 通常 的 确 改 变 了 郴 数 . 例如 , 考虑 函数 z/z， 
它 是 一 个 有 理 函 数 .而 约 掉 公 因子 z 之 后 , 我 们 得 到 1/1=1. 但 是 原来 的 函数 并 
不 永远 等 于 1: 它 仅 当 x 关 0 时 等 于 1. 如果 x = 0, 它 取 形 式 0/0, 而 这 是 没有 意 
义 的 . 从 而 函数 z/z 当 x 关 0 时 等 于 1, 当 z = 0 时 没有 定义 ,于 是 它 有 别 于 函 
数 1 函数 1 永远 取 值 为 1. 

(3) 像 
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这 样 的 函数 可 以 用 一 般 代数 法 则 化 简 成 
zx? (x — 2) 
(zo1) (z+1) 

这 是 一 个 标准 形式 的 有 理 孔 数 . 但 是 这 里 必须 再 次 注意 : 化 简 并 不 永远 是 合理 的 . 
为 了 对 给 定 的 xz 值 计算 函数 的 值 , 我 们 必须 将 z 的 值 按 照 函 数 的 给 定形 式 代 入 其 
中 . 在 此 情形 下 , 公式 对 于 x = 一 1, 1,0,2 没有 意义 , 所 以 函数 对 于 这 些 值 也 就 没 
有 定义 . 当 我 们 考虑 值 -1 和 1 时 , 同样 的 结论 对 于 它 的 化 简 分 式 也 为 真 ; 但 是 当 
2 一 0 以 及 z=2 时 , 它 的 化 简 分 式 取 值 0. 从 而 这 两 个 函数 ?是 不 同 的 函数 . 

(4) 如 同 在 (3) 中 考虑 过 的 特殊 例子 , 即便 当 所 给 的 函数 已 经 被 化 简 成 标准 形 
式 的 有 理 函 数 了 , 一 般 来 说 也 会 有 某 些 x 的 值 使 得 函数 没有 定义 . 使 得 分 母 取 值 
为 零 的 z 的 值 (如 果 存 在 的 话 ) 就 使 得 隐 数 没有 定义 . 

(5) 在 处 理 (2) 和 (3) 中 那样 的 表达 式 时 , 一 般 来 说 我 们 同意 忽视 x 的 那些 例 
外 的 值 (对 于 这 样 的 xz 值 , 我 们 所 用 到 的 化 简 过 程 是 不 合理 的 ), 并 将 函数 化 简 成 
标准 形式 的 有 理 函 数 . 读者 容易 验证 (根据 这 种 理解 ), 两 个 有 理 函 数 的 和 、 积 或 者 
商都 可 以 化 简 成 标准 形式 的 有 理 函 数 ， 一 般 来 说 , 一 个 有 理 函 数 的 有 理 函 数 还 是 
一 个 有 理 函 数 . 也 就 是 说 , 如 果 在 z = P(y)/Q(y) 中 (其 中 P 和 Q 都 是 多 项 式 ) 
用 y= 吕 (x)/Q1i(x) 代入 , 经 化 简 我 们 就 得 到 一 个 形 如 z = 已 (zx)/Q2(7z) 的 等 式 . 

(6) 在 有 理 函 数 的 定义 中 不 需要 事先 假设 作为 系数 出 现 的 常数 是 有 理 数 .“ 有 
理 ” 这 个 词 仅仅 针对 函数 中 的 变量 z. 从 而 

Z2 十 工 十 V3 
2V2 一 区 





是 一 个 有 理 函 数 . 

“有 理 ” 这 个 词 的 使 用 如 下 ， 从 x 出发, 通过 对 z 做 有 限 多 次 运算 ， 且 这 些 
运算 只 包含 用 x 或 者 一 个 常数 乘 以 其 自身 ， 将 这 样 得 到 的 项 相 加 ， 用 这 样 的 乘 
法 和 加 法 得 到 的 一 个 函数 被 用 相同 方式 得 到 的 另 一 个 函数 相 除 就 生成 了 有 理 函 数 
P(x)/Q(zx). 就 变量 x 而 言 , 构造 有 理 函 数 的 这 个 过 程 与 从 数 1 出 发 构造 有 理 数 
非常 相似 . 等 式 5 1+1+1+1+1 

3 1+1+1 
给 出 了 说 明 这 一 过 程 的 例子 . 

此 外 , 可 以 从 z 出 发 用 上 面 提 到 的 初等 运算 得 出 的 任何 函数 (在 此 过 程 的 每 

个 阶段 都 使 用 从 x 出 发 用 同样 方法 得 到 的 也 数 ) 都 可 以 化 简 成 标准 类 型 的 有 理 函 


数 . 例如 
. 2z 十 7 2 
zz+I Tiz 一 3VvV5 / (n+) 
BV 


9z++1 











可 以 化 简 成 标准 形式 的 有 理 函 数 . 
@ 指 上 面 所 给 的 同一 个 有 理 函 数 的 原始 形式 以 及 后 面 经 过 化 简 后 得 到 的 形式 
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25. 有 理 函 数 ( 续 ) 


对 有 理 函 数 图 形 的 研究 比 对 多 项 式 图 形 的 研究 更 加 依赖 于 微分 学 的 方法 . 
此 , 我 们 眼下 只 给 出 很 少 的 几 个 例子 . 

例 XII 

(1) 画 出 y= 1/zy = 1/z2y = 1/z3 的 图 形 . 

[图 11 和 图 12 给 出 了 前 两 个 函数 的 图 形 . 应 当 注意 的 是 , 这 两 个 函数 对 于 zx = 0 都 没有 
定义 . ] 











1 1 
亲王 站 
0 pe 2 02 区 


函数 的 图 形 (对 a 和 bb 取 各 种 正 的 和 负 的 值 ). 
(3) 画 出 以 下 函数 的 图 形 : 





_ z+l (天 让 zZ2 十 1 
-1 NIz-l/ (z—1) 7x2—1 
(4) 画 出 y= 1/(z 一 a)(z 一 0),1/(x 一 a)(z 一 0)(z 一 c) 的 图 形 , 其 中 a<b<c. 
(5) 当 mm 变 得 越 来 越 大 时 , 概略 描绘 出 曲线 y = 1/z” 的 一 般 形式 (分 别 考虑 mm 是 奇数 
和 偶数 的 情形 ). 


26. C. 显 式 代数 函数 


下 一 个 重要 的 函数 类 是 显 式 代数 函数 (explicit algebraical function) 类 . 显 式 
代数 函数 是 这 样 的 函数 : 它们 可 以 从 zx 出发, 通过 有 限 次 地 使 用 构造 有 理 函 数 时 
所 用 到 的 那些 运算 , 再 加 上 有 限 多 个 根 式 运 算 而 得 到 . 例如 





Vli+zx— YI—x 2Z2 十 2 十 V3 
和 (2 





就 是 显 式 代数 函数 , z™W" ( 即 VYz™) 亦 然 , 其 中 m 和 mn 是 任何 整数 . 


27. D. 隐 式 代数 函数 ”41 


应 该 注意 的 是 , 在 像 y = Vz 这 样 的 方程 中 含有 一 个 概念 上 的 不 明晰 之 处 . 例 
如 , 到 目前 为 止 我 们 都 是 把 V2 看 成 2 的 正 的 平方 根 , 因而 自然 也 用 Vz (其 中 z 
是 任何 正 数 ) 来 表示 z 的 正 的 平方 根 , 在 此 情形 下 y = Vz 是 z 的 单 值 函 数 . 然 
而 更 为 方便 的 是 把 Vx 看 成 双 值 函数 , 它 的 两 个 值 是 x 的 正 的 和 负 的 平方 根 . 

读者 将 会 注意 到 , 采用 这 本 教程 , 图 数 Vx 基本 上 在 两 个 方面 与 有 理 函 数 不 
同 ， 首先 , 有 理 函 数 总 是 对 z 的 除了 某 些 孤立 值 之 外 的 所 有 值 有 定义 .但 是 Vz 
确实 是 对 某 个 整个 范围 内 的 x 值 (也 即 对 所 有 负 的 值 ) 没有 定义 的 . 其 次 , 这 种 郴 
数 在 当 x 取 使 在 它 有 定义 的 值 时 , 通常 有 符号 相反 的 两 个 值 . 

另 一 方面 , 困 数 zx 是 单 值 的 , 且 对 x 的 所 有 的 值 都 有 定义 . 

例 XIII 

(1) V(x 一 a) (5 一 xz) (其 中 a <5) 仅 对 a< xz<b 有 定义 . 如 果 a <zx<&b, 它 有 两 个 值 ; 
如 果 x = a 或 者 x =。, 它 仅 取 一 个 值 , 也 即 取 值 为 0. 

(2) 类 似 地 考虑 








V(rz—a(z-b)(r-e) (a<b<o), 
Vir a), Yr—-a)(b—7r) (a<Db), 
Vi+z— Vi—zx 
Ve 
(3) 画 出 曲线 y= xz, = z,y 二 23 的 图 . 
(4) 画 出 函数 y = Va? 一 zx?2, y= 二 b4/1 三 的 图 . 
27. DD. 隐 式 代数 函数 


容易 验证 , 如 果 


























yr 
Te 
则 有 
1+yN® (二 zy 
全 12) 
又 如 果 
y= VI+Vr+ VY, 
则 有 


yy — (4y* +4y+1)z=0. 
这 些 方程 中 的 每 一 个 都 可 以 表示 成 
y+ Riy™ + + Rn, = 0, (1) 


其 中 , Ri, R2,… ,Rn 是 x 的 有 理 函 数 . 读者 容易 验证 : 如 果 y 是 上 面 最 后 这 组 
例子 中 的 函数 之 一 , 那么 y 就 满足 一 个 这 种 类 型 的 方程 . 这 自然 提示 我 们 : 同样 
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六 


的 结论 对 于 任何 显 式 代数 函数 也 为 真 . 事实 上 这 也 是 正确 的 , 且 的 确 不 难 证 明 , 而 
且 我 们 能 够 豪 不 拖延 地 在 此 给 出 一 个 正规 的 证 明 . 下 面 的 例子 将 会 使 读者 明白 这 
一 证 明 所 采取 的 路 线 . 设 

FVT+ VI VI YT 


2 十 从 十 也 十 侯 























则 有 





)》 





化 一 你 下 人 一 人 也 


Ui=r, v=r+u ws=1 十 zi 


为 了 得 到 一 个 所 需要 的 形式 的 方程 , 我 们 只 需 在 这 些 方 程 之 间 消 去 ww w 即 可 . 

这 样 一 来 , 就 引出 了 下 面 的 定义 : 如 果 x 是 一 个 关于 yy 的 m 次 方程 的 根 , 且 
此 方程 的 系数 是 x 的 有 理 函 数 , 则 y 是 z 的 一 个 m 次 的 代数 函数 . 与 在 方程 (1) 
中 一 样 , 不 失 一 般 性 , 可 以 假设 其 首 项 系数 为 1. 

这 类 函数 包括 第 26 节 中 提 到 的 所 有 的 显 式 代数 函数 , 但 也 包括 其 他 的 不 能 表 
示 成 显 式 代 数 函 数 的 函数 . 因为 已 知 : 尽管 当 mm = 1,2, 3,4, 以 及 取 大 于 4 的 特殊 
值 时 , 从 像 (1) 这 样 的 方程 中 有 可 能 解 出 y 用 x 表示 的 显 式 表达 式 , 然而 一 般 来 
说 , 当 m 大 于 4 时 , 从 (1) 这 样 的 方程 中 不 可 能 解 出 y 用 x 表示 的 显 式 表达 式 . 

应 当 将 代数 函数 的 定义 与 第 1 章 给 出 的 代数 数 的 定义 加 以 比较 (第 1 章 杂 例 
第 36 题 ). 

例 XIV 

(1) 如 果 m = 1, 则 y 是 一 个 有 理 函 数 . 

(2) 如 果 m = 2, 则 方程 是 刀 十 Riy 十 R2 = 0, 所 以 


4 一 3 (nm 土 /R? -4 ) 。 
这 个 函数 对 于 满足 R? > 4R2 的 所 有 z 的 值 都 有 定义 . 如果 RB > 4R2, 则 它 有 两 个 值 ; 而 当 
R? = 4R2 时 , 它 有 一 个 值 . 

如 果 m = 3 或 4, 则 我 们 可 以 利用 代数 专著 中 说 明 的 求解 三 次 以 及 四 次 方程 的 方法 . 但 是 
通常 这 一 求解 过 程 很 复杂 , 且 其 结果 在 形式 上 不 便于 使 用 我们 可 以 利用 原始 方程 更 好 地 研究 
该 函数 的 性 质 . 

(3) 考虑 由 方程 


2 2y 22 = 0， yr 2y 十 z2 =0, 内 一 20%2 +z2=0 


所 定义 的 函数 . 在 每 一 种 情形 下 , 将 y 表示 成 x 的 显 式 函 数 , 并 说 明 它 对 什么 样 的 x 值 有 定义 . 
(4) 求 关 于 zx 的 系数 为 有 理 数 的 代数 方程 , 它 分 别 满足 函数 


Vi+ Vz, Yrt Wr, VitVr, Nrt+yVrtve. 


(5) 研究 方程 

















4 2 
2 一 2 


28. 超越 函数 ”43 


[这 里 有 y= 士 z. 如 果 z 是 正 数 , 则 y = Vz; 如 果 zx 是 负数 , 则 y = Vz. 从 而 这 个 函 
数 对 于 除了 zx = 0 之 外 的 所 有 z 的 值 都 有 两 个 值 . ] 
(6) z 的 代数 函数 的 代数 函数 就 是 z 的 一 个 代数 函数 . 
[这 可 以 按照 第 1 章 杂 例 中 第 37, 38 题 的 一 般 性 思路 加 以 证 明 . 从 方程 
y+ Ri(z)y™ 1+ + Rmn(z) =0, z+S(7)2" 十 十 Sn(z) 一 0 


开始 , 做 乘积 





II {vy™ 十 Ri(zn)y™! 十 … 十 Rm (zn)}, 
该 乘积 取 遍 第 二 个 方程 的 n 个 根 z4. ] 
(7) 似乎 应 该 给 出 一 个 不 能 表示 成 显 式 代数 形式 的 代数 函数 的 例子 . 由 方程 


-yz=0 





定义 的 函数 y 就 是 这 样 一 个 例子 . 但 是 证 明 不 能 用 z 的 显 式 公式 来 表示 y 是 很 困难 的 , 因而 不 
可 能 在 这 里 试图 给 出 证 明 . 


28. 超越 函数 


zx 的 所 有 非 代数 函数 的 函数 称 为 超越 (transcendental) 函数 .此 定义 是 否定 
式 的 .我 们 不 打算 给 出 超越 函数 的 系统 分 类 , 但 可 以 挑 出 一 两 个 有 特殊 重要 性 的 
子 类 来 加 以 讨论 . 

E. 正 反 三 角 渔 数 或 者 圆 注 数 . 这 些 也 数 是 初等 三 角 中 的 正弦 函数 和 余弦 函 
数 、 它 们 的 反 函 数 , 以 及 从 它们 导出 的 函数 . 我 们 暂且 假设 读者 熟悉 它们 的 最 重要 
的 性 质 .? 


cosZ， sinx, acosz+bsinz 


由 于 acosz 十 bsinz == Bcos (zx 一 Q), 其 中 6= Va? 十 六 ,而 a 是 一 个 角 , 它 的 余弦 和 正 
弦 分 别 是 a/ Ve 十 如 以 及 UVa2 十 悦 , 故 这 三 个 函数 的 图 形 有 类 似 的 特征 . ] 
2) 画 出 cos? z,sin2z,acos2z 十 psin2z 的 图 形 . 
3) 假设 f(x) 和 (x) 的 图 形 已 经 画 出 . 则 
FUzjcos2z 十 已 (z)sin2z 

的 曲线 是 一 条 在 y = f(x) 与 y= 二 F(x) 之 间 振 动 的 波形 曲线 . 当 f(x) = zx 且 了 (xz) = x? 时 画 
出 它 的 图 形 . 

(4) 证 明 : cos pz 十 cos gx 的 图 形 介 于 2cos(p 一 9)x 和 一 2cos(p 十 gq)x 的 图 形 之 间 ， 
并 依次 与 每 个 图 形 相 切 . 当 (p 一 gq) / (p 十 q) 很 小 时 粗略 绘 出 这 个 函数 的 图 形 . 
(Math. Trip. 1908) 





(5) 画 出 x 十 sin x, (1/z) 十 sinz, x sinx, (sinx) /zx 的 图 形 . 


@ 初等 三 角 中 给 出 的 圆 函 数 的 定义 预先 假设 : 圆 的 任何 扇形 都 带 有 一 个 确定 的 数 , 称 为 它 的 面积 (area). 如 何 说 
明 这 一 假设 的 合理 性 将 在 第 7 章 和 第 9 章 中 给 出 . 
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(6) 画 出 sin (1/z) 的 图 形 . 

[如 果 y = sin (1/z), 那么 当 z = 1/mr 时 有 y = 0, 其 中 mm 是 一 个 整数 .类似 地 ， 当 
Zz 二 1/(2m 二 3)x 时 有 y==1, 而 当 z = 1/(2m 一 4)x 时 有 yw 二 一 1. 该 曲线 完全 包含 在 
y= 二 一 1 与 y= 1 之 间 (图 13). 它 上 下 振荡 , 当 z 接近 0 时 , 振荡 得 越 来 越 快 . 对 x = 0, 函数 
没有 定义 . 当 z 很 大 时 , y 很 小 .该 曲线 的 负 一 半 与 正 一 半 有 相似 的 特征 . ] 

(7) 画 出 zsin (1/z) 的 图 形 . 

[ 恰 如 第 (6) 题 中 的 曲线 包含 在 y = -1 和 vy = 1 之 间 一 样 , 这 条 曲线 包含 在 y = 一 x 和 
/=2zZ 之 间 ( 图 14). ] 





图 13 图 14 
(8) 画 出 


2 
>2. 1 1.1 , ee 
2Z sin 一， 一 Sin 一 ， Zsin 一 | ，sinz 二 sn 一 ，sinzZsin 一 

人 一下 2 了 2 2 


的 图 形 . 

(9) 画 出 cosz2, sin x?, acosw? 十 bsin z2 的 图 形 . 

(10) 画 出 arccos x 和 arcsin z 的 图 形 〈( 反 余弦 和 反正 弱 , 有 时 也 记 为 cos-!zx 和 sin- x). 

[如 果 y = arccos z, 则 x = cosy. 这 使 我 们 能 画 出 x 的 图 (将 它 视 为 y 的 函数 ), 同样 的 曲 
线 表明 y 是 x 的 函数 . 显然 y 仅 对 -1 < x < 1 有 定义 , 且 对 这 样 的 x 的 值 , 有 无 穷 多 个 y 的 
值 . 读者 无 疑 能 记得 , 当 -1 < x < 1 时 , y 有 一 个 值 在 0 和 7 之 间 , 比方 说 就 是 a, 则 y 的 其 
他 的 值 可 由 公式 2nr 士 a 给 出 , 其 中 nn 是 任何 整数 . ] 

(11) 画 出 


2 2 2 2 
tanz, cotzx, secx, cscx, tan x, cot zx, sec 7X, CSC 2 








(12) 画 出 arctan x, arccot x, arcsecx, arccsc x 的 图 形 ， 给 出 公式 (如 在 第 (10) 题 中 那 
样 ), 且 这 些 公式 可 以 用 任何 特殊 的 值 表示 出 这 些 函 数 中 每 个 函数 的 所 有 的 值 . 
13) 画 出 tan (1/x) ,cot (1/z) ,sec (1/x) ,csc (1/x) 的 图 形 . 

(14) 证 明 cosz 和 sinz 不 是 z 的 有 理 函 数 . 

[如 果 对 使 得 函数 f(x) 有 定义 的 x 的 所 有 值 都 有 f(x) = f(x 十 a), 那么 就 说 f(z) 是 周期 
函数 (periodic function) (以 a 为 周期 ). 从 而 cos x 和 sin z 都 有 周期 2x. 容易 看 出 , 没有 任何 
周期 函数 能 够 是 有 理 函 数 , 除非 它 是 常数 . 因为 若 假设 有 


f(z) = P(z)/Q(Y), 











@ 有 关 这 一 段 的 更 精确 的 说 明 请 见 第 
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其 中 尸 和 Q@ 是 多 项 式 , 且 有 f(x) = f(z 十 a), 则 这 些 方程 中 的 每 一 个 都 对 x 的 所 有 的 值 成 立 . 
令 1(0) =, 则 方程 P(z) 一 kQ(z) = 0 被 无 穷 多 个 x 的 值 , 也 即 z = 0, a, 2a,…… 所 满足 , 这 样 
一 来 , 它 就 对 所 有 z 的 值 成 立 . 从 而 对 z 的 所 有 的 值 就 有 f(x) = , 也 即 f(x) 是 一 个 常数 . ] 
(15) 更 一 般 地 , 证 明 任 何 周期 函数 都 不 可 能 是 x 的 代数 函数 . 
[ 设 定义 该 代数 函数 的 方程 是 
y+ Riy™ + + Rm = 0, (1) 


其 中 Ri1,… , Rm 是 xz 的 有 理 函 数 . 它 可 以 被 写成 


Poy™ + Py +...+ Pn =0, 
其 中 己 , PP,… ,Pm 是 2 的 多 项 式 . 如 上 加 以 讨论 , 我 们 看 出 , 对 z 的 所 有 的 值 都 有 
Pk™ +Pk™ +...+Pn=0. 








因此 , 对 xz 的 所 有 的 值 , y = 都 满足 方程 (1), 于 是 我 们 的 代数 函数 的 一 组 值 就 转化 为 了 一 个 
常数 . 

现在 , 用 y 一 来 除 (1), 并 且 重 复 这 种 方法 . 我 们 最 后 的 结论 是 : 对 x 的 任意 的 值 , 我 们 
的 代数 函数 都 取 同 样 的 一 组 值 ,kk',…; 也 即 它 由 一 定数 量 的 常数 组 成 . ] 

(16) 反正 弦 和 反 余 弱 既 不 是 有 理 函 数 , 也 不 是 代数 函数 . [这 可 以 由 如 下 事实 推出 : 对 z 的 
介 于 一 1 和 1 之 间 的 任意 的 值 , arcsin x 和 arccos x 都 有 无 穷 多 个 值 . ] 


29. 下. 其 他 超越 函数 类 


在 重要 性 方面 仅 次 于 三 角 函 数 的 下 一 个 也 数 类 是 指数 函数 和 对 数 函 数 , 它们 
将 在 第 9 章 和 第 10 章 中 加 以 讨论 , 现在 超出 了 我 们 的 讨论 范围 . 而 大 多 数 性 质 已 
被 研究 过 的 其 他 超越 函数 类 (如 椭圆 函数 、Bessel 函数 、Legendre 函数 、T 郴 数 ， 
等 等 ) 也 都 超出 了 本 书 的 范围 . 不 过 有 一 些 初等 类 型 的 函数 , 尽管 它们 在 理论 上 的 
重要 性 远 不 如 有 理 函 数 、 代 数 函 数 或 者 三 角 函 数 , 但 是 它们 作为 函数 关系 的 可 能 
种 类 的 例证 却 有 特别 的 指导 意义 . 
例 六 VI 
1) 设 y = [zx], 这 里 [z] 表示 不 超过 x 的 最 大 整数 . 它 的 图 画 在 图 15a 中 . 粗 线 的 左 端点 
都 属于 该 函数 的 图 , 而 右 端 点 均 不 属于 图 . 
2) y=zx—[z] (图 15b). (3) y= Vx— [z] (图 15c). 
y= [z+ Vx [zx] (图 15d). (5) y= (z — [2])”, [zl + (2 — [2])”. 
6) y= [Va], lz] vv- — lr], [1— 2’]. 
7) 设 y 定义 为 x 的 最 大 素 因 子 (largest prime factor) (参见 例 X 第 (6) 题 ). 则 y 仅 对 
2 的 整数 值 有 定义 . 如 果 

z= 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,..., 








心 











那么 
y=1,2,3,2,5,3,7,2,3, 5,11, 3,13,.... 


它 的 图 形 由 若干 扳 立 点 组 成 . 





(8) 设 y 是 z 的 分 母 (donominator) ( 例 X 第 (7) 题 ). 在 此 情形 下 , y 仅 对 z 的 有 理 值 有 
定义 . 我 们 可 以 在 图 上 随意 标注 出 所 需要 的 任意 多 个 点 , 但 是 其 结果 并 不 是 在 任何 通常 意义 下 





画 出 连接 点 (N 一 1, N), (N,NN) 的 直线 段 , 其 中 V 是 一 个 正 整 数 . 证 明 : 曲线 轨迹 位 于 该 
线段 上 的 点 数 等 于 小 于 N 且 与 N 互 素 的 正 整数 的 个 数 . 

(9) 设 当 z 为 整数 时 y = 0, 而 当 x 不 是 整数 时 y = zx. 它 的 图 可 以 这 样 来 得 出 : 从 直线 
y 二 x 的 图 中 去 掉 点 





i | (—1,—1), (0, 0)， (1, 1), (2, 2)， 








并 将 z 轴 上 的 点 
“" (—1, 0), (0, 0), (1, 0), (2, 0)， 
添加 进 其 中 . 
(10) 当 xz 是 有 理 数 时 令 y = 1, 当 xz 是 无 理 数 时 令 y = 0. 它 的 图 由 两 列 点 组 成 , 它们 位 
于 y= 二 1 和 w= 0 这 两 条 线 上 . 我 们 单 从 视觉 上 是 无 法 将 它 的 图 和 两 条 连续 的 直线 区 分 开 来 
的 , 但 事实 上 它 的 图 比 每 条 直线 少 了 无 穷 多 个 点 . 











(11) 当 x 是 无 理 数 时 令 y = z, 而 当 x 是 有 理 分 数 p/q 时 令 
y= V+p)/ (1 +a). 


2 的 无 理 数值 实际 上 对 于 函数 的 图 给 出 一 条 不 连续 的 曲线 , 但 是 表面 上 与 直线 y = x 区 别 
不 出 来 . 

现在 考虑 x 的 有 理 值 . 首先 设 x 为 正 数 . 那么 , 除非 p = 9 也 即 zx = 1, 否则 
V(l 十 P)/(1 十 q) 不 可 能 等 于 p/qg， 政 而 与 x 的 有 理 值 对 应 的 所 有 的 点 (除去 点 (1, 1) 
之 外 ) 都 在 该 直线 之 外 . 再 次 , 如 果 p < gq, 则 有 V(I+P3)/ (1 十 q7) > p/gq; 如 果 p > % 则 有 
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VE 二 琅 )70 寺 0) < p/gq. 从 而 , 当 0 < z < 1 时 它 的 点 位 于 直线 y =x 的 上 方 , 而 当 z > 1 
时 则 位 于 此 直线 下 方 . 如 果 p 和 4 很 大 , 则 V(I 十 到)7 (十 92) 接近 于 p/g. 在 之 的 任何 值 
附近 , 我 们 都 能 找到 任意 多 个 有 很 大 分 子 和 分 母 的 有 理 分 数 .所 以 它 的 图 中 包含 有 大 量 的 点 聚 
集 在 直线 y = x 周围 它 的 一 般 形状 (对 于 正 的 x 值 ) 是 被 一 群 孤立 点 包围 着 的 一 条 直线 , 这 
些 孤 立 点 越 接近 直线 将 变 得 越 来 越 稠密 . 

图 形 上 与 负 的 x 值 对 应 的 部 分 由 这 条 不 连续 直线 的 剩 下 部 分 以 及 所 有 这 些 孤 立 点 关于 
y 轴 的 对 称 点 合 起 来 组 成 . 从 而 在 y 轴 左 边 的 那 一 群 点 不 是 围绕 y = z, 而 是 围绕 y = 一 x, 而 
y = 一 x 本 身 并 不 属于 这 个 图 形 . 


30. 一 元 方程 的 图 形 解 
许多 方程 可 以 表示 成 











f(7) = 9(7), (1) 
其 中 f(x) 和 p(x) 是 容易 画 出 其 图 形 的 函数 . 又 如 果 曲 线 





y = f(x), y= 9(7) 


在 横 坐 标 为 & 的 点 P 处 相交 , 那么 & 就 是 方程 (1) 的 一 个 根 . 
例 XVII 
(1) 二 次 方程 ax? + 2bz 十 c = 0. 这 个 方程 可 以 通过 多 种 方法 用 图 形 来 求解 . 例如 , 我 们 可 
以 画 出 
y=az+i+2b, y=—c/r 
的 图 , 它们 的 交点 (如 果 有 的 话 ) 就 给 出 方程 的 根 . 或 者 也 可 以 取 
y=7x, y=— (2+c) /a. 


也 见 例 VII 第 (2) 题 . 
(2) 用 这 些 方法 中 的 任 一 方法 求解 方程 


z+2r—3=0, x —7r+4=0,， 3xz +2z-2=0. 


(3) 方程 x” 十 az 十 6 = 0. 它 可 以 通过 构造 曲线 y = xz”,y = 一 ax 一 5 来 求解 . 关于 








rz" +azrz+i+b=0 
的 根 的 个 数 , 验证 下 面 的 表 


b 为 正 数 时 ， 有 2 个 根 或 者 没有 根 ， 


| 5 为 负数 时 ， 有 2 个 根 . 


a 为 正 数 时 ， 有 1 个 根 ， 
a 为 负数 时 ， 有 3 个 根 或 者 1 个 根 . 
请 构造 出 具体 的 数值 例子 以 说 明 所 有 可 能 的 情形 . 

(4) 证 明 方 程 tan x = az 十 b 恒 有 无 穷 多 个 根 . 


(b) mm | 


Sin2 一 0， sin2 = $2, sinz = #7, sinz 一 高 Z 


的 根 的 个 数 . 
(6) 证 明 : 如 果 a 是 一 个 小 的 正 数 (例如 a = 0.01), 则 方程 


:2 
rT—a= Snsin 化 





有 三 个 根 . 同样 考虑 a 是 一 个 小 负数 的 情形 . 说 明 其 根 的 个 数 是 如 何 随 着 a 的 变化 而 变化 的 . 
31. 二 元 函数 及 其 图 形 表示 


在 第 20 节 中 , 我 们 考虑 了 由 一 个 关系 联系 的 两 个 变量 . 可 以 类 似 地 考虑 由 一 
个 关系 联系 的 三 个 变量 (z,y 和 2), 使 得 当 x,y 的 值 给 出 时 , > 的 值 就 已 被 确定 了 . 
在 此 情形 下 , 我 们 称 z 是 两 个 变量 x 和 y 的 函数 ; 称 x 和 y 是 独立 变量 , 而 称 > 
是 因 变 量 ; 且 我 们 把 z 对 zx 和 y 的 这 一 依赖 关系 记 为 

z= f(z,Y). 

对 这 一 更 加 复杂 的 情形 , 第 20 节 的 所 有 注解 只 需 做 适当 修改 就 可 对 它 依 然 有 效 . 

用 图 来 表示 这 样 的 两 个 变量 的 函数 的 方法 , 原则 上 与 对 于 单 变量 的 函数 采用 
的 方法 相同 . 我 们 在 三 维 空间 中 取 三 个 轴 OX, OY, 02, 且 每 个 轴 都 与 其 他 两 个 轴 
相互 垂直 . 点 (a,b,c) 与 平面 YO2, ZOX,XOY 的 距离 (按照 与 OX,OY,O2 平 
行 的 方向 来 度量 此 距离 ) 为 a, b,c， 当然 必须 注意 符号 , 沿 着 与 OX, OY, OZ 相同 
的 方向 度量 的 长 度 视 为 正 的 . 坐标 、 轴 和 原点 的 定义 如 前 所 述 . 

现在 令 





z= f(x,Y). 
当 xz 和 vy 变化 时 , 点 (z,y,z) 将 在 空间 中 移动 . 它 所 取 的 所 有 位 置 构 成 的 集合 称 
为 点 (zx,y,z) 的 轨迹 (locus) 或 称 为 函数 > = f(z,y) 的 图 . 当 用 来 定义 z 的 z,y 
和 z 之 间 的 关系 能 用 一 个 解析 公式 表示 时 , 这 个 公式 就 称 为 它 的 轨迹 的 方程 . 例 
如 , 容易 证 明 : 方程 
Az+ By++Cz+D=0 
(一 般 的 一 次 方程 ) 代表 一 个 平面 (plane), 且 任何 平面 的 方程 都 有 这 种 形式 . 方程 


(一 oj 二 (一 有 二 (一 7 =p 





或 者 

2Z2 十 2 十 刀 十 2Fz 十 2GVy 十 2 十 C=0 
表示 一 个 球面 (sphere), 其 中 ?十 G2 二 HH? 一 C > 0, 诸如 此 类 . 有 关 这 些 命题 的 
证 明 , 我 们 必须 再 次 建议 读者 参看 相关 的 解析 几何 的 教科 书 . 
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32. 平面 曲线 
迄今 为 止 , 我 们 都 是 用 记号 
y= jz) (1) 
来 表示 y 对 z 的 函数 依赖 性 . 显然 , 当 y 是 由 z 的 显 式 公式 来 表示 时 , 这 个 记号 
是 最 为 合适 的 . 
然而 , 我 们 经 常 要 处 理 不 可 能 或 者 不 方便 用 这 种 形式 来 表示 的 函数 关系 . 例 
如 , 如 果 芒 一 y 一 z= 二 0 或 者 x5 十 V5 一 avy = 0, 易 知 不 可 能 用 z 的 显 式 代数 函数 
表示 出 y. 如 果 





T+ +2G7+2Fy+C=0, 





那么 就 有 





y=—F+vVr -rz —2Gr—0, 
但 是 y 对 于 z 的 函数 依赖 性 用 原来 的 方程 表示 更 为 简单 . 
在 所 有 这 些 情形 中 , 函数 关系 都 是 通过 将 两 个 变量 x 和 yy 的 一 个 函数 与 0 等 
同 起 来 表示 的 , 也 就 是 用 方程 





f(x,y)=0 (2) 
来 予以 表示 的 . 我 们 将 采用 这 个 方程 作为 表示 函数 关系 的 标准 方法 . 它 将 方程 (1) 
作为 一 个 特例 , 因为 y 一 f(z) 是 x 和 yy 的 函数 的 一 种 特殊 形式 . 此 时 , 我 们 就 可 
以 谈论 满足 f(z,y) = 0 的 点 (z,y) 的 轨迹 、 由 f(x,y) = 0 所 定义 的 函数 y 的 图 、 
曲线 或 者 轨迹 f(x,y) = 0, 以 及 这 条 曲线 或 者 轨迹 的 方程 了 . 
还 有 另外 一 个 经 常 使 用 的 表示 曲线 的 方法 . 假设 x 和 y 都 是 第 三 个 变量 t 的 
函数 , 这 两 个 函数 可 能 有 也 可 能 没有 某 种 特殊 的 几何 意义 . 我 们 可 以 记 为 


z= f(t), y= P(t. (3) 


如 果 对 t+ 指定 了 一 个 特殊 的 值 , 那么 x 和 y 的 对 应 值 就 已 知 了 . 每 一 对 这 样 的 值 
就 定义 了 一 个 点 (x, 外. 按照 这 种 方法 作出 与 不 同 t 值 对 应 的 所 有 的 点 , 我 们 就 得 
到 了 由 方程 (3) 所 定义 的 轨迹 的 图 . 例如 , 假设 


T=acost, y=asint. 


设 t 从 0 变 到 2r. 那么 容易 看 出 , 点 (x,y) 描绘 出 一 个 圆 , 其 圆心 在 原点 , 且 半 径 
为 a. 如 果 + 的 变化 超出 了 这 个 范围 , 则 (z,y) 就 一 再 重复 地 描绘 出 这 个 圆 . 

消去 t 得 到 z2 十 只 = ox, 这 是 通常 的 圆 的 方程 . 

例 XVIII 

(1) 如 果 作 为 x 和 y 的 一 对 联 立方 程 f(x,y) = 0, $(z,y) = 0( 其 中 f 和 9 是 多 项 式 ) 可 
解 , 则 可 以 确定 它们 所 表示 的 两 条 曲线 的 交点 , 其 解 一 般 说 来 由 有 限 多 对 x 和 yy 的 值 组 成 . 于 




















人 z+ 邮 =1 zy=1, 一 -多 =1 
的 图 . 
(3) f(z,y) 十 和 9 (z,y) = 0 表示 一 条 经 过 f =0 和 少 = 0 的 交点 的 曲线 . 
(4) 当 t 取 遍 所 有 实数 值 时 ， 


rr 多 y 1-—# 
a 1+t2” 5 1+ 





(a) z=at+i+b, y=ct+i+d; (6) 
表示 何 种 轨迹 ? 
33.， 空间 中 的 轨迹 


在 三 维 空间 中 , 有 两 种 本 质 不 同 的 轨迹 , 其 中 最 简单 的 例子 是 平面 和 直线 . 

一 个 沿 着 一 条 直线 运动 的 粒子 只 有 一 个 自由 度 (one degree of freedom). 它 
的 运动 方向 是 固定 的 , 位 置 可 以 通过 一 个 度量 (例如 通过 度量 它 与 直线 上 一 个 固 
定点 的 距离 ) 而 完全 确定 . 如 果 我 们 取 该 直线 作为 第 1 章 中 的 基本 直线 4, 那么 它 
的 任何 一 个 点 的 位 置 只 要 用 单独 一 个 坐标 xz 就 可 以 确定 . 另 一 方面 , 一 个 在 平面 
上 移动 的 粒子 有 两 个 自由 度 , 为 了 固定 它 的 位 置 需要 确定 两 个 坐标 . 

由 单个 方程 








z= f (x,Y) 
表示 的 轨迹 显然 属于 这 两 类 轨迹 中 的 第 二 类 , 称 之 为 曲面 (surface)， 它 可 能 满足 
也 可 能 不 满足 我 们 通常 意义 上 的 曲面 的 概念 . 
第 31 节 的 研究 显然 可 以 加 以 推广 , 从 而 给 出 三 个 变量 (或 者 任意 多 个 变量 ) 
的 函数 f(z,y,z) 的 定义 . 与 在 第 32 节 中 相同 , 我 们 同意 采用 f (zx,y) = 0 作为 平 
面 曲线 的 标准 形式 , 现在 也 赞同 采用 


f (x,y,2)=0 
来 作为 曲面 方程 的 标准 形式 . 

由 形 如 z = f (x,y) 或 者 f(x,y,z) = 0 的 两 个 方程 所 表示 的 轨迹 属于 第 一 类 
轨迹 , 称 之 为 曲线 (curve). 例如 , 直线 可 以 用 两 个 形 如 4z 十 By 二 Cz 十 D=0 的 
方程 来 表示 .空间 中 的 一 个 圆 可 以 表示 成 为 一 个 球面 和 一 个 平面 的 交 线 . 于 是 它 
可 以 用 两 个 形 如 


(zs—-a) +(y—-B) +(2-y) =p, Ar+By+Cz+D=0 


例 XIX 
(1) 三 个 形 如 f(x,y,z) = 0 的 方程 表示 什么 ? 
(2) 三 个 线性 方程 一 般 来 说 表示 一 个 单独 的 点 . 在 例外 情形 表示 什么 呢 ? 





33. 空间 中 的 轨迹 ”51 





(3) 平面 XOY 上 的 一 条 平面 曲线 f (x,y) = 0, 当 它 被 看 成 空间 中 的 轨迹 时 , 其 方程 是 什 
么 ? [f (zx,y) = 0,z=0] 

(4) 圆柱 面 . 单个 的 方程 f(x,y) = 0 视 为 三 维 空间 中 的 轨迹 时 , 其 意义 是 什么 呢 ? 

[满足 f(x,y) = 0 的 曲面 上 的 所 有 点 与 z 取 什么 样 的 值 无 关 . 曲线 f(x,y) = 0,z= 0 由 
该 轨迹 与 平面 XOY 相交 所 得 . 该 轨迹 是 通过 此 曲线 的 所 有 点 画 出 平行 于 O02 的 直线 所 得 到 
的 曲面 . 这 样 的 曲面 称 为 圆柱 面 (cylinder). ] 

(5) 在 平面 上 用 图 表示 曲面 . 或 许 不 可 能 通过 将 曲面 适当 地 画 在 平面 上 来 表示 曲面 , 但 是 常 
常 可 以 如 下 来 得 到 曲面 特征 的 一 个 很 清晰 的 概念 . 设 曲 面 方 程 为 z = f(x,9). 

如 果 我 们 给 z 一 个 特定 的 值 a, 就 得 到 一 个 方程 f(zx,y) = a, 可 以 将 此 方程 视 为 确定 了 平 
面 上 的 一 条 曲线 . 画 出 这 条 曲线 , 并 将 它 记 为 (a). 实际 上 , 曲线 (a) 就 是 该 曲面 与 平面 > = a 
的 交 线 在 平面 XOY 上 的 投影 . 对 a 的 所 有 的 值 (当然 , 实际 上 是 对 a 的 有 选择 的 值 ) 作出 这 
样 的 投影 曲线 , 就 得 到 如 图 16 所 示 的 图 形 . 它 立即 就 使 我 们 联想 到 了 等 高 地 形 测绘 图 : 事实 
上 , 它 就 是 这 种 图 的 构造 原理 . 等 高 线 1000 是 地 表 曲 面 被 海平 面 之 上 1000 英尺 处 与 海平 面 平 
行 的 平面 所 截 得 的 截 线 在 海平 面 上 的 投影 .” 
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图 16 
(6) 画 出 描绘 曲面 2z = 3zy 的 形状 的 一 列 等 高 线 . 
(7) 正 圆锥 面 . 将 坐标 原点 作为 锥 的 顶点 , 锥 的 轴 作 为 z 轴 , 并 令 a 为 锥 的 半 顶 角 . 则 锥 的 
方程 ( 它 必须 看 成 是 从 顶点 向 两 个 方向 延伸 的 ) 是 


2 + — ztan?a=0. 
(8) 一 般 的 旋转 曲面 . 第 (7) 题 中 的 锥 与 ZOX 交 于 两 条 线 , 这 两 条 直线 的 方程 可 以 包容 
在 方程 z2 = z2 tan2 a 之 中 . 也 就 是 说 , 由 曲线 y = 0, x? = 22tan2a 绕 z 轴 旋 转 所 产生 的 曲 
面 的 方程 可 以 将 第 二 个 方程 的 z? 改 成 zz 十 wy? 而 得 到 . 一 般 地 证 明 : 由 曲线 y = 0,z = f(z) 
绕 > 轴 旋 转 所 产生 的 曲面 的 方程 是 














VT? + y= f(2). 
(9) 一 般 的 锥 面 . 由 经 过 一 个 固定 点 的 直线 所 形成 的 曲面 称 为 锥 (cone), 该 固定 点 称 为 锥 





f(z/z,z/y) = 0, 且 任 何 这 种 形式 的 方程 又 都 表示 锥 . [如 果 (z,y, >) 在 锥 上 , 则 对 任意 的 和 的 
值 , (Xz, Xy, 和 z) 必定 也 在 锥 上 . ] 
(10) 直 纹 曲面 . 圆柱 面 和 锥 面 是 由 直线 组 成 的 曲面 的 特殊 情况 . 这 样 的 曲面 称 为 直 纹 曲面 


(ruled surface). 





























中 我 们 假设 地 球 曲 率 的 影响 可 以 忽略 不 计 . 
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两 个 方程 
2 一 az 十 bb y=cz+d (1) 
表示 两 个 平面 的 交 , 也 即 是 一 条 直线 . 现在 假设 a, b,c,d 不 是 常数 , 而 是 一 个 辅助 变量 t 的 函 
数 . 对 t 的 任何 特殊 的 值 , 方程 (1) 定义 了 一 条 直线 . 当 t 变化 时 , 这 条 直线 移动 并 生成 一 个 曲 
面 , 此 曲面 的 方程 可 以 通过 在 (1) 的 两 个 方程 之 间 消 去 t 得 到 . 例如 在 第 (7) 题 中 , 生成 该 锥 面 
的 直线 方程 是 





T= ztanacost, y= ztanasint, 
其 中 t 是 平面 XO2 与 经 过 该 直线 以 及 z 轴 的 平面 之 间 的 交角 . 
直 纹 曲面 的 另 一 个 简单 例子 可 以 构造 如 下 . 取 一 个 正 圆柱 面 的 两 个 与 轴 垂 直 且 相距 ! 的 截 
面 (图 17a), 我 们 可 以 想象 圆柱 的 曲面 是 由 一 组 像 PQ 那样 长 度 为 !、 纤 细 而 有 刚性 的 杆 所 做 
成 的 , 杆 的 端点 固定 在 半径 为 a 的 两 个 圆 形 杆 上 . 
现在 让 我 们 再 取 第 三 个 有 同样 半径 的 圆 形 杆 , 并 将 它 绕 着 圆柱 面 放置 在 离 前 两 个 圆 形 杆 中 
的 一 根 杆 距离 为 h 的 位 置 上 ( 见 图 17a, 其 中 Pa = 门 . 松 开 杆 PQ 的 端点 @, 并 让 PQ 绕 P 
点 旋转 , 直到 Q 可 以 固定 在 第 三 个 圆 形 杆 上 的 位 置 Q' 时 为 止 . 图 中 的 角 90Q8 = a 由 














2—h= dQ2” = (2asin #0)” 
给 出 ,对 构成 该 圆柱 面 的 所 有 其 他 的 杆 用 同样 的 方法 加 以 处 理 . 我 们 得 到 一 个 直 纹 曲面 , 它 的 
形状 见 图 17b. 它 全 部 由 直线 所 构成 , 但 是 该 曲面 是 处 处 弯曲 的 , 且 一 般 来 说 , 它 的 形状 与 某 种 
形式 的 餐巾 环 相 像 (图 17c). 
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1. 证 明 : 如 果 y= f(z)= (az 二 )/ (cz 一 @), 则 有 z= f(y). 

2， 如果 对 所 有 z 的 值 都 有 f(x) = 7(-z), 则 称 f (x) 是 偶 函 数 (even function)， 如 果 
f(z) = 一 了 (一 x), 则 称 它 为 奇 函 数 (odd function). 证 明 : 对 所 有 x 的 值 定 义 的 任何 函数 都 是 
一 个 偶 函 数 和 一 个 奇 函数 之 和 |. 

[利用 恒等式 f(z) = 了 {f(z2) 二 +f(-2)} + 3{f (7)— f(-2)}. |] 

3. 画 出 函数 





: ; TT . 
3sinzZz 十 4cosZ，Sin | -一 Sin2Z 


V2 
的 图 . (Math. Trip. 1896) 
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4. 画 出 函数 
sinz (acos zx + bsin? 1) ， ™? (acos? z+ bsin? > ( 王 = 
的 图 . 
5. 画 出 函数 z[1/2],[z] /z 的 图 
6. 画 出 函数 


(i) arccos (2z2 — 1) 一 2arccosz; 


— arctana— arctanz 





的 图 , 对 任何 a 的 值 , 其 中 的 符号 arccos a, arctan a 表示 其 余弦 值 或 者 正切 值 恰 好 等 于 a 的 
最 小 的 正 (或 0) 角 . 

7. 验证 下 面 的 利用 直线 y = x 以 及 f(z) 和 9 (zx) 的 图 来 作 f {9 (zx)} 的 图 的 方法 : 沿 
OX 轴 取 O4 = zx, 与 OY 平行 画 出 AB, 且 与 y = $(x) 相交 于 B; 与 OX 平行 画 出 BC, 且 
与 y = 二 x 相交 于 C; 与 OY 平行 画 出 CD, 且 与 y = f(x) 相交 于 D; 与 OX 平行 画 出 DP， 
且 与 4B 相交 于 P, 那么 点 P 就 是 所 求 的 图 上 的 一 个 点 . 

8. 证 明 : x 十 pz 十 g = 二 0 的 根 是 抛物 线 y = x? 和 圆 

r+Y T+- 1)y+ar=0 
的 交点 ( 异 于 原点 ) 的 横 坐 标 . 
9. 7 十 nz 十 px? 十 gz 十 7 二 0 的 根 是 抛物 线 x? = yy 一 3nz 与 圆 
22 十 妇 2 十 (Em? 一 pn 十 NN 十 g) 底 十 (p— 1— in’)y+r=0 


的 交点 的 横 坐 标 . 
10. 讨论 用 曲线 y = zm,y = 一 ax? 一 bx 一 c 来 图 解 方 程 
xz" +ar +br+c=0. 
画 一 张 表 给 出 各 种 可 能 的 根 的 个 数 . 
11. 解 方程 sec0 十 csc0 = 2V2, 并 证 明 : 如 果 cz < 8, 则 方程 sec0 十 csc9 = 二 cc 在 0 和 27 
之 间 有 2 个 根 ; 而 当 cz > 8 时 , 它 有 4 个 根 . 
12. 证 明 : 方程 


(这 ) arctan 二 














27 = (2n+1)n(l— cosz) 
有 2n 十 3 个 根 , 且 没 有 再 多 的 根 了 , 并 粗略 指出 根 的 位 置 , 其 中 n 是 一 个 正 整 数 . 
13. 证 明 : 方程 3zsinz =1 在 一 x 与 7 之 间 有 4 个 根 . 
14. 讨论 方程 
(1) cot x+z— 3n=0; (2) z+sin z=1; (3) (1+2’)tanz = 22; 


(4) sinz—z+$2 3 =0; (5) (1—cosz)tana— z+sinz=0 





的 根 的 个 数 及 其 数值 . 
15. 当 z = a,b,c 时 取 值 为 a, 8,7y 的 二 次 多 项 式 是 
汉人 = 人 @=9G= 亲 人 拓 - 二 他 
Odd) He a aad 


对 当 z = a1,a2,… ,an 时 取 值 为 qi, a2,… ,an 的 n 一 1 次 多 项 式 给 出 一 个 类 似 的 公式 . 
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并 


16. 求 一 个 关于 xz 的 二 次 多 项 式 , 它 对 z 的 值 0, 1, 2 取 值 为 1/c, 1/ (c 十 1), 1/ (c 十 2); 
并 证 明 它 当 z = c 十 2 时 取 值 为 1/ (c 十 1). (Math. Trip. 1911) 
17. 证 明 : 如 果 x 是 y 的 一 个 有 理 函 数 , 且 y 是 z 的 一 个 有 理 函 数 , 那么 就 有 
Ary+ Br+Cy++D=0. 


18. 如 果 y 是 z 的 一 个 代数 函数 , 那么 z 是 y 的 一 个 代数 函数 . 
19. 验证 : 对 于 0 和 1 之 间 的 所 有 z 的 值 , 等 式 


2Z2 





COS B37 一 区 


2 十 (1 一 Z) V/ 续 = 
近似 地 成 立 . 
[ 取 x = 0, 于 二 二 3 2, 1, 并 利用 表 . 对 其 中 哪些 x 的 值 , 公式 是 精确 成 立 的 呢 ? ] 
20. 函数 
z= [zx]+[y], z=2+y— [zx]— [My 
有 何 种 形式 的 图 ? 
21. 函数 


2 2 
z=sinz+siny, ZzZ= sinzsiny, 2 一 Sin2ZVy， z= sin (2 + vy ) 


有 何 种 形式 的 图 ? 

22. 无 理 数 的 几何 构造 . 在 第 1 章 中 , 从 给 定 的 单位 长 度 出 发 , 我 们 对 于 等 于 V2 的 长 度 给 
出 了 一 两 个 简单 的 几何 构造 法 . 我 们 还 指出 了 怎样 来 构造 任何 二 次 方程 az? + 20 十 c= 二 0 的 
根 , 这 里 假设 我 们 可 以 构造 长 度 等 于 系数 a,b,c 的 任何 比值 的 线段 , 例如 当 a, b,c 是 有 理 数 时 
的 情形 正 是 这 样 . 所 有 这 些 作 图 法 都 可 以 称 之 为 Buclid 作 图 法 , 即 这 种 作 图 法 只 用 到 直 尺 和 圆 
规 . 

很 清楚 , 不 论 它 如 何 复杂 , 我 们 都 可 以 用 这 种 方法 来 构造 用 平方 根 的 任意 组 合 所 定义 的 无 


理 数 所 度量 的 长 度 . 例如 
| 17 + 3viT /17- 3V1l 
17— 3vV1l 17 + 3V1l 


就 是 适用 于 此 的 一 例 . 这 个 表达 式 包含 一 个 四 次 根 , 不 过 它 自然 是 二 次 根 的 二 次 根 . 例如 , 作为 
1 和 11 的 几何 平均 , 我 们 首先 作出 VIL 然后 作出 17 十 3V11 和 17 一 3V11l, 等 等 . 或 者 这 两 
个 混合 型 的 根 式 也 可 以 作为 zz 一 34z + 190 = 0 的 根 而 直接 构造 出 来 . 

反之 , 只 有 这 种 类 型 的 无 理 数 才 可 以 用 Euclid 作 图 法 构造 出 来 . 从 单位 长 度 出 发 , 可 以 作 
出 任何 有 理 的 长 度 . 从 而 只 要 4, B,C 的 比值 是 有 理 数 , 就 可 以 作出 直线 Ax 十 By 十 C = 0. 我 
们 还 可 以 作出 圆周 














(z—a) +(y— 8) =p’ 
(或 者 人 十 放 十 297x 十 2fy 十 c= 0), 只 要 a, PB,p 是 有 理 数 , 且 这 个 条 件 列 含 g, f,c 是 有 理 数 . 
现在 在 任何 Euclid 作 图 法 中 , 向 图 中 添加 的 每 一 个 新 的 点 都 是 由 两 条 直线 或 者 两 个 圆 或 
者 一 条 直线 和 一 个 圆 的 交点 而 确定 的 . 但 是 , 如 果 系 数 是 有 理 数 , 像 
4z+By+C=0， 妇 十 内 +2gz 二 21y+c=0 
这 样 的 一 对 方程 在 求解 时 可 给 出 x 和 vy 的 形 如 m 十 ny5 的 值 , 其 中 m,n,p 是 有 理 数 : 这 是 因 
为 , 如 果 在 第 二 个 方程 中 用 y 的 表达 式 来 替代 z 的 话 , 我 们 就 得 到 关于 y 的 一 个 有 有 理 系 数 的 


邮 
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二 次 方程 . 故 由 具有 有 理 系 数 的 直线 和 圆 而 得 到 的 所 有 的 点 的 坐标 可 以 用 有 理 数 以 及 二 次 根 式 
加 以 表示 . 这 个 结论 对 于 用 这 样 的 方法 得 到 的 任意 两 点 之 间 的 距离 V (a + x2)” + (yi + ya)? 
也 同样 成 立 . 

有 了 这 样 作 出 来 的 无 理 的 距离 , 我 们 就 可 以 着 手 来 构造 若干 条 直线 和 圆 , 它们 的 系数 现在 
可 以 包含 二 次 根 式 . 然而 , 显然 , 我 们 用 这 样 的 直线 和 圆 所 能 构造 出 来 的 所 有 的 长 度 仍然 只 能 
平方 根来 加 以 表示 , 尽管 我 们 现在 得 到 的 根 式 表达 式 可 以 有 更 为 复杂 的 形式 . 不 论 怎样 反复 地 
重复 我 们 的 作 图 方法 , 这 一 结果 依然 成 立 . 从 而 Euclid 作 图 法 只 能 作出 包含 平方 根 的 任何 二 次 
根 式 , 仅 此 而 已 . 

古代 一 个 著名 的 问题 是 立方 倍 积 问题 ( 即 倍 立 方 问题 , duplication of the cube), 也 就 是 说 
用 Euclid 作 图 法 作 一 个 V2 的 长 度 . 可 以 证 明 : VW2 不 可 能 用 有 理 数 与 平方 根 的 任何 有 限 组合 
来 表示 , 所 以 立方 倍 积 问题 不 可 能 有 解 . 见 Hobson 的 Squaring the circle 一 书 第 47 页 以 及 其 
后 内 容 . 证 明 的 第 一 步 就 是 证 明 尺 2 不 可 能 是 具有 有 理 系数 的 二 次 方程 az? 十 20z 十 c= 二 0 的 
根 , 此 证 明 已 在 第 1 章 中 给 出 (第 1 章 杂 例 第 27 题 ). 

23. 证 明 : 从 给 定 的 单位 长 度 出 发 , 仅 能 用 直 尺 所 构造 出 来 的 长 度 是 有 理 的 长 度 . 

24. 圆 的 近似 求 积 . 设 O 是 一 个 半径 为 R 的 圆 的 圆心 . 在 4 点 的 切线 上 取 4P = 时 忆 ， 
并 沿 同样 的 方向 取 4Q = 世 R. 在 40 上 取 AN = OP, 并 与 OQ 平行 地 作出 NM, 交 4P 
于 M. 证 明 





AM/R= 其 V146. 

并 证 明 : 取 AMM 作为 这 个 圆 的 周 长 就 会 得 到 zt 的 精确 到 小 数 点 后 五 位 的 值 . 如 果 R 是 地 球 的 
半径 , 则 假设 AM 为 其 周 长 所 产生 的 误差 小 于 11 码 ”. 

[在 第 15 节 中 我 们 说 过 , zt 是 一 个 超越 数 , 但 是 本 书 甚至 不 可 能 证 明 它 是 无 理 数 . 这 个 结论 
首先 是 由 Lambert 在 1761 年 用 连 分 数 予以 证 明 的 . 

对 zt 的 最 熟知 的 近似 值 是 参 和 3 吏 , 后 者 准确 到 6 位 小 数 . 印度 人 用 过 近似 值 V10 (小 
数 第 二 位 不 正确 ). 大 量 奇 妙 的 近似 值 可 以 在 Ramanujan 的 Collected papers 第 23~39 页 中 
找到 . 其 中 最 简单 的 几 个 近似 值 是 


19 广 人 呈 














16 ”3 5 22 25 \ 7+15vV5 
这 些 值 分 别 正确 到 小 数 点 后 第 3, 3, 8 位 和 第 9 位 . ] 
25. V2 的 构造 . O 是 抛物 线 y2 = 4z 的 顶点 , 而 5 是 它 的 焦点 , PP 是 它 与 抛物 线 xz? = 2y 





的 一 个 交点 . 证 明 : OP 与 第 一 条 抛物 线 的 正 焦 弦 (latus rectum) 交 于 一 点 Q, 其 中 SQ = V2. 

26. 取 一 个 直径 为 单位 长 的 圆 , 取 其 一 条 直径 OA 以 及 过 点 4 的 切线 . 作 一 条 弦 OBC 与 
圆 交 于 B, 与 切线 交 于 C. 在 这 条 直线 上 取 OM = BC. 取 O 作为 原点 , 并 取 OA 作为 x 轴 ， 
证 明 : AM 的 轨迹 是 曲线 





(z+) ry 寺 :0 
[ 尖 点 萝 叶 线 (Cissoid of Diocles)]. 概略 描绘 出 该 曲线 . 沿 y 轴 取 一 个 长 度 OD = 2. 设 4D 
与 该 曲线 交 于 P, 而 OP 与 圆 在 点 4 的 切线 交 于 Q@. 证 明 AQ = V2. 


外 码 是 英美 制 的 长 度 单位 , 1 码 = 3 英尺 , 约 等 于 0.9144 米 . 一 一 译 者 注 

@ 中 国 古代 数学 家 把 茸 称 为 踊 率 , 而 把 强 称 为 密 率 . 包括 中 国 在 内 的 许多 国家 的 古代 数学 家 都 用 过 全 作为 
Tt 的 一 个 有 理 近 似 值 . 而 首创 用 密 率 器 $ 来 作为 交 的 一 个 非常 实用 且 又 便于 记忆 的 有 理 近似 值 的 , 是 生活 在 
公元 500 年 左右 的 中 国 数学 家 祖冲之 , 直到 差不多 一 千年 之 后 ,外国 数 学 家 才 达 到 并 超过 祖冲之 的 这 一 成 就 . 
这 个 问题 与 数论 中 的 连 分 数理 论 以 及 用 有 理 数 逼近 实数 等 问题 有 重要 的 联系 . 一 一 译 者 注 
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34. 沿 直线 和 在 平面 上 的 位 移 


我 们 在 前 面 两 章 中 所 关注 的 “实数 ”z 可 以 从 多 个 不 同 的 观点 加 以 研究 . 它 可 
以 视 为 一 个 纯粹 的 数 ， 训 无 几何 意义 ,也 可 以 用 至 少 三 种 不 同 的 方式 赋予 它 以 几 
何 意义 ; 它 可 以 视 为 一 个 长 度 的 度量 , 也 即 第 1 章 中 沿 着 直线 4 所 取 的 长 度 AoP; 
它 可 以 被 看 成 是 一 个 点 的 标记 , 也 即 离开 4o 的 距离 是 x 的 点 P; 它 还 可 以 被 看 
成 在 直线 4 上 位 置 的 移动 或 者 改变 的 度量 . 最 后 这 种 观点 正 是 我 们 现在 要 关注 的 








想象 在 直线 4 上 的 尸 点 放置 一 个 小 的 质点 , 然后 将 它 移动 到 点 Q， 我 们 
就 把 将 质点 从 PP 迁移 到 Q 所 需要 的 位 置 的 移动 或 者 改变 称 为 位 移 (displace- 
ment) PQ. 要 完全 确定 一 个 位 移 需 要 三 样 东西 : 大 小 (magnitude) 、 指 向 (sense) 
( 即 沿 直线 向 前 还 是 向 后 )， 以 及 所 谓 的 作用 点 (point of application), 也 即 该 粒子 
的 原始 位 置 P. 但 是 , 当 我 们 仅仅 考虑 由 于 位 移 所 产生 的 位 置 的 改变 时 , 自然 可 以 
忽视 作用 点 , 而 把 长 度 和 方向 相同 的 所 有 位 移 视 为 等 价 的 . 这 样 一 来 , 位 移 就 由 长 
度 PQ = x 以 及 由 z 的 符号 所 确定 的 唯一 的 方向 所 指定 . 于 是 , 我 们 可 以 毫 不 含 
糊 地 说 成 位 移 [zlj?, 可 记 PQ = [zl. 

我 们 用 方 括号 将 位 移 与 长 度 或 者 数 ze 区 别 开 来 . 如 果 PP 的 坐标 是 a, 则 @ 
的 坐标 就 是 a + x; 这 样 一 来 , 位 移 [zx] 就 将 一 个 质点 从 点 a 移动 到 点 w 十 2. 

我 们 现在 转向 研究 平面 上 的 位 移 ， 我 们 可 以 如 前 一 样 定义 位 移 PQ. 但 是 为 
了 完全 确定 它 , 需要 更 多 的 信息 . 我 们 需要 知道 : (i) 位 移 的 大 小 , 也 即 直 线段 PQ 
的 长 度 ; (ii) 位 移 的 方向 , 它 是 由 PQ 与 平面 上 某 条 固定 的 直线 做 成 的 角度 所 确 








第 (iv) 个 要 求 , 也 即 如 果 两 个 位 移 有 相同 的 大 小 、 方 向 和 指向 , 我 们 就 把 它们 视 
为 等 价 的 . 换言之 , 如 果 PQ 和 RS 是 相等 且 平 行 的 , 且 从 P 到 @ 的 运动 指向 与 
从 瓦 到 5 的 运动 指向 也 相同 , 我 们 就 把 位 移 PQ 与 RS 视 为 等 价 的 , 并 记 
PO = AS. 
@ 几乎 不 需要 提醒 读者 注意 : 不 要 把 这 里 使 用 的 符号 [z] 与 在 第 2 章 中 ( 例 XVI 以 及 杂 例 第 20 题 ) 使 用 的 符 
号 混 清 . 
@ 严格 地 说 , 根据 记号 之 间 某 些 类 似 的 区 别 , 我 们 应 该 把 实际 的 长 度 > 和 度量 这 个 长 度 的 数 > 区 别 开 来 . 读者 可 
能 倾向 于 认为 这 样 的 区 分 是 迁 腐 的 . 但 是 日 益 增长 的 数学 经 验 将 会 向 他 揭示 : 清楚 地 区 分 那些 尽管 有 紧密 联系 
然而 却 是 不 同 的 事物 有 极 大 的 重要 性 . 
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现在 取 平 面 上 任意 一 对 坐标 轴 (如 图 18 中 的 OX， 
OY 那样 ). 画 一 条 与 PQ 相等 昌平 行 的 直线 段 04, 从 O 
到 4 的 运动 指 疝 与 从 P 到 @ 的 运动 指向 相同 . 那么 位 
移 PQ 与 04 是 等 价 的 位 移 . 设 x 和 是 4 的 坐标 . 
那么 显然 , 当 x 和 y 给 定时 , O4 即 已 完全 被 指定 . 我 们 
称 O4 是 位 移 [zx,yl, 并 记 








OA= PO= RS5= [zr,y. 
35. 位 移 的 等 价 与 位 移 的 数 乘 
如 果 和 ”是 也 的 坐标 ,而 6 和 是 Q 的 坐标 , 显然 有 
Et ee 
于 是 从 (&,n) 到 (& ,77) 的 位 移 就 是 
[& —€,7 —. 


显然 , 两 个 位 移 [x,y , [zy 是 等 价 的 , 当 且 仅 当 z = zy = YY. 从 而 [x,y = 
区 当 上 且 仅 当 





T=7x, Y=Y. (1) 
逆 位 移 QP 就 是 [E 一 ,nm 一 7], 自然 我 们 认同 有 





[£—é€,n7—7]=—[t —é,7—, 





QP = —PQ, 
这 些 等 式 实际 上 就 是 符号 一 区 一 上 6 一 可 ,一 PQ 的 意义 的 定义 . 从 而 我 们 约定 有 





—[z,y = [~z, —), 
进一步 约定 有 
a[z,y) = lar, ay], (2) 
其 中 a 是 任何 正 的 或 者 负 的 实数 . 于 是 (图 18), 如 果 0B = -3O04, 那么 
0B= -i04= -ld = -所 - 吉 ， 


等 式 (1) 和 等 式 (2) 定义 了 前 两 个 与 位 移 有 关联 的 重要 的 概念 , 也 就 是 位 移 的 
等 价 (equivalence) 以 及 位 移 的 数 乘 (multiplication of displacement by numbers). 
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36. 位 移 的 加 法 
我 们 还 没有 给 出 任何 定义 , 使 我 们 能 对 于 表达 式 
PQ+PQ, [x,y + [x,y 


赋予 某 种 意义 .常识 立即 提示 我 们 : 应 该 把 两 个 位 移 的 和 定义 成 一 个 位 移 , 这 个 
位 移 是 连续 作 这 两 个 给 定 的 位 移 所 得 到 的 . 换 句 话说 , 这 告诉 我 们 : 如 果 画 出 与 
P'Q' 相等 且 平 行 的 QQ1, 使 得 对 于 位 于 PP 的 粒子 连续 作 位 移 PQ, PC' 的 结果 
就 是 先 将 它 移动 到 Q, 然后 再 移动 到 Q1, 那么 我 们 应 该 将 PQ 和 PYG 的 和 定义 
为 PQ1. 如 果 此 时 我 们 画 出 等 于 且 平 行 于 PQ 的 04, 再 画 出 等 于 且 平 行 于 P'Q 
的 OB, 并 作出 平行 四 边 形 O4CB ( 见 图 19), 则 有 











PO+ PO = PO =0A44+0B=00. 





图 19 


让 我 们 来 研究 采用 这 一 定义 所 得 到 的 推论 . 如 果 B 的 坐标 是 (x',y), 则 4B 
的 中 点 的 坐标 是 (二 (zx 十 x ,二 (十 办) 且 C 的 坐标 是 (z 二 zy 十 办 ). 故而 





[x, y+ [zy] = [+ ry +y], (3) 

它 可 以 视 为 位 移 加 法 的 符号 定义 . 注意 到 
[x',y] + [2,Yy] = + YY 二 + 良 
=[z+ 2 ,y+y] = [2,Y) + [x',y]. 

换 句 话说 , 位 移 的 加 法 服从 交换 律 , 在 通常 的 代数 中 交换 律 是 用 方程 a 十 b=b 二 a 
来 表示 的 . 这 个 定律 表示 了 显然 的 几何 事实 : 如 果 我 们 从 PP 点 首先 移动 一 个 与 
P'Q' 相等 且 平 行 的 距离 PQ2, 然后 再 移动 一 个 与 PQ 相等 且 平 行 的 距离 , 我 们 将 
与 前 面相 同 会 到 达 同 一 个 点 Q1. 


36. 位 移 的 加 法 ”59 


特别 地 , 有 
[x,y] = [zx, 0] + [0, | . (4) 
这 里 [zx,0] 表示 沿 着 平行 于 OX 的 方向 所 作 的 距离 为 x 的 位 移 . 事实 上 , 这 正 是 
我 们 在 前 面 用 [z] 所 表示 的 东西 , 在 那里 我 们 只 考虑 沿 直线 的 位 移 . 我们 把 [z,0] 
和 [0,y] 称 为 [x,y| 的 分 量 (component), 而 称 [zx,y| 是 它们 的 合成 (resultant). 
一 旦 定义 了 两 个 位 移 的 加 法 , 在 定义 任意 多 个 位 移 的 加 法 时 ， 就 不 会 有 更 多 
的 困难 . 例如 , 根据 加 法 , 有 
[x,y) + [x,y + x", y= (Lz, y+ [x,y)) + [2”,y"] 
=[z+2 ,y+y+ [x,y = [+ +x ,y+y + yl 


我 们 用 等 式 








[x,y — [2",y] = [z, y+ (~ {x,y)) (5) 
来 定义 位 移 的 减法 , 这 与 [x,y 十 [x 和 ,一 y 或 者 [z 一 x',y 一 y] 有 同样 的 意义 . 特 
别 地 ， 





[z,y] — [2,y] = [0, 0]. 

位 移 [0,0] 保留 粒子 在 原 地 不 动 , 它 就 是 零 位移 (zero displacement), 我 们 约 
定 记 成 [0,0] = 0. 
例 XX 
1) 证 明 
i) a [Bx, 四 =6lazcayl = [aBx, aBy; 
ii) ([z,y] + 2,9)) + [2 ,y= [2,W) + (ey) + [ey )); 
iii) [2 中 + 区 = [zy + [zy; 
iv) (a + 6)[z,y) = olz,y +B lr, yl; 
v) a{[z, y+ [2’,9)} = a le,Yy) + a lr’,Y. 
我 们 已 经 证 明了 ( 诞 ). 剩余 的 等 式 可 以 很 容易 地 从 定义 得 出 . 对 每 一 种 情形 , 读者 都 应 该 
考虑 该 等 式 的 几何 意义 , 如 同 我 们 在 证 明 (这 ) 中 所 做 过 的 那样 . ] 
2) 如 果 M 是 PQ 的 中 点 , 那么 OM = 3 (OP + O08). 更 一 般 地 , 如 果 M 把 PQ 分 成 
比例 为 上 :和 的 两 部 分 , 则 有 











SR i 站 
OM = OP+ OQ. 
入 十 内 入 十 内 4 


(3) 如 果 G 是 位 于 互 , 忆 …… ,Pn 处 的 一 大 批 相同 粒子 的 中 心 , 那么 








OG= 7 (OF +0B+...+0F;). 


(4) 如 果 PP, ,RR 是 平面 上 共 线 的 点 , 那么 就 能 找到 不 全 为 零 的 实数 a, 6,7, 使 得 





a.OP+pB.00+7:0R=0, 


且 反 之 亦 然 . [实际 上 这 仅仅 是 第 (2) 题 的 另 一 种 表达 方式 . ] 
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(5) 如 果 ZB 和 ZO 是 不 在 同一 直线 上 的 两 个 位 移 , 且 


a:AB+B:AC=7Y:AB+o.:.AC, 





那么 就 有 a=yY 且 6=5. 
[ 取 4Bi = a.:4B, AC1 = B.AC. 作 平 行 四 边 形 4B1PiCi. 则 有 AP = a.:AB+B6.AC. 
显然 , A 仅 能 以 唯一 一 种 方式 表示 成 这 种 形式 , 从 而 得 出 定理 . ] 








(6) ABCD 是 一 个 平行 四 边 形 .经 过 平行 四 边 形 内 的 一 站 Jv C 
点 @ 画 出 与 边 平行 的 RQS 和 TQU ( 见 图 20). 证 明 : RU, TS 
在 AC 上 相交 . R fo 


[ 设 比值 A4T : 4B, AR : AD 记 为 a, 6, 那么 


AT = 0a. AB, AR = 6. AD, 
AUV =a.AB+ 24D, A5=AB+8.4D. 站 





设 RU 与 4C 相交 于 P. 那么 , 由 于 R,U,P 共 线 , 所 以 有 
一 入 一方 KH A 
AP = A A 
入 十 内 人 入 十 内 和 


其 中 /和 是 忆 将 RU 分 成 的 比例 . 也 就 是 说 








HP OK A PA+HAA 

AP 二 AB+ De AD. 
但 是 由 于 PP 在 AC 上 , 故而 4P 是 AC 的 一 个 倍数 ; 也 即 

AP=k.AC=k.AB+k.AD. 


从 而 (第 (5) 题 ) au = 6 入 十 == (和 十)k, 由 此 推出 








oa 
= 
这 个 结果 的 对 称 性 表明 , 类 似 的 讨论 也 可 以 得 出 
7 apb 人 
AP = a0, 


这 里 P' 是 TS 与 4C 的 交点 . 于 是 已 和 P' 是 同一 个 点 . ] 

(7) ABCD 是 一 个 平行 四 边 形 , M 是 4B 的 中 点 . 证 明 : DM 三 等 分 4C, 且 也 被 AC 
三 等 分 .? 
37. 位 移 的 乘 ; 

到 目前 为 止 ， 我 们 还 没有 打算 对 于 两 个 位 移 的 乘积 这 一 概念 给 以 任何 意义 . 
这 方面 唯一 考虑 过 的 一 类 乘法 是 用 一 个 数 来 乘 一 个 位 移 . 迄今 为 止 , 表达 式 
[zx, y] [2 人 

还 毫 无 意义 , 现在 我 们 可 以 毫 无 拘束 地 按照 我 们 的 意愿 来 给 出 它 的 定义 . 


Q@ 后 面 两 个 例子 取 自 Willard Gibbs 所 著 Vector analysis 一 书 . 
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我 们 对 于 定义 的 选择 基于 如 下 的 原则 . 显然 (1) 两 个 位 移 的 乘积 应 该 还 是 一 
个 位 移 . 其 次 , 我 们 已 经 定义 了 a [x,y| 等 于 [az, ay 其 中 a 是 一 个 实数 ; 而 a 也 
可 以 被 看 成 是 一 个 位 移 , 即 视 为 [a, 0]. 因此 , 改变 记号 , 我 们 就 看 到 (2) 定义 应 该 
使 得 
[x,0] [2",y] = zz] 


最 后 (3) 定义 应 该 服从 一 般 的 乘法 交换 律 、 分 配 律 以 及 结合 律 , 所 以 有 














[x,y) 2", y= [x,y] Iz, 
(lz, 9 + ,9) 2, = le, ye, + [2 Y) ey 
a Pe Hf “] 


[zy (2, + [2,9]) = [ey [ze ,y+ le, Yl,y 


[x,y (le, 2", 9)) = (le, yz, 9)) le 0 


这 与 (2) 相 了 矛盾 . 
38. 位 移 的 乘法 ( 续 ) 
对 于 位 移 的 乘法 要 采用 的 正确 的 定义 有 如 下 建议 . 
我 们 知道 , 如 果 O04B 和 OCD 是 两 个 相似 三 角形 , 对 应 的 角 按 照 它 们 书写 的 


次 序 标 出 , 则 有 
OB/O4= OD/OC, 





也 即 OB .OC = 04.0OD. 这 提示 我 们 应 该 尝试 以 这 样 一 种 方式 来 定义 位 移 的 乘 
法 和 除法 , 即使 得 


05/04 = 0D/00, 0B.0C=04.05. 





现在 设 
OB= [x,yl, OC=|[zx,y], OD= [X,Y], 


并 假设 4 是 点 (1,0), 所 以 O04 = [1,0]. 此 时 


OA.0D=11,0)[X,Y] = [X,Y], 
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故而 

[x,y lx",y] = [X,Y]. 
这 样 一 来 , 乘积 OB.OC 就 被 定义 成 了 0D, D 是 通过 在 OC 上 构造 一 个 与 OAB 
相似 的 三 角形 而 得 到 的 . 为 了 使 得 这 一 定义 没有 歧义 , 应 该 注意 到 在 OC 上 可 以 
作出 两 个 这 样 的 三 角形 OCD 和 OCD'. 我 们 选取 其 中 使 得 角 COD 与 角 4OB 
不 但 在 大 小 上 而 且 在 符号 上 都 相等 的 那个 三 角形 , 如 图 21 所 示 . 我 们 说 这 两 个 三 
角形 是 在 同样 的 指向 下 相似 的 (similar in the same sense). 


及 





图 21 
如 果 B 和 0C 的 极 坐标 是 (o,0) 和 (o,9), 则 
T=pcos0, y=psing, 7 =o0ocosg, Y = osing, 
此 时 DD 的 极 坐标 是 (po,9 十 9). 从 而 
X= pocos(0+9)= rr — yy, 
Y=posin(0+09)= xy + yy. 
于 是 所 要 求 的 定义 就 是 
[zy [zy] = [7 — yy, LY + yx). (6) 
我 们 注意 到 (1) 如 果 yy = 0, 则 有 X = zz',Y = zy 这 正 是 我 们 所 希望 的 ; 
(2) 如 果 交 换 x 和 x , 并 交换 y 和 wy, 则 该 等 式 的 右边 并 不 改变 , 所 以 有 
区 区区 的 = [zy [ez, Y); 
以 及 (3) 
{[z， y| 十 [2 vy]} ba vy] = [z 站 2 2/ 十 y | [we vy] 
(T+I) 2 (y+HYINY, FHI + y+Y) 2 
A | yz"| | [有 21 71， TY 十 vy 7" | 
zy 2", y+ [zy le", . 
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类 似 地 可 以 验证 : 第 37 节 末 尾 的 所 有 等 式 都 是 满足 的 . 从 而 定义 (6) 满足 我 
们 在 第 37 节 中 给 出 的 所 有 要 求 . 

例 ” 利 用 上 面 给 出 的 几何 定义 直接 证 明 : 位 移 的 乘法 满足 交换 律 和 分 配 律 . [以 交换 律 为 
例 . 乘积 0B .OC 就 是 OD (图 21), 且 COD 与 A0B 相似 . 为 构造 出 乘积 OC . OB, 我 们 
应 该 在 OB 上 作出 一 个 与 A4OC 相似 的 三 角形 BOD1. 所 以 我 们 要 证 明 的 就 是 : D 和 D1 重 
合 , 或 者 就 是 证 明 BOD 与 AOC 相似 . 而 这 是 初等 几何 的 牛刀 小 试 . ] 


39.， 复数 


恰 如 一 个 沿 着 OX 的 位 移 [z] 与 一 个 点 (z) 以 及 一 个 实数 > 相对 应 一 样 , 平 
面 上 的 一 个 位 移 [x,y] 与 一 个 点 (z,y) 以 及 一 对 实数 z,y 相对 应 . 
我 们 将 会 发 现 , 用 符号 





2Z 十 Mi 


来 记 这 对 实数 x,y 是 很 方便 的 . 采用 这 一 记号 的 理由 稍 后 将 会 给 出 . 目前 读者 必 
须 把 x + yi 看 成 仅仅 是 [x,y] 的 另 一 种 书写 方式 . 符号 z 十 Vi 称 为 复数 (complex 
number). 

下 面 我 们 着 手 来 定义 复数 的 等 价 、 加 法 以 及 乘法 . 对 每 个 复数 都 有 一 个 位 移 
与 之 对 应 . 如 果 两 个 复数 对 应 的 位 移 是 等 价 的 , 则 它们 是 等 价 的 . 两 个 复数 的 和 或 
者 乘积 是 一 个 复数 , 它 与 这 两 个 复数 对 应 的 位 移 之 和 或 者 乘积 相对 应 . 从 而 








r+i=v +yi (1) 

当 且 仅 当 z = x y=; 
(z+Y)+ (rT +Yi)= (+r) + (y+)i; (2) 
(T+) (x+yi)= rr yy + (ry + yx)i. (3) 


特别 地 , 作为 (2) 和 (3) 的 特例 , 我 们 有 
ZX 十 外 二 (Zz 十 0i) 十 (0 十 久 i)， 
(z+0i) (x+yi)= zr 十 ZU 
这 些 方程 提示 我 们 , 如 果 在 处 理 复数 时 把 z 十 0i 写成 z, 而 把 0 十 vi 写成 yi (正如 
我 们 从 现在 起 这 样 做 的 ), 则 不 会 有 产生 混淆 的 危险 . 
读者 很 容易 自己 验证 : 复数 的 加 法 和 乘法 服从 由 等 式 


(Zz 十 四 十 (X 十 Vi) 二 (x 十 Vi 二 (z+ 二 i)， 


{(z + + (zr tyD}+ 2 FV) = (+) + {t+ (2 + yi)}, 
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(z+Yi) (2 +Yi)= (2 +Yi) (z+), 


(z+ {x FID+ 2 FD} = LH) THY + (LH) 2" + i), 








{(z+)+ 7 +YD} FV)= T+) r+) + (x + i) (2 + yi), 
(x+yi) {x 十 VD + DD}= {r+%) (s+)} 十 2 

所 表示 的 代数 定律 , 这 些 等 式 的 证 明 实 际 上 与 对 应 的 位 移 的 相应 等 式 的 证 明 是 相 
同 的 . 

复数 的 减法 和 除法 如 同 在 通常 的 代数 中 那样 定义 . 于 是 我 们 可 以 将 (zx 十 人 一 
(x' 十 Vi 定义 为 

(z+Yi)+{— (x +Y)}=2+i+ (x -Y= (72) +(y— Yi 
或 者 同样 地 , 将 (zx 十 而) 一 (zx' 十 yi) 定义 为 & 十 Ti, 它 满足 
(x 二 yi) 二 (十 0 二 =z 十 久 i. 

而 (zx 十 太 )/ (x 十 i) 则 定义 为 复数 & 十 i, 它 满足 


(z’ +Yi) (E+n)= 2+ 














也 就 是 
TE YN+ INn+YE)i= r+, 
此 即 
TE—YN=T, XN+YE=Y. (4) 
关于 上 和 7 解 这 些 方程 , 我 们 得 到 
ZX + yy yx 一 ZU 
| 一 十 





如 果 z 和 Y 两 者 均 为 0, 也 即 z + yi = 0, 则 这 个 解 失 效 . 故而 减法 总 是 行 得 通 
的 ; 除法 也 总 是 行 得 通 的 , 除非 除数 是 0. 
我 们 现在 可 以 如 在 通常 的 代数 中 那样 , 来 定义 z + vi 的 正 整数 次 需 、 关 于 
Z 十 4i 的 多 项 式 以 及 关于 Zz+gi 的 有 理 函 数 . 
例 (1) 从 几何 观点 来 看 , 位 移 OD 被 OC 除 的 问题 , 就 是 寻求 B, 使 得 三 角形 COD 与 
AOB 相似 的 问题 , 这 显然 是 可 能 的 ( 且 其 解 也 是 唯一 的 ), 除非 C 与 O 重合 , 也 即 OC = 0. 
(2) 数 z 二 下 与 z- 扩 称 为 是 共 簿 的 (conjugate). 验证 
(2 +) (rz—H)= 7 +, 
所 以 两 个 共 斩 复 数 的 乘积 是 实数 , 且 
T+ (十 好 (一 2 _ rr 十 WU 十 (zy 一 Zi 
2 十 Wi (2 十 VD 一 2 z+ | 


























42. 用 i 作 乘 法 的 几何 解释 “65 


40. 复数 ( 续 ) 

实数 的 一 个 最 重要 的 性 质 通常 称 为 因子 定理 (the factor theorem)， 它 断言 : 
两 个 数 的 乘积 不 可 能 为 零 , 除非 这 两 个 数 中 有 一 个 是 零 , 

为 证 明 这 个 结论 对 于 复数 仍然 成 立 , 我 们 在 上 一 节 的 方程 (4) 中 取 z = 0,y = 0. 
这 样 就 有 

EYN=0 rn+yé=0. 
这 些 方程 给 出 £ = 0,7 = 0, 也 即 
+i=0, 

除非 z’ = 0,y = 0, 也 即 x' 十 Wi = 0. 故而 x 十 i 不 可 能 等 于 零 , 除非 x 十 yi， 
或 十 而 等于零. 
41. 等 式 这 一 一 1 

我 们 同意 用 x 代替 z + 0i、 用 vi 代替 0+ vi, 以 此 来 简化 我 们 的 记号 . 对 于 
特殊 的 复数 1i, 我 们 直接 用 i 来 表示 . 它 是 与 沿 OY 作 单 位 位 移 所 对 应 的 数 . 我 
们 还 有 





这 二 = (0 十 1 (0+1i)=(0:0-1:1)+(0:1+1:0)i=—1l. 


类 似 地 有 (i)? = 1. 从 而 复数 i 与 -i 满足 方程 zz = 一 1 
现在 对 于 复数 的 加 法 和 乘法 的 法 则 , 读者 应 该 很 明白 有 这 样 的 结果 : 我 们 用 
对 实数 的 方式 对 复数 进行 运算 ,把 符号 i 当 作 一 个 数 来 处 理 , 不 过 每 当 它 出 现 之 
时 ,就 用 一 1 来 代替 乘积 ii 二 这 . 例如 , 这 样 就 有 
(z+i) (x +) =r ryit+yrit+ yyi? 
= (zx — yy) + (ry + yx’)i. 


42. 用 i 作 乘 法 的 几何 解释 


由 于 
(z+ Yi)i= y+ zi, 

故而 推出 : 如 果 x 十 i 对 应 于 OF, 画 出 与 OP 等 长 的 09, 使 得 POQ 是 一 个 正 
的 直角 , 那么 (z 十 仿 )i 与 OG 对 应 . 换 句 话说 , 用 i 乘 一 个 复数 等 同 于 将 对 应 的 
位 移 转动 一 个 直角 . 

从 这 个 观点 出 发 , 我 们 或 许 能 将 复数 的 整个 理论 建立 起 来 . 将 z 视 为 沿 OX 
的 一 个 位 移 , 将 i 视 为 等 同 于 将 x 旋转 一 个 直角 的 运算 . 从 这 样 的 思想 出 发 , 我 们 
就 会 将 页 视 为 沿 OY 所 作 的 、 大 小 为 y 的 位 移 . 这 样 , 我 们 就 很 自然 地 将 z 十 攻 
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定义 为 在 第 36 节 和 第 39 节 中 那样 , 而 (z 十 wi)i 则 表示 将 x 十 vi 旋转 一 个 直角 
所 得 到 的 位 移 , 也 即 -y 十 xi. 最后, 我 们 自然 应 该 将 (z 十 他 2 定义 成 zz 十 ya 
将 (z+Wi)yi 定义 成 -yy 十 zyi, 再 将 (zy 十 Wi) (z' 十 Vi) 定义 成 这 些 位 移 的 和 ， 
也 即 表 示 成 

zr — yy + (ry + ye)i. 
43. 方程 22 十 1 二 0, az? 十 2bz 十 c= 二 0 


不 存在 实数 z 使 得 zx? 十 1 = 0, 也 即 该 方程 没有 实 根 . 但 是 , 如 同 我 们 已 经 看 
到 的 那样 , 两 个 复数 i 和 一 i 满足 这 个 方程 . 我 们 把 这 说 成 : 该 方程 有 两 个 复 根 i 
和 一 i. 由 于 i 满足 22 = -1 有 时 也 把 它 写 成 V1 的 形式 . 

复数 有 时 称 为 虚数 (imaginary number).” 这 种 表示 方法 令 人 有 些 不 快 , 但 是 
它 已 经 深入 人 心 , 我 们 只 能 接受 它 . 不 过 , 按照 任何 通常 意义 的 语汇 来 说 ,“ 虚 数 ” 
与 “实数 ”或 者 任何 其 他 的 数学 对 象 一 样 , 都 不 是 “凭空 想象 的 ” 

实数 与 有 理 数 并 不 是 有 同样 意义 的 数 ， 复数 与 实数 也 不 是 有 同样 意义 的 数 . 
根据 上 面 的 讨论 应 该 明了 : 为 了 技术 上 方便 的 目的 ,我们 用 符号 将 数 偶 (a pair 
of numbers) (x,y) 连接 成 形式 x 十 i. 从 而 





i 一 0 十 1i 

代替 了 数 偶 (0,1), 而 它 在 几何 上 可 以 用 一 个 点 或 者 用 位 移 [0,1] 来 表示 ， 当 说 i 
是 方程 2 十 1 = 0 的 一 个 根 时 , 我 们 所 指 的 就 是 定义 了 一 个 方法 , 此 方法 把 我 们 
称 之 为 “乘法 ”的 数 偶 (或 者 位 移 ) 组 合 起 来 , 而 且 当 我 们 用 此 方法 把 (0,1) 与 它 
自己 组 合 起 来 时 , 就 给 出 结果 (一 1,0). 

现在 让 我 们 来 研究 更 一 般 的 方程 

az?2 十 2bz 十 c= 二 0， 

其 中 a,b,c 是 实数 . 如 果 如 > ac, 通常 的 解法 给 出 两 个 实 根 (-b 土 VP 一 ac) /a. 
如 果 及 < ac, 则 该 方程 没有 实 根 . 该 方程 可 以 写成 形式 


( ) ac—% 

Cn a? ” 

如 果 z + (5/a) 是 复数 二 Vac 一 如 /a* 中 的 某 一 个 , 则 此 等 式 为 真 . 我 们 将 此 表述 
成 该 方程 有 两 个 复 根 




















b .ivac— D2 
0 a 和 





@ 通用 的 术语 “实数 ”是 作为 与 “虚数 ”相对 立 的 词语 引进 的 . 
@ 为 了 印刷 方便 起 见 , 有 时 我 们 用 z 十 iy 来 代替 z 十 vi. 
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如 果 我 们 依照 惯例 , 约定 在 好 = ac 时 (在 此 情形 下 , 该 方程 仅 被 x 的 一 个 值 ， 
也 即 -wa 所 满足 ) 该 方程 有 两 个 相等 的 根 , 那么 , 一 个 实 系数 的 二 次 方程 在 所 有 
情形 下 都 有 两 个 根 , 要 么 是 两 个 不 同 的 实 根 , 要 么 是 两 个 相等 的 实 根 , 要 么 是 两 个 
不 同 的 复 根 . 

此 问题 自然 使 我 们 联想 到 , 一 旦 复 根 得 到 承认 , 一 个 二 次 方程 是 否 可 能 会 有 
多 于 两 个 根 . 容易 看 出 , 这 是 不 可 能 的 . 事实 上 , 它 的 不 可 能 性 可 以 用 与 在 初等 代 
数 中 证 明 一 个 n 次 方程 不 可 能 有 多 于 ”个 根 完 全 相同 的 一 串 推理 来 加 以 证 明 . 我 
们 用 单个 字母 z 来 记 复 数 x 十 vi, 即 z = zz 十 Wi, 这 是 复数 的 约定 俗 成 的 表示 法 . 
设 f(z) 表示 任何 一 个 关于 > 的 实 系 数 或 者 复 系数 的 多 项 式 . 接 下 来 我 们 要 依次 
证 明 : 

(1) f(z) 被 z 一 a 除 所 得 的 余 式 是 f (a), 这 里 a 是 一 个 实数 或 者 复数 ; 

(2) 如 果 a 是 方程 f (z) = 0 的 一 个 根 , 那么 f (z) 能 被 z 一 a 整除 ; 

(3) 如 果 f (z) 是 一 个 n 次 多 项 式 , 且 f(z) =0 有 个 根 a1,a2,… ,an, 则 


f (2)= A(z— a1) (2— a). (2 — an), 


其 中 4 是 一 个 实 的 或 者 复 的 常数 , 实际 上 也 就 是 f (z) 中 z” 的 系数 . 由 最 后 这 个 
结果 以 及 第 40 节 中 的 定理 可 以 推出 : f(z) 不 可 能 有 多 于 n 个 的 根 . 

我 们 的 结论 是 , 实 系数 的 二 次 方程 恰好 有 两 个 根 . 以 后 我 们 将 会 看 到 , 对 于 任 
意 一 个 实 系数 或 者 复 系数 的 方程 都 有 一 个 类 似 的 定理 成 立 : n 次 方程 恰好 有 mn 个 
根 . 证 明 中 唯一 有 困难 的 是 其 中 的 第 一 个 结论 , 也 即 任何 方程 必定 有 至 少 一 个 根 . 
目前 我 们 必须 推迟 给 出 它 的 证 明 .” 然 而 , 我 们 可 以 马上 将 注意 力 转向 此 定理 的 一 
个 很 有 趣 的 结果 . 在 数论 中 , 我 们 的 出 发 点 是 正 整 数 、 加 法 和 乘法 的 思想 , 以 及 它 
们 的 逆 运 算 减 法 和 除法 . 我 们 发 现 , 这 些 运算 并 不 总 是 可 行 的 , 除非 我 们 接受 新 型 
的 数 类 . 仅 当 我 们 接受 负数 (negative number) 时 , 我 们 才能 赋予 3 一 7 以 意义 ; 如 
果 我 们 接受 有 理 分 数 (rational fraction), 我 们 才 可 以 赋予 3 以 意义 . 当 我 们 将 算 
术 运 算 表 扩充 到 包含 根 式 以 及 解 方程 时 , 我 们 发 现 其 中 有 一 些 , 比如 一 个 ( 像 2 那 
样 的 ) 非 完全 平方 数 的 平方 根 的 计算 是 不 可 能 的 ,除非 我 们 扩大 数 的 概念 并 接受 
第 1 章 中 无 理 数 . 

其 他 的 , 例如 一 1 的 平方 根 的 计算 也 是 不 可 能 的 , 除非 我 们 走 得 再 远 一 些 , 接 
受 本 章 里 的 复数 . 这 样 的 猜想 很 自然 : 当 我 们 着 手 研 究 更 高 次 数 的 方程 时 , 即使 借 
助 于 复数 , 仍 会 有 一 些 方程 被 证 明 是 不 可 解 的 , 这 样 一 来 , 或 许 我 们 就 会 被 引导 到 
考虑 更 多 类 型 的 数 . 而 事实 并 非 如 此 : 无 论 什么 样 的 代数 方程 的 根 都 是 通常 的 复 
数 . 








中 见 附录 2. 
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初等 代数 中 所 有 的 仅仅 用 加 法 以 及 乘法 的 法 则 所 证 明 的 定理 , 不 论 其 中 出 现 
的 数 是 实数 还 是 复数 ,都 是 成 立 的 ,因为 这 些 法 则 既 适 用 于 复数 , 也 适用 于 实数 . 
例如 , 我 们 知道 : 如 果 aw 和 6 是 
az22 十 20z 十 c 一 0 
的 根 , 那么 就 有 
ac 十 8= 一 (20/ao)， ap = (c/a). 


类 似 地 , 如 果 a,6,7 是 
a23 十 30z2 十 3cz 十 dg =0 


的 根 , 则 有 
a+B+7=—(3/a), ByY+7ya+aB = (30/0), apy=— (d/o). 
所 有 像 这 些 结论 一 样 的 定理 , 不 论 a,5,… ,a, 8,…… 是 实数 还 是 复数 都 是 成 立 的 . 
44. Argand 图 
设 已 (图 22) 是 点 (xz,y), 7 是 长 度 OP, 而 0 是 角 XOP, 则 


T=rcos0, y=rsin0, 7 一 VZ2 十 712， 

cos0 :sin0O:1::2:237. 

如 同 在 第 43 节 中 那样 , 我 们 用 z 来 记 复 数 xz 十 vi， 

并 称 z 是 复 变 量 (complex variable)， 我 们 称 P 是 

点 2 或 者 称 为 与 > 对 应 的 点 ; 而 称 > 是 书 的 宗 量 (ar- 

gument), x 是 实 部 (real part), y 是 虚 部 (imaginary 

part), 7 是 模 (modulus), 9 是 z 的 辐 角 (amplitude); 
且 我 们 记 





T=R(z), y=1(z), 


r=|z|,，0 = amz. 


当 yy = 0 时 , 我 们 就 说 z 是 实 的 (real); 当 x = 0 时 , 我 们 就 说 > 是 纯 虚 的 
(purely imaginary). 我 们 把 两 个 仅仅 虚 部 符号 不 同 的 两 个 数 x 十 yi 和 x 一 vi 称 为 
是 共 恩 的 . 应 该 注意 到 , 两 个 共 轿 的 数 的 和 2z 以 及 这 两 个 共 轿 的 数 的 乘积 2? 十 
都 是 实 的 , 共 思 的 数 有 相同 的 模 Vz2 十 y2, 且 它 们 的 乘积 等 于 其 中 每 个 数 的 模 的 
平方 . 例如 , 当 一 个 实 系数 二 次 方程 的 根 不 是 实数 时 , 就 是 共 罗 的 复数 . 

必须 注意 , 9 (也 即 amz) 是 x 和 vy 的 多 值 函 数 , 它 有 无 穷 多 个 值 , 这 些 值 是 相 
差 2rr 的 倍数 的 角度 .? 一 条 原来 沿 着 OX 放置 的 线段 , 如 果 转 动 这 些 角 度 中 的 任 


@ 显然 , |z| 与 已 的 极 坐标 7 相等 , 且 另 一 个 极 坐标 9 是 amz 的 一 个 值 . 这 个 值 不 一 定 是 正文 后 面 所 定义 的 主 
值 , 因为 对 第 22 节 中 的 极 坐标 而 言 ,6 的 取 值 介 于 0 与 2xt 之 间 , 而 主 值 则 介 于 一 zt 与 x 之 间 . 
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意 一 个 角度 , 就 会 变 成 沿 着 OP 放置 . 我 们 将 介 于 一 zt 与 zx 之 间 的 这 些 角 度 中 的 
一 个 说 成 是 z 的 辐 角 的 主 值 (principal value). 这 一 定义 除了 当 该 辐 角 的 这 些 值 
中 有 一 个 值 是 zx 之 外 (此 时 -zt 也 是 它 的 一 个 值 ), 不 会 产生 混淆 . 对 其 辐 角 中 有 
一 个 值 是 zt 的 情形 , 我 们 必须 作出 某 种 特殊 的 规定 以 确定 其 中 的 哪 一 个 值 作为 该 
辐 角 的 主 值 . 当 我 们 说 到 z 的 辐 角 时 , 除非 指 的 是 相反 的 情形 , 一 般 来 说 总 是 指 它 
的 主 值 . 

图 22 通常 称 为 Argand 图 . 
45. De Moivre 定理 

由 加 法 和 乘法 的 定义 立即 推出 以 下 的 性 质 : 

(1) 两 个 复数 的 和 的 实 ( 虚 ) 部 等 于 它们 的 实 ( 虚 ) 部 的 和 ; 

(2) 两 个 复数 的 乘积 的 模 等 于 它们 的 模 的 乘积 ; 

(3) 两 个 复数 的 乘积 的 辐 角 或 者 等 于 它们 的 辐 角 的 和 , 或 者 与 之 相差 2r. 

应 该 注意 , am (zz ) 的 主 值 等 于 amz 和 amz' 的 主 值 之 和 这 一 结论 并 不 总 是 正确 的 . 例如 ， 
如 果 z = z = 一 1 十 i, 则 z 和 z 中 每 一 个 数 的 辐 角 的 主 值 均 为 3r.， 但 是 zz = 一 2i, 故而 
am (zz') 的 主 值 等 于 一 #7 而 不 是 27. 

后 面 两 个 定理 可 以 表示 成 等 式 

r(cos0 十 isin0) x pl(cosy+tising) 
=rp{cos(0+09)+isin(0+ 09)}, 

它 可 以 通过 乘法 并 利用 cos (9 十 8) 以 及 sin (9 十 9) 的 通常 的 三 角 公 式 予 以 证 明 . 
更 一 般 地 有 


r1i(cos01 十 isin0) xya(cosb 十 isinbo)x.… x rn (cosOn, 十 isinbn) 








三 7172.…Tn {cos (外 十 2 十 … 十 的 ) 十 isin (外 十 2 十 … 十 0,)}. 
一 个 特别 有 趣 的 情形 是 , 其 中 
于 而 To 和 Tn, 1, 01 0» i 0 0. 











这 样 我 们 就 得 到 等 式 
(cos0 +isin 0) ”= cos70 十 isin70， 


其 中 n 是 任意 一 个 正 整 数 . 这 个 结果 称 为 de Moivre 定理 .% 
又 , 如 果 


2 一 7r(cos0 二 isin0)， 








外 为 了 简略 起 见 , 有 时 用 Cis9 来 表示 cos 9 + isin 9 是 很 方便 的 : 根据 Harkness 和 Morley 教授 推荐 使 用 的 这 
个 记号 , de Moivre 定理 可 以 用 等 式 (Cis0)” = Cisn9 来 表示 . 
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则 有 
1/z = (cos0 —isin0)/r. 


从 而 z 的 倒数 之 模 就 是 z 的 模 之 倒数 , 而 z 的 倒数 之 辐 角 是 z 的 辐 角 之 相反 数 . 
我 们 现在 可 以 陈述 与 (2) 和 (3) 所 对 应 的 商 的 定理 了 . 
(4) 两 个 复数 的 商 的 模 等 于 它们 的 模 的 商 ; 
(5) 两 个 复数 的 商 的 辐 角 或 者 等 于 它们 的 辐 角 之 差 , 或 者 与 之 相差 2r. 
又 有 
(cos0+isin0) "=(cos0 —isin0)™ 
={cos(—0) +isin(—0)} 
一 cos (一 00) 十 isin (—n0). 


于 是 de Moivre 定理 对 n 的 所 有 的 正 的 或 者 负 的 整数 值 都 成 立 . 

我 们 可 以 向 定理 (1)~(5) 中 添加 下 面 的 定理 , 这 个 定理 也 是 极其 重要 的 . 

(6) 任意 多 个 复数 的 和 之 模 不 大 于 它们 的 模 之 和 . 

设 OP,OP',... 是 与 诸 个 复数 所 对 应 的 位 移 ， 画 出 与 OP' 相等 且 平 行 的 
PQ, 画 出 与 OP” 相等 且 平 行 的 QR, 如 此 等 等 . 最 后 我 们 得 到 点 U, 使 得 有 





OU =OP+OP +OP+.... 





长 度 OU 就 是 诸 复数 的 和 之 模 , 而 它们 的 模 之 和 则 是 折线 OPQR.…U 的 总 长 度 ， 
显然 , 它 不 小 于 OU ( 见 图 23). 





图 23 


这 个 定理 的 一 个 纯粹 的 算术 证 明 概述 于 例 XXI 的 第 (1) 题 中 . 
46. 几 个 关于 复数 的 有 理 函 数 的 定理 


复 变 量 z 的 有 理 函 数 与 一 个 实 变量 的 有 理 函 数 定义 相同 , 也 即 定 义 为 两 个 关 
于 z 的 多 项 式 之 商 . 
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定理 1 任何 有 理 函 数 民 (z) 都 可 以 化 成 形式 外 十 Yi, 其 中 针 和 YY 是 关于 
ZX 和 4 的 实 系数 的 有 理 函 数 . 

首先 , 显然 的 是 , 根据 加 法 和 乘法 的 定义 , 任何 多 项 式 已 (z 十 好 ) 都 可 以 化 成 
形式 4+ Bi, 其 中 4 和 B 是 关于 x 和 的 实 系数 的 多 项 式 . 类 似 地 , Q (x 二 萎 ) 
也 可 以 化 成 形式 C + Di. 从 而 


R(tz+yi)= P(r+yi)/Q (r+ Yi) 
可 以 表示 成 形式 


(A+Bi)/(C+Di)=(A+Bi)(C- Di)/(C+Di)(C- Di 
_AC+BD . BC — AD. 
C2+4+D? 02 + D2? .3 








定理 得 证 . 

定理 2 如 果 RR(z 十 i) == 站 十 Yi, R 如 前 为 一 个 有 理 函 数 , 但 是 有 实 系数 ， 
那么 就 有 民 (Z -Wi =X 一 Yi， 

首先 通过 实际 作 展开 , 容易 验证 结论 对 客 (zx 十 他)” 成 立 . 根据 加 法 推 知 , 结 
论 对 任意 的 实 系数 多 项 式 为 真 . 于 是 , 按照 上 面 所 用 的 记号 就 有 

站 A Bi MAOT BD BC-AD: 
C—Di CO?++D? CO?++D? 

这 里 除了 i 的 符号 自始至终 有 改变 之 外 , 化 简 的 过 程 与 以 前 完全 相同 . 显然 , 对 于 
任意 多 个 复 变量 的 函数 , 与 定理 1 以 及 定理 2 类 似 的 结果 依然 成 立 . 

定理 3 如 果实 系数 方程 











aoz22 十 alzn 1 十 :… 十 an 二 0 


的 根 不 是 实数 的 话 , 则 可 以 归结 为 具有 两 两 成 对 共 力 的 形式 . 

根据 定理 2 可 以 推出 : 如 果 xz 十 yi 是 其 一 个 根 , 那么 xz 一 vi 亦 然 . 这 个 定理 的 
一 个 特例 是 (第 43 节 ): 一 个 实 系数 二 次 方程 的 根 要 么 是 实数 , 要 么 是 共 斩 复 数 . 

此 定理 有 时 陈述 为 : 实 系 数 方程 的 复 根 成 共 力 对 出 现 ， 应 该 将 此 结论 与 例 
VIII 的 第 (7) 题 加 以 比较 : 在 一 个 有 理 系数 的 方程 中 , 无 理 根 成 共 恩 对 出 现 .? 

例 XXI 

(1) 不 借助 几何 思想 , 直接 从 定义 证 明 第 45 节 定 理 (6). 

[首先 , 为 证 明 jz 十 2 < |z| 十 |z 和 |, 即 须 证 明 











Veto) ty ty) < VEtRr VT 




















@ 数 a 十 Vb 和 a 一 Vb 有 时 也 称 为 是 “ 共 轿 的 ”, 其 中 a,b 是 有 理 数 且 5 不 是 完全 平方 数 . 
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这 样 一 来 , 该 定理 就 很 容易 推广 到 一 般 的 情形 . 此 定理 是 “Minkowski 不 等 式 ” 的 一 个 特例 , 见 


Hardy、Littlewood 和 P6lya 所 关 Inequalities 一 书 第 30~39 页 . ] 

2) 使 得 
成 立 的 仅 有 情形 是 诸 数 >, >,… 有 相同 的 幅 角 . 用 几何 方法 与 解析 方法 来 证 明 它 . 

3) 证 明 

el 

4) 如 果 两 个 复数 的 和 与 乘积 均 为 实数 ,那么 这 两 个 数 要 么 都 是 实数 ， 要么 是 一 对 共 思 复 
数 . 

5) 如 果 





a+bV3+ (c+av3)i=A+BV3+ (C+DV3),, 
其 中 ab cd, 4, B,CO,D 是 实 的 有 理 数 , 那么 








a= A, b=B, c=0C, d=D. 





(6) 将 下 面 诸 数 表示 成 4 + Bi 的 形式 , 4, B 均 是 实数 : 


py TN 1-iN? A+tpi /AtpiN? /A-pi\? 
Qs (于 |) ’ (二 ”A—pi (生生 ) ( 宗 汪 ) ， 
其 中 入 和 jy 是 实数 . 
(7) 将 下 面 的 关于 z = xz 十 vi 的 函数 表示 成 六 十 Yi 的 形式 , X 和 YY 是 x 和 的 实 函数 : 
2 23， 27 1/z 十 (1/z), (a 十 Bz)/(Y 十 6z), 其 中 a, 8,y,6 是 实数 . 
(8) 求 上 面 两 个 例子 中 的 数 以 及 函数 的 模 . 


(9) 如 果 
i (2=3) Sd 
c—d > 2 
也 就 是 说 , 如 果 (a 一 5) / (c 一 dg) 是 纯 虚 数 , 则 由 点 z = wz ==， 以 及 z = cz=d 决定 的 两 条 
直线 将 是 垂直 的 . 这 两 条 直线 平行 的 条 件 是 什么 ? 
(10) 一 个 三 角形 的 三 个 顶点 由 z = az = 6B,z = 7Y 给 出 , 其 中 a,6,Y 是 复数 . 证 明 下 述 
命题 : 


(i) 重心 (centre of gravity) 由 z= 二 (Qa 十 6 十 给 出 ; 
(ii) 外 心 (circum-centre) 由 |z 一 a|=|z 一 8|=|z 一 | 给 出 ; 
(iii) 由 三 个 顶点 向 三 条 对 边 所 作 的 三 条 垂 线 的 交点 由 


2 一 QNV 2 一 ON 
(0 Be 
给 出 ; 


(iv) 三 角形 内 部 有 一 个 点 PP 使 得 


CBP= ACP= BAP=w 


























以 及 
cotw= cotA+tcotB+tceotC. 
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[为 证 明 (ii) 我 们 注意 到 : 如 果 4, B,C 是 顶点 , 且 P 是 任意 一 点 z, 则 4P 与 BC 垂直 

的 条 件 是 (第 (9) 题 )(z 一 a) /(8 - 7) 应 为 纯 虚 数 , 也 就 是 
R(z—-oR(B-7+I(z -oI —7)=0. 

这 个 方程 以 及 将 a, 8,” 作 循环 置换 排列 所 得 到 的 另外 两 个 类 似 的 方程 被 z 的 同样 的 值 满足 ， 
这 可 以 从 下 述 事实 看 出 : 这 三 个 方程 的 左边 之 和 为 零 . 

为 证 明 (iv), 取 BC 与 z 轴 的 正方 向 平行 . 那么 就 有 ” 

-B=a, am-7Y=—bCis(-C), bP—a=—cCisB. 
我 们 要 从 方程 
(z— (Bo -oo0) 一 Do 一 po 2- (00 Cis2w, 











(zj0—a0)(B—a) (opo-D (20—7Y)(a—7) 
中 确定 出 z 和 w, 其 中 zo, ao, Bo, Yo 表示 > a, 6B,7Y 的 共 轿 复数 . 
将 这 三 个 相等 的 分 式 的 三 个 分 子 和 分 母 相 加 , 并 利用 等 式 
icotw = (1 十 Cis2w) / (1— Cis2w), 
我 们 求 得 
(一 7 一 7 二 一 ooo 一 ao 二 Dao 一 5) 
BYo — BoY + Yo — Yat apo— ob 
由 此 容易 推出 cot w 的 值 是 (o + 吧 + c) /4A, 其 中 人 是 该 三 角形 的 面积 , 而 这 与 所 给 的 结 
果 是 等 价 的 . 
为 了 确定 z, 我 们 把 这 些 相等 的 分 数 的 分 子 和 分 母 乘 以 (yo 一 60) / (8 一 a), (ao 一 0)/ (YB)， 
(Bo 一 ao) / (a 一), 并 将 它们 相 加 给 出 一 个 新 的 分 数 . 这 就 得 到 
_ aaCisA + bBCisB + cyCisC ] 
aCisA + bCisB + cCisC 





icotw 一 





(11) 如 果 
下，` 业 .让 
a bc|=0, 
2 
则 顶点 分 别 是 点 abc 与 x,y,z 的 两 个 三 角形 相似 . 





所 要 求 的 条 件 是 AB/AC = XY/XZ (大 写字 母 表示 与 宗 量 为 小 写字 和 母 所 对 应 的 点 ), 也 

(5 一 a)/(c 一 a) = (yy 一 Zz)/(z 一 xX), 这 与 所 给 的 条 件 是 相同 的 . ] 

12) 从 上 一 个 例子 推导 出 : 如 果 诸 点 x,y,z 共 线 , 那么 我 们 可 以 求 得 实数 a, 6B,, 使 得 

Qa 二 +B 十 Y==0 以 及 az 十 By 十 yz 二 0, 且 反之 亦 然 (参见 例 XX 的 第 (4) 题 ). [利用 如 下 事实 : 

在 此 情形 下 , 由 z,y, z 所 构成 的 三 角形 与 在 OX 轴 上 的 某 个 直线 三 角形 相似 , 并 利用 上 一 例子 

中 的 结果 . ] 

13) 一 般 的 复 系数 线性 方程 . 方程 wz 十 6 = 0 有 一 个 解 z = 一 8/a, 除非 a = 0. 如 果 令 
Qa=a++Ai, B=0b+Bi, z=27+Yi, 

并 使 实 部 与 虚 部 分 别 相等 , 我 们 就 得 到 确定 实数 x 和 y 的 两 个 方程 . 如 果 y = 0, 该 方程 有 一 

个 实 根 , 这 给 出 oz 十 b= 0, 4z 十 B= 0, 而 这 两 个 方程 相 容 的 条 件 是 aB 一 5b4 = 0. 


他 














Q 假设 , 当 我 们 按照 ABC 这 一 方向 沿 该 三 角形 绕 行 时 , 该 三 角形 在 我 们 的 左边 . 
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(14) 一 般 的 复 系数 二 次 方程 . 
此 方程 是 
(a+ Ai)z*+2(b+ Bi)z+(c+0i)=0. 
只 要 a 和 4 不 同时 为 零 , 我 们 就 可 以 在 两 边 用 a +i4 来 除 . 这 样 我 们 可 以 把 
z+2(b+ Bi)z+(c+0i)=0 (1) 
作为 方程 的 标准 形式 来 加 以 考虑 . 置 > = z 十 yi, 并 令 实 部 和 虚 部 分 别 相等 , 我 们 就 得 到 一 对 关 
于 z 和 的 联 立 方程 , 也 即 
ry +2(br— By)+c=0, 2ry+2(by+ Br)+C=0. 





如 果 我 们 令 





r+b=é, y+B=n, bP-B -c=h, 2B-C=k, 
ET =h, 2én=k. 
平方 并 相 加 , 得 到 


总 十 六 一 V 厌 干杯 5 (V 厨 本 + 及 )， 














fe + (Vv 本 二 顾及 
我 们 必须 选取 符号 以 使 &m 与 上 有 相同 的 符号 : 也 就 是 说 , 如 果 是正 的 , 我 们 必须 取 相 同 的 
符号 , 如 果 大 是 负 的 , 则 应 取 相 反 的 符号 . 

有 等 根 的 条 件 . 仅 当 上 面 两 个 平方 根 都 为 零 , 也 即 h = 0,k = 0, 也 即 c= 访 一 B?,C = 
25B 时 两 个 根 才 相等 . 这 些 条 件 等 价 于 单个 的 条 件 c+ Ci = (+ Bi)”, 它 表 达 了 这 样 的 事实 : 
(1) 的 左边 是 一 个 完全 平方 . 

有 实 根 的 条 件 . 如 果 x 十 2(5 十 Bi)xz 十 (c 十 Ci) = 0, 其 中 z 是 实数 , 那么 

Z2 十 207 十 c 一 0， 2Bz+C=0. 
消去 z, 我 们 得 到 所 需要 的 条 件 是 
C2 -40BC + 4cB? = 0. 
有 纯 虚 根 的 条 件 . 容易 求 得 此 条 件 是 
C2 -40BC — 402c = 0. 


有 一 对 共 罗 f 复 根 的 条 件 . 由 于 两 个 共 思 f 复 数 的 和 与 乘积 都 是 实数 , 所 以 5 十 Bi 和 c+ Ci 必 
定 两 者 丝 为 实数 , 也 即 有 B = 0,C = 0. 从 而 方程 (1) 能 有 一 对 共 轿 复 根 , 仅 当 它 的 系数 都 是 
实数 . 读者 可 以 通过 根 的 显 式 表 达 式 来 验证 这 个 结论 . 此 外 , 如 果 妇 > c, 那么 在 此 情形 方程 的 
根 将 都 是 实数 . 于 是 , 为 使 方程 有 一 对 共 斩 复 根 , 我 们 必须 有 B= 0,C = 0,b? < ec. 

(15) 三 次 方程 . 考虑 三 次 方程 








2 +3Hz+G = 0， 


其 中 G 和 玉 是 复数 , 设 给 定 : 该 方程 有 (a) 一 个 实 根 , (b) 一 个 纯 虚 根 , (c) 一 对 共 思 复 根 . 如 
果 互 = 入 +,G=p+oco 则 我 们 得 到 下 面 诸 结论 . 
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(a) 有 一 个 实 根 的 条 件 . 如 果 / 不 是 零 , 则 实 根 为 -of34, 且 co? + 27Xp2c 一 2713p = 0. 
另 一 方面 , 如 果 风 = 0, 则 必定 有 o = 0, 所 以 方程 的 系数 是 实数 . 在 此 情形 有 可 能 有 三 个 实 根 . 

(b) 有 一 个 纯 虚 根 的 条 件 . 如 果 1/ 不 是 零 , 则 纯 虚 根 是 pi/3, 且 有 0 -27Xu2p 一 27Hac = 
0. 如 果 4 = 0, 则 也 有 p = 0, 且 其 根 为 yi, 其 中 y 由 方程 由 一 3Xy 一 o 二 0 给 出 , 此 方程 的 系 
数 是 实数 . 在 此 情形 下 , 可 能 有 三 个 纯 虚 根 . 

(c) 有 一 对 共 力 复 根 的 条 件 . 设 共 恩 复 根 为 z 十 区 以 及 zx 一 vi. 那么 , 由 于 三 个 根 的 和 是 0， 
故 第 三 个 根 必 定 是 一 2x. 由 方程 的 系数 与 根 之 间 的 关系 我 们 推出 


y 一 3z2 = 3H, 2% (zx? +y) 一 G, 


从 而 G 和 五 两 者 必须 都 是 实数 . 

在 每 一 种 情形 , 我 们 都 能 要 么 求 得 一 个 根 (在 此 情形 用 一 个 已 知 的 因子 相 除 , 就 可 以 将 该 方 
程 化 为 一 个 二 次 方程 ), 要 么 可 以 将 方程 的 求解 转化 成 求解 一 个 实 系数 的 三 次 方程 . 

(16) 三 次 方程 2 十 qz 十 a2z 十 as 二 0( 其 中 a1 = Ai 十 A4i,…) 有 一 对 共 罗 复 根 . 证 明 
剩 下 那个 根 是 一 Aias/4s, 除非 43 = 0. 研究 43 = 0 的 情形 . 

(17) 证 明 : 如 果 ?十 3Hz 十 G = 0 有 两 个 共 斩 复 根 , 则 方程 


8a?+6aH8-G=0 


有 一 个 实 根 , 此 实 根 是 原 方程 的 复 根 的 实 部 a; 且 a 与 G 有 同样 的 符号 . 
(18) 一 个 任意 阶 的 复 系数 方程 一 般 来 说 可 能 没有 实 根 , 也 没有 成 对 的 共 轰 复 根 . 为 了 使 得 
方程 有 (a) 一 个 实 根 ; (b) 一 对 共生 复 根 , 它 的 系数 需要 满足 什么 条 件 呢 ? 
(19) 共 轴 的 圆 . 在 图 24 中 , 设 a,b,z 是 A, B,P 的 宗 量 . 那么 
z—b 


多 一 发 














am = APB, 





如 果 选 取 辐 角 主 值 的 话 . 若 图 中 所 画 的 两 个 圆 是 相等 的 ，z', z1, z1 








了 一 
am 二 b 0, am2 by 
2 一 Q 2 一 Q 
以 及 
内 一 中 
二 一 Xt 十 0. 
zi—a 
由 方程 
z—b 
am = 
Zz—a 





所 定义 的 轨迹 是 弧 APB, 这 里 9 是 一 个 常数 (其 值 等 于 弧 APB 
的 弧度 值 ). 分 别 用 x 一 9, 一 9, xt 十 9 取代 0 我 们 得 到 另外 三 条 
画 出 的 弧 . 
假设 9 是 参数 (9 取 值 从 -x 到 站, 所 得 到 的 方程 组 代表 一 
组 经 过 点 4, B 的 圆 . 不 过 应 该 注意 到 , 每 个 圆 都 被 分 成 了 两 部 分 
它们 对 应 9 的 不 同 的 值 车 晶 
(20) 现在 让 我 们 来 考虑 方程 














其 中 和 是 一 个 不 等 于 1 的 常数 . 
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设 KK 是 一 个 点 , 在 该 点 圆 ABP 的 切线 与 AB 相交 于 点 已 . 则 三 角形 KPA 与 KBP 相 

似 , 所 以 
AP/PB= PK/BK = KA/KP= 1/X. 

故 KA/KB = 1/ 和 2, 于是, 对 于 P 的 所 有 满足 方程 (1) 的 位 置 来 说 , KK 是 一 个 不 动 点 . 我 们 
还 有 KP? 一 KA.KB, 这 是 一 个 常数 . 所 以 PP 的 轨迹 是 一 个 以 天 为 中 心 的 圆 . 

和 变化 时 所 得 到 的 方程 组 表示 一 组 圆 , 其 中 的 每 个 圆 与 第 (19) 题 中 的 那 组 圆 中 的 每 个 圆 交 
成 直角 . 当 入 = 1 时 这 个 圆 变 成 一 条 直线 . 

第 (19) 题 中 的 那 组 圆 称 为 有 公共 点 的 共 轴 圆 系 . 第 (20) 题 中 的 这 组 圆 称 为 有 极限 点 的 共 
轴 圆 系 , 4 和 B 是 该 圆 系 的 极限 点 (limiting point)， 如 果 和 很 大 或 者 很 小 , 则 该 圆 是 一 个 包 
含 4 或 者 B 在 其 内 部 的 很 小 的 圆 . 

(21) 双 线 性 变换 . 考虑 方程 








2 一 劝 十 a， (1) 
其 中 z=Zz 十 中 和 2 = XX 十 Yi 是 两 个 复 变 量 , 假设 在 两 个 平面 zoy 和 XOY 上 表示 这 两 个 
复 变 量 . 对 z 的 每 一 个 值 对 应 有 2 的 一 个 值 , 反之 亦 然 . 如 果 a = a 十 Bi, 那么 

z=X+a, y=Y+p, 

点 (X,Y) 与 点 (x,y) 相对 应 . 如果 (x,y) 在 它 的 平面 上 描绘 出 一 条 任意 类 型 的 曲线 , (X,Y) 
就 在 它 的 平面 上 画 出 一 条 曲线 .从 而 一 个 平面 上 的 任意 一 个 图 形 就 会 对 应 有 另 一 平面 上 的 一 个 
图 形 . 通过 像 (1) 这 样 一 个 z 与 2 之 间 的 关系 做 成 的 从 zoy 平面 上 一 个 图 形 到 XOY 平面 上 
一 个 图 形 的 对 应 渠道 称 为 一 个 变换 (transformation). 在 这 一 特殊 情形 中 , 对 应 的 图 形 之 间 的 
这 种 关系 是 很 容易 确定 的 . (X,Y) 平面 上 的 图 形 在 大 小 、 形 状 以 及 定向 上 与 (x,y) 平面 上 的 图 
形 是 一 样 的 , 不 过 向 左 移 动 了 一 个 距离 a, 且 向 下 移动 了 一 个 距离 6. 这 样 的 一 个 变换 称 为 一 个 
平移 (translation). 








现在 考虑 方程 
sh (2) 
其 中 p 是 正 实数 . 这 给 出 z = pX,y = pY. 这 两 个 图 形 是 相似 的 , 且 类 似 地 环绕 各 自 平面 上 的 
原点 展 布 开 来 , 不 过 (x,y) 平面 上 图 形 的 尺度 是 (X,Y) 平面 上 图 形 的 尺度 的 p 倍 . 这样 的 一 
个 变换 称 为 一 个 缩放 (magnification). 
接 下 来 考虑 方程 
z= (cosg+tising)Z. (3) 
显然 |z| = |2|, amz 的 一 个 值 是 am2 + $, 且 两 个 图 的 差异 仅仅 在 于 : (z,y) 平面 上 的 图 形 是 
(X,Y) 平面 上 的 图 形 沿 正 方向 绕 原 点 转动 一 个 角度 . 此 变换 称 为 一 个 旋转 (rotation). 
一 般 的 线性 变换 
z=aZ+b (4) 


是 三 种 变换 (1)(2)(3) 的 一 个 组 合 . 因为 , 如 果 |a| = p 且 ama = 9, 我 们 就 可 以 用 三 个 方程 
z=z+b, z=p2Z, 2 = (cosp+ising)Z 
来 代 蔡 (4). 从 而 一 般 的 线性 变换 等 价 于 一 个 平移 、 一 个 缩放 以 及 一 个 旋转 的 组 合 . 
接 下 来 考虑 变换 

2 = LZ: (5) 
如 果 |Z|=R 且 am2Z = 696, 则 |z|=1/R 且 amz = 一 96, 为 了 从 (z,y) 平面 上 的 图 过 渡 到 
(X,Y) 平面 上 的 图 , 我 们 将 前 一 图 形 关于 以 o 为 中 心 的 单位 圆 作 反 演 , 然后 作 新 的 图 关于 ox 
轴 的 映像 ( 即 作 ox 轴 另 一 边 的 对 称 图 形 ). 
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这 等 价 于 下 列 诸 变换 
z= (a/c)+(bc—ad)(z/c), z=1/2, 2 =cZ+d 


的 组 合 , 即 等 价 于 我 们 已 经 考虑 过 的 各 种 类 型 的 变换 的 某 种 组 合 . 

变换 (6) 称 为 一 般 双 线性 变换 (general bilinear transformation). 关于 2Z 求解 , 我 们 得 到 

dz—0b 

ez 一 0 
一 般 双 线性 变换 是 有 下 列 性 质 的 最 一 般 类 型 的 变换 : 对 于 2 的 每 一 个 值 , 有 一 个 上 且 仅 有 一 个 z 
的 值 与 之 对 应 , 反之 亦 然 . 

(22) 一 般 双 线性 变换 把 圆 变 成 圆 ， 这 可 以 用 多 种 方法 予以 证 明 . 我 们 可 以 假设 熟知 的 纯 
几何 定理 成 立 : 反 演变 换 把 圆 变 成 圆 (当然 , 在 特殊 情形 下 它 是 直线 ). 或 者 我 们 也 可 以 利用 第 
(19) 题 和 第 (20) 题 的 结果 . 例如 , 如 果 (zx,y) 平面 上 的 圆 是 








并 用 2 来 代替 z, 我 们 得 到 




















其 中 
b—od 7 b—pd . a— pce 实 
a—oc’ a— pce’ a—oc|l 
(23) 考虑 变换 z = 1/2,z = (1 十 2)/(1 一 2), 并 画 出 (X,Y) 上 与 下 述 各 曲线 对 应 的 曲 
线 : ( 中 心 在 原点 的 圆 ; (i 经 过 原点 的 直线 . 


(24) 变换 z = (aZ 十 0) / (c2Z 十 qd) 使 圆周 ?十 = 二 1 与 (X,Y) 平面 上 的 直线 对 应 的 条 
件 是 |a| = |c|. 
(25) 交 比 . 交 比 (z1, z2, z3, 24) 定义 为 
(21 — 23) (22 — %4) 
(2 一 24) (22 一 23) 
如 果 4 个 点 和 饼 , z2,z3,z4 在 同一 条 直线 上 , 则 这 个 定义 与 在 初等 几何 中 所 采用 的 定义 相 吻 
合 . 这 4 个 点 对 应 有 24 个 交 比 (cross ratio), 从 2 z2, Zz3,z4 出 发 , 通过 排列 下 标 可 以 得 到 它 
们 . 这 些 交 比 有 6 组 , 每 一 组 中 有 4 个 相等 的 交 比 . 如 果 一 个 比值 是 , 那么 这 6 个 不 同 的 交 比 
就 是 入, 1 一 入 , 1/ 和 , 1/ (1 一 入 , (和 一 1)/ 和 ,入 (A 一 1). 如 果 其 中 任何 一 个 数 是 -1, 这 4 个 点 
称 为 是 调和 的 (harmonic) 或 者 调和 相关 的 (harmonically related). 在 此 情形 6 个 比值 是 一 1, 
2, 一 1, 1/2, 2, 1/2. 
如 果 任何 一 个 交 比 是 实数 , 则 所 有 6 个 交 比 都 是 实数 , 且 这 4 个 点 在 同一 个 圆周 上 . 因为 
在 此 情形 








(2 一 23) (22 — Z4) 

(和 一 24)(22 — 23) 
必定 取 一 zx, 0, zx 这 三 个 值 中 的 一 个 , 所 以 am{(z1 一 2Z3)/( 红 一 24)} 和 am{(z2 一 23)/(22 一 24)} 
必定 要 么 相等 , 要 么 相差 x (参见 第 (19) 题 ). 
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如 果 (各, zz, z3,z4) = 一 1, 我 们 就 得 到 两 个 方程 
am 3 一 in+am 一 3 
ZL 一 4 22 一 24 
4 个 点 A1, A2, As, 44 位 于 一 个 圆周 上 , A1 和 42 被 4s 和 44 分 隔 开 来 . 并 且 4143/4144 = 
4243/42?44. 设 O 是 43s44 的 中 点 . 方程 
(21 — 23) (22 — z4) 
(21 — 24) (za — Zz3) 


1 一 这 全 ZH — a 

















21 一 2 pp, 








可 以 表 为 下 述 形式 
(21 十 22) (Z3 十 24) = 2 (z122 + 2Z324), 
或 者 同样 地 , 也 可 以 表 为 形式 
{ 2 过 和 (2z3 十 24)} {22 过 (23 十 24)} = { (2z3 一 za)}. 

这 等 价 于 DH. ON = O03 = DO 故 04 和 O42 与 4344 做 成 相等 的 角 , 且 O41. 
OAh2 = 043 = 043. 应 该 注意 到 , 点 对 A1, 42 与 43, 44 之 间 的 关系 是 对 称 的 . 因此 , 如果 
O' 是 A142 的 中 点 , 则 0'hs 和 0'44 与 A142 交角 相等 , 有 是 0/43 .0'44 = 0’4? = 0’42. 

(26) 如 果 点 A1, A2 由 az? +2bz 十 c= 0 给 出 ,点 4s,44 由 wz 十 2%z 十 c =0 给 出 ,O 
是 4344 的 中 点 , 且 ac 十 a'c 一 200 = 0, 那么 04 和 Ohs 与 4344 做 成 相等 的 角 , 且 有 

O41 .04? = 043 = 0A4. (Math. Trip. 1901) 


(27) 4B,CD 是 Argand 图 中 的 两 条 交 线 , P,Q@ 是 它们 的 中 点 . 证 明 : 如 果 4B 等 分 角 
CPD, 且 PA? = 二 PB? 一 PC.PD, 那 么 CD 等 分 角 AQB, 且 有 
Qc2 = QD’* = QA.:QB. (Math. Trip. 1909) 


(28) 四 点 共 圆 的 条 件 ， 一 个 充分 条 件 是 : 交 比 中 有 一 个 是 实数 (从 而 所 有 交 比 亦 然 ， 见 
第 (25) 题 ); 这 个 条 件 也 是 必要 的 . 这 个 条 件 的 另 一 种 形式 是 : 可 以 选取 实数 a, 6,7 使 得 
1 1 1 
Qa b 了 三 0. 
Z12Z4 十 Z223 2Z22Z4 十 XZ32Z1 2Z324 十 X122 
[为 证 明 此 点 , 我 们 注意 到 : 变换 2 = 1/ (z 一 zz4) 等 价 于 关于 点 z4 的 一 个 反 演 , 再 配 上 
某 种 反射 (第 (21) 题 ). 如 果 zi, z2, za 位 于 经 过 za 的 圆周 上 , 则 对 应 的 点 Z1 = 1/ (z1 一 z4)， 
Z2 = 1/ (2z2 一 24)，Z3 = 1/ (zs 一 Z4) 在 一 条 直线 上 ， 根 据 第 (12) 题 , 我 们 可 以 求 得 实数 
QB',Y, 使 之 满足 a 十 B' 十 Y= 二 0 以 及 a'/ (2 一 24) 十 Bf (22 一 24) 十 Y/(z3 一 24) = 二 0, 容 
易 证 明 这 与 所 给 出 的 条 件 等 价 . ] 
(29) 证 明 与 关于 实数 的 de Moivre 定理 类 似 的 结论 : 如 果 91, 82, 83,… 是 一 列 正 的 锐角 ， 











tan pm+1 = tan pm sec 91 十 sec pm tan D1, 


tan pm+n = tan pm sec Pn + sec pm tan Pn, 





Sec pm+n = sec pm sec pn 十 tan pm tan Pn,, 


tan pm + sec pm = (tan $1 + sec $1)™. 





[利用 数学 归纳 法 . ] 
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(30) 变换 z = Gm. 在 此 情形 有 7 = R™, 而 0 与 me 相差 2r 的 一 个 倍数 . 如 果 2 描绘 
出 绕 原 点 的 一 个 圆 , 那么 z 就 描绘 出 绕 原 点 的 一 个 圆 m 次 . 

整个 (z,y) 平面 与 (X,Y) 平面 上 的 m 个 扇形 中 的 任何 一 个 扇形 相对 应 , 每 个 扇形 的 圆心 
角 为 2x/m. (z,y) 平面 上 的 每 一 个 点 都 与 (X,Y) 平面 上 的 m 个 点 相对 应 . 

(31) 一 个 实 变量 的 复 函 数 . 如 果 f(t) ,9 (t) 是 两 个 对 于 位 于 某 个 范围 内 的 t 值 有 定义 的 、 
一 个 实 变量 t 的 实 函 数 , 我 们 称 





z= f(t)+igp(t) (1) 

是 t 的 复 函 数 . 我 们 可 以 画 出 曲线 
r= f(t), y= $0), 
从 而 用 图 表示 出 这 个 复 函 数 . 如 果 z 是 t 的 一 个 复 系数 多 项 式 , 或 者 是 t 的 一 个 复 系数 有 理 也 
数 , 我 们 就 可 以 将 它 表示 成 (1) 的 形式 并 如 此 来 确定 由 此 函数 所 表示 的 曲线 . 
人 令 

z=a+(b—a)t, 

其 中 a 和 ?是 复数 , 如 果 a = a 十 a'i,b= 6 二 Bi, 那么 


2 一 Qw 十 (8 一 an) 加 y=0 +(8 -oo)t. 





此 曲线 是 连接 点 z = a 和 z = 5 的 直线 . 这 两 点 之 间 的 线段 就 与 t 在 0 到 1 之 间 的 取 值 范围 
相对 应 . 求 与 该 直线 上 的 两 条 所 产生 的 线段 相对 应 的 t 的 值 . 


(二 ) 如 果 | 
:人 


其 中 p 是 正 数 , 那么 该 曲线 是 中 心 为 c、 半 径 为 p 的 一 个 圆 . 当 t 取 遍 所 有 实数 值 时 , z 描绘 出 
该 圆 一 次 . 

(这 ) 一 般 来 说 , 方程 z = (十 只 ) / (c++ 二) 代表 一 个 圆 . 这 可 以 通过 计算 zx 和 yy 以 及 消 元 
法 来 加 以 证 明 , 不 过 这 个 过 程 相 当 烦 琐 . 利用 第 (22) 题 的 结果 可 以 得 到 一 个 更 简单 的 证 明 . 设 
2 一 (a+b52)/(c+d2), 2 = 上 当 上 变动 时 , 2 描绘 出 一 条 直线 , 也 就 是 X 轴 . 从 而 z 描绘 
出 一 个 圆 . 

(iv) 方程 








z=a+2bt+ct? 
一 般 来 说 表示 一 条 抛物 线 , 如 果 b/c 是 实数 , 则 它 表示 一 条 直线 . 
(v) 方程 
2 一 (a 2bt+ ct”) / (a 十 2Bt + Yt) 
表示 一 条 圆锥 曲线 , 其 中 a, 8,7 是 实数 . 
[从 


t= (A+2Bt+0t)/(a+28t+yt), y= (A +2Bt+C0t)/ (a+28t+ Yt) 





中 消去 , 其 中 4+ A4i=a, B+Bi=b,C+0'i=c.] 
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47. 复数 的 根 

到 目前 为 止 , 我 们 还 没有 对 像 Wa,a”™" 这 样 的 符号 赋予 任何 意义 , 其 中 a 是 
复数 , 而 m 和 n 都 是 整数 . 然而 , 采用 在 初等 代数 中 对 于 取 实 值 的 a 时 的 定义 是 
很 自然 的 . 例如 , 我 们 把 Ya, 也 即 aY?( 其 中 闻 是 正 整数 ) 定义 为 满足 方程 z? = a 
的 一 个 数 z; 而 把 um/"( 其 中 m 是 整数 ) 定义 为 (a1/")”， 这 些 定义 对 于 该 方程 是 
否 有 根 这 一 问题 并 未 事先 给 出 判断 . 
48. 方程 z” 二 a 的 解 

设 

a = pl(cosg+tising), 
其 中 p 是 正 数 , $ 是 满足 -x < $< zt 的 一 个 角度 . 如 果 令 z = 7 (cos0 +ising)， 
则 该 方程 有 形式 
r" (cosng +isinng) = pl(cos9+ising); 
所 以 
7r”=p, cosn0=cosp, sinng = siny. (1) 

7 的 仅 有 的 可 能 的 值 是 wp, 它 是 p 的 通常 的 n 次 算术 根 ; 为 使 后 面 两 个 方程 

得 到 满足 , 其 充分 必要 条 件 是 nb 二 4 十 2km 其 中 大 是 整数 , 也 就 是 
0 = (9+2kn) /n. 
如 果 二 pn 十 gq, 其 中 p 和 gq 是 整数 , 且 0 < gq < n, 那么 9 的 值 就 是 22r 十 
(8 十 2q97) /n, 而 在 此 我 们 对 p 选取 什么 样 的 值 是 无 关 紧要 的 . 于 是 方程 
2"” = a= pl(cosy+tising) 
恰好 有 n 个 根 , 这 些 根 由 z = 7 (cos9 +isin 0) 给 出 , 其 中 
r= Wp, 0=(0+2g7n)/n, (gq=0,1,2,.… ,nC—1). 
在 Argand 图 中 画 出 这 些 根 就 容易 看 出 , 这 n 个 根 是 互 不 相同 的 . 特殊 的 根 
YP {cos (P/n) 二 isin(o/m)} 

称 为 Wa 的 主 值 . 

a 二 1,p = 1,9 ==0 的 情形 有 特殊 意义 . 方程 z= 1 的 nn 个 根 是 

cos (2d7zr/m) 十 isin (2gn/n), (q9g=0,1,.…,n—1). 

这 些 数 称 为 n 次 单位 根 (root of unity); 主 值 就 是 数 1 本 身 . 如 果 将 数 cos(2rr/m) 十 
isin (2rr/m) 记 为 ww 我 们 看 到 n 次 单位 根 就 是 


2 n—1l1 
1 0 : 
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例 又 XII 
(D 1 的 两 个 平方 根 是 1 和 1; 三 个 立方 根 是 1, 3 (1+V 司 ,3 (1 一 iV 引 ;4 个 四 次 
根 是 1,i, 一 1, 一 i; 5 个 五 次 根 是 





1, 1 (Veit 10+2v5)， 于 (-vE-1+i 10-2V5), 
1 1 
1( V5—1—iv10 2V5)， 1 (V5-1-i 10+2V5). 
(2) 证 明 1 二 wn 十 虽 十 … 十 w2-!1 二 0. 


(3) 证 明 

(zx + yws + zw3) (zx + yw3 + zuwa) = 7 + ys 2 — ry. 
(4) a 的 次 根 是 m 次 单位 根 与 Wa 的 主 值 之 乘积 . 
(5) 由 例 XXI 第 (14) 题 推出 : 


2 一 aw+6i 


的 根 是 











+ (va TF 历 +a) si (v 本 + 砚 - 由， 
其 中 的 符号 是 选取 相同 的 符号 还 是 选取 相反 的 符号 , 视 6 是 正 数 还 是 负数 而 定 . 证 明 : 这 个 结 
果 与 第 48 节 的 结果 相 吻 合 . 
(6) 证 明 (22"™ a a2m) 大 (2? = 多 等 于 
民 一 2ax cos 2 +o) < — 2ax cos 2 十 ) i (= 一 2ax cos 人 + 
mm mm m 


[z2m 一 a2” 的 因子 是 
(z—a), (Tz—aw2m), (2— Qaw2m) ， (x aw2m 1!). 
因子 z 一 aw3 就 是 z 十 a， 因子 (z 一 aw3m)， (z 一 aw25 合 在 一 起 给 出 一 个 因子 z2 一 
2az cos (sn/m) 十 a2. ] 
(7) 用 类 似 的 方法 将 z2m+1 一 a2m+1 7Z2m 十 am 以 及 z2mf 十 a2m+l 分 解 因 式 . 
(8) 证 明 x2” 一 2z"a" cos0 十 a2” 等 于 


C — 2Xacos 2 十 o) 区 一 27acoSs 0 £7 十 ) os 


Nn 











… G 22a cos 
[利用 公式 
22 — 22x"a" cos0 + a = {2"—a" (cos0+isin0)} {x" — a” (cos0 — isin 0)}, 


再 将 最 后 两 个 表达 式 中 的 每 一 个 分 解 成 n 个 因子 . ] 


(9) 求 方程 zs 一 2z3 十 2 = 0 的 根 . (Math. Trip. 1910) 
(10) 用 仅仅 包含 平方 根 的 形式 求 ww 的 值 的 问题 (如 同 在 公式 
ws = 3 (=-1 再 iV3) 


中 那样 ) 是 与 用 Euclid 方法 (也 就 是 用 直 尺 和 圆规 ) 在 单位 圆 内 画 一 个 内 接 正 n 边 形 这 个 几 
何 问 题 等 价 的 代数 问题 . 因为 这 种 作 图 是 可 以 实现 的 , 当 且 仅 当 我 们 能 作出 由 cos (2rr/m) 以 及 
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sin (2r/m) 所 度量 的 长 度 ; 而 且 这 是 可 以 实现 的 (第 2 章 杂 例 中 的 第 22 题 ), 当 且 仅 当 这 些 数 可 
以 表示 成 仅 含有 平方 根 的 形式 . 

Euclid 对 n = 3,4,5,6,8,10,12 以 及 15 给 出 了 相应 的 作 图 法 . 显然 , 对 于 可 以 由 这 些 数 
乘 以 2 的 任意 过 所 得 到 的 任意 的 n 的 值 , 这 样 的 作 图 都 是 可 以 做 到 的 . 还 有 其 他 一 些 n 的 值 ， 
对 这 种 n 的 值 , 相应 的 作 图 也 是 可 行 的 , 最 有 趣 的 一 个 是 ”= 17. 

Gauss 证 明了 : 当 n 是 形 如 





22 十 1 
的 素数 时 , 这 样 的 作 图 总 是 可 行 的 . 与 = 0,1,2,3,4 对 应 的 诸 数 3, 5, 17, 257 和 65 537 都 是 
素数 , 从 而 相应 的 作 图 都 是 可 行 的 . 而 天 = 5,6,7 和 8 给 出 的 n 的 值 都 是 合 数 , 现在 还 不 知道 
是 否 有 更 多 这 样 的 素数 值 存在 . 

17 边 形 的 最 简单 的 作 图 法 ( 它 属于 Richmond) 可 以 在 H. P. Hudson 的 Ruler and com- 
passes 一 书 第 34 页 、 在 FF. and F. V. Morley 的 Inversive geometry 的 第 167 页 以 及 在 本 书 
第 13 节 最 后 一 个 脚注 中 推荐 的 Klein 的 书 中 找到 . 

49. De Moivre 定理 的 一 般 形式 
由 上 一 节 的 结果 推出 , 如 果 g 是 正 整数 , 那么 (cos9 +isin9)!/? 有 一 个 值 是 
cos (0/g) + isin (0/9). 
对 这 些 表达 式 中 的 每 一 个 取 p 次 寡 (其 中 p 是 任意 一 个 正 整 数 或 负 整 数 ), 我 们 就 
得 到 定理 : (cos0 +isin0)? 有 一 个 值 是 cos (p0/g) + isin (p0/q), 或 者 说 成 : 如 
果 a 是 任意 一 个 有 理 数 , 那么 (cos9 + isin 0)” 有 一 个 值 是 


cos (a0) + isin (a0). 
这 是 De Moivre 定理 (第 45 节 ) 的 推广 形式 . 
第 3 章 杂 例 
1. 一 个 三 角形 (zyz) 是 等 边 三 角形 的 条 件 是 
T+ +2 yz zr ry=0. 


[ 设 XY2 为 它 的 角 . 位 移 ZX 是 由 YZ 沿 正方 向 或 者 负 方 向 转动 3r 而 得 到 的 .由 于 
Cis3r = wa, Cis (一 3m = 1/ws = w3. 所 以 我 们 有 zz = (z 一 Y)ws, 或 者 2 一 z= (z 一 Y)w3. 
从 而 x 十 yw 十 zw3 = 0, 或 者 z+ww3 十 zws = 0. 此 结果 可 由 例 XXII 的 第 (3) 题 推出 . ] 

2. 如 果 XY2,X'Y'2Z' 是 两 个 三 角形 , 且 








YZ2.7F =FTH. THR = NY. XY,, 
那么 两 个 三 角形 都 是 等 边 三 角形 . [根据 方程 
(y—-2y 2) = 7) (7) = (7 -Y= 


(最 后 一 步 是 我 们 的 定义 ) 可 以 推出 沁 1/(y 一 z) = 0, 这 也 就 是 半 z 一 洒 Yyz = 0. 现在 可 
以 应 用 上 一 个 例子 中 的 结果 . ] 
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3. 在 一 个 三 角形 4BC 的 边 上 作出 相似 三 角形 BCX, CAY, 4B2Z. 证 明 4BC 与 XYZ 
的 重心 重合 . 

[我 人 (xz 一/ (5 一 co) = (yy 一 a)/(c-a)=(z 一 b)/ (a 一 0) = 入 ,最 后 一 步 是 我 们 的 定 
义 . 将 (Zz 十 y 十 2z) 用 a,b,c 来 表 出 . ] 

4. 如 果 X,Y 2 是 三 角形 4BC 边 上 的 点 , 使 得 





BX/XC = CY/YA= AZ/2B =7, 


且 4BC 与 XYZ 相似 , 那么 要 么 7 = 1, 要 么 这 两 个 三 角形 都 是 等 边 三 角形 . 
5. 如 果 4, B,C, D 是 平面 上 四 个 点 , 那么 


AD. BC < BD.CA+CD.AB. 
[ 设 ,22,z3,24 是 与 4, B,C,D 对 应 的 复数 , 那么 我 们 有 恒等式 


(1 —24) (2 — 23)+ (22 — 24) (23 —Z1)+ (3 — 24) (21— 22) = 0. 


从 而 有 





|(2 24) (za —z3)|=|(22 — 24) (23— 有 21) 十 (23 一 24) (1 一 Z2)| 
< |(z22 — 24)(z3—Z)| 二 +|(z3 — 24) (z1 — 2z2)|.] 


6. 从 以 下 事实 推导 出 关于 圆 内 接 四 边 形 的 Ptolemy 定理 : 共 圆 的 四 点 之 交 比 为 实数 .[ 利 
用 上 一 个 例子 中 的 恒等式 . ] 


7. 如 果 吧 + 六 三 1 则 点 z,z 是 焦点 在 1, 一 1 的 椭圆 的 巷 直径 的 端点 . [如 果 CP, CD 
是 椭圆 的 共 罗 半 直径 , 而 5S, 五 是 它 的 焦点 , 那么 CD 就 平行 于 角 SPH 的 外 角 平 分 线 , 上 且 有 


SP.DTP=CD2 1] 

8. 证 明 |a 填 bj 十 |a 一 5? = 2{laj? 二 |]?}. [这 是 下 述 几何 定理 的 一 个 解析 等 价 命题 ， 如 
果 M 是 PQ 的 中 点 , 那么 OP? + 0Q8? = 20M? 十 2MP2. |] 

9. 从 第 8 题 推 出 


at VE-B|+le- Ve -B=lato+la dl. 
[如 果 a 十 VB 一 六 = za 一 Va? 一 避 二 zo, 我 们 就 有 








[zl +|z2|? = 了 | 十 22|? 十 3 [#1 —z2) =2|al +2|o -6|, 
所 以 
(lal+ ls) =2{laP +|e 一 六] 寺 |}=|a+ 久 二 la 一 态 十 2a? 一 2|. 
该 结果 的 另 一 个 表述 方法 是 : 如 果 z1 和 z2 是 
az2 十 29z 十 y=0 


的 根 , 则 有 
lal (2 二 lz) =18+ Vay +|8 — Vad.] 
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10. 证 明 : 方程 
z+az+b=0 


的 两 个 根 都 是 单位 模 的 充分 必要 条 件 是 
la| < 2，|6| = 1,， amb = 2ama. 


[这 里 的 辐 角 不 一 定 是 它们 的 主 值 . ] 
11. 如 果 xz 十 4a1z3 + 6aaz2 + 4asz 十 a4 = 0 是 实 系数 方程 , 且 有 两 个 实 根 和 两 个 复 根 ， 
这 四 点 在 Argand 图 上 是 共 圆 的 , 那么 


2 2 3 
a3 十 Q1Q4 十 aQ2 一 Q2Q4 一 2a1Q2Q3 二 0. 








2 2 3 
Qoa3 十 Qia4 十 Q2 一 Qaoa2a4 一 2a1a2a3 三 0， 


aoz4 十 4al7z3 十 6a2x? 十 4a3X 十 a4 二 0 


的 四 个 根 就 是 调和 相关 的 .? 
[将 2Z23,14231,24212,34 用 方程 的 系数 来 加 以 表示 , 其 中 


Z23,14 = (2Z1 — 22) (23 — 24) + (2Z1 — 23) (22 — 24), 


而 >, 22, za, 24 是 该 方程 的 根 . ] 
13. 虚 点 和 直线 . 设 ax + by 十 c == 0 是 复 系数 方程 .如果 对 于 z 给 以 任意 一 个 特殊 的 实 
数 或 者 复数 值 , 我 们 都 能 求 得 一 个 对 应 的 y 的 值 . 满足 该 方程 的 x 和 Y 的 实 的 或 者 复 的 数 对 组 
成 的 集合 称 为 一 条 虚 直线 (imaginary straight line), x 和 yy 的 成 对 的 值 称 为 虚 点 (imaginary 
point), 并 被 说 成 位 于 该 直线 上 . x 和 的 值 称 为 点 (z,y) 的 坐标 (coordinates). 当 x 和 wy 是 
实数 时 , 点 称 为 实 点 ; 当 a, b,c 全 都 是 实数 时 (或 者 所 有 系数 可 以 通过 除 一 个 因子 能 变 成 实数 
时 ), 该 直线 称 为 一 条 实 直线 . 点 z= 二 a 十 Bi,y= 二 十 站 与 点 X= 二 Qa 一 Pi,y = 二 一 贡 称 为 是 共 
罗 的 ; 直线 
(A+Ai)z+(B+Bi)y+C+C’i=0, 
(A4—Aiz+(B-Bijy+C—-C0Ci=0 
亦 称 为 是 共 思 的 . 
验证 下 面 的 结论 : 每 条 实 直 线 都 包含 无 穷 多 对 共 轿 的 虚 点 ; 一 条 虚 直 线 一 般 来 说 仅仅 含有 
个 实 点 ; 一 条 虚 直 线 不 可 能 包含 一 对 共 轿 的 虚 点 . 求 条 件 (a) 使 得 连接 两 个 给 定 的 虚 点 
的 直线 是 实 直 线 ; (b) 使 得 两 条 虚 直 线 的 交点 是 实 点 . 
14. 证 明 恒 等 式 

















(Z 十 y 十 2 (z 十 yus 十 zu 引 (z 十 yo3 十 zu3) 一 23 十 吧 十 23 一 3zyz， 


(z+Yy+2) (z+ yws + wb) (T+ YB + zd) (T+ YB + zd) (z 十 yo 二 zu5) 





二 2 十 妨 十 2 一 523yz 十 5ry2z22. 





@ 有 关 调 和 相关 的 定义 请 见 本 书 第 3 章 第 46 节 例 XXI 第 (25) 题 . 一 一 译 者 注 
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15. 解 方程 
2Z3 一 3az 十 (o +1) 一 0， 25 一 5az3 十 5a2z 十 (@ +1) 一 0. 


16. 如 果 f(x) = ao 十 a1z 十 … 十 Qkx*, 那么 


2n 入 人 


{fe) + fm) Fe tf (wg)} = oo 十 anzr 十 aonz 十 … :十 axnZ^  ， 


其 中 w 是 x"=1 的 (除去 z=1 以 外 的 ) 任意 一 个 根 , Mn 是 n 的 包含 在 中 的 最 大 倍数 . 对 
于 Qp 十 QuyinT™ he jd 十 te 寻求 一 个 类 似 的 公式 ， 其 中 0 < HH < 多. 
17. 如 果 (1 十 zx)”= po 十 pix 十 p27x? 十 .…, 这 里 n 是 正 整数 , 那么 就 有 








po 一 pz 十 D4 一 … = 23" cos 1nn, D1 一 D3 十 D5 一 …: = 23" sin 了 mr 
18. 对 级 数 
ba 02 23 zn 
mn-at mat gnat tn 
求 和 , 其 中 n 是 3 的 倍数 . (Math. Trip. 1899) 





19. 如 果 t 是 满足 |t| = 1 的 复数 , 则 当 t 变化 时 , 点 z = (at 十 5) / (t 一 c) 描绘 出 一 个 圆 ， 
除非 |c| = 1, 而 当 |c| = 1 时 , 它 描绘 出 一 条 直线 . 

20. 如 果 t 如 同 在 上 一 个 例子 中 那样 变化 , 则 点 z = {at 十 (5/ 引 } 一 般 来 说 描绘 出 一 个 
椭圆 , 其 焦点 由 z2 = ab 给 出 , 其 轴 为 |a| 十 |0| 以 及 |a| 一 |b|. 但 是 如 果 |a| = |b|, 则 xz 描绘 出 
连接 -Vab 和 Vab 的 一 条 有 限 直线 段 . 

21. 证 明 : 如 果 t 是 实数 , 且 z = 好 一 1 十 Vt 一 娘 , 那么 , 当 女 < 工时 ,> 可 以 用 圆周 
如 十 让 十 z= 二 0 上 的 点 来 表示 . 假设 当 如 > 1 时 , Vt 一 如 表示 女 一 如 的 正平 方 根 . 当 t 的 
值 由 很 大 的 正 值 减 小 成 很 大 的 负 值 时 , 讨论 表示 z 的 点 的 运动 . (Math. Trip. 1912) 

22. 变换 z = (a2Z 十 中/ (c2Z +o) 的 系数 满足 条 件 ad - pc = 1. 证 明 : 如 果 c 关 0, 则 
存在 两 个 不 动 点 (fixed point) a, 8 (也 就 是 在 该 变换 下 不 变 的 点 ), 除非 有 (a 十 d)? = 4, 而 当 
(a 十 d)? = 4 时 , 仅 有 一 个 不 动 点 a. 在 这 两 种 情形 下 , 该 变换 可 表示 成 形式 

之 一 QQ 了 一 1 1 

Sp B’ z Qa 区 Br 
进一步 证 明 : 如 果 c = 0, 则 存在 一 个 不 动 点 a, 除非 a = d, 且 在 这 两 种 情形 , 该 变换 都 可 以 表 
示 成 形式 








z—a=K(Z—-a), z=Z2Z+K. 
最 后 , 如 果 进 一 步 限 制 w 2 c,d 仅 取 正 整 数值 (包含 零 ), 证 明 : 有 少 于 两 个 不 动 点 的 仅 有 
的 变换 有 形式 


=F+kK, zz 二 ZK. (Math. Trip. 1911) 


23. 证 明 : 关系 z= (1 十 2i)/(2Z 十 i) 把 x 轴 上 介 于 点 z= 二 1 和 点 z== 一 1 之 间 的 部 分 变 
换 成 经 过 点 Z = 1 和 2 = 一 1 的 一 个 半圆 . 求 从 原先 选取 的 x 轴 的 这 一 部 分 经 过 相继 使 用 这 
一 变换 所 能 得 到 的 所 有 图 形 . (Math. Trip. 1912) 

24. 证 明 : 变换 





2 一 (cos0 十 isin0) 寺 一 
一 世 


把 z 平面 上 的 单位 圆 的 内 部 变换 成 2 平面 上 单位 圆 的 内 部 或 者 外 部 (其 中 a 是 模 不 等 于 1 的 
任意 复数 , a 是 a 的 共 轿 , 而 0 是 实数 ), 并 区 分 这 两 种 情形 . (Math. Trip. 1933) 
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25. 如 果 z = 22 + 22, 那么 圆 |Z| = 1 与 z 平面 中 一 条 心脏 线 (cardioid) 相对 应 . 
26. 讨论 变换 z = 让 {2 + (1/2)}, 特别 地 , 证 明 : 圆 X? +Y2 = oa2 与 共 焦 椭圆 (confocal 
ellipse) 





2 2 


相对 应 EC Ge- 


27. 如 果 (z 二 1” = 4/2, 那么 :平面 上 的 单位 圆 对 应 于 2Z 平面 上 的 抛物 线 尺 cos2 49 = 1， 
该 圆 的 内 部 对 应 于 该 抛物 线 的 外 部 . 

28. 证 明 : 变换 z= (Z 十 a)?/ (2Z 一 a)? 将 上 半 > 平面 变换 为 2 平面 上 某 个 半圆 的 内 部 ， 
其 中 a 是 实数 . (Math. Trip. 1919) 

29. 如 果 z = 22 一 1, 那么 当 > 描绘 出 圆 |z| = A 时 , 2 的 两 个 对 应 位 置 中 的 每 一 个 都 描绘 
出 Cassini 卵 形 线 (Cassinian oval) pip2 = A, 其 中 pi, pz 是 2 与 点 -1 以 及 1 的 距离 . 对 
于 A 的 不 同 的 值 画 出 该 卵 形 线 . 

30. 考虑 关系 az? 十 2hz2Z 十 b2? 十 2gz 十 2f2Z 十 c==0. 证 明 : 存在 2 的 两 个 值 , 它们 对 
应 于 z 的 同一 个 值 , 反之 亦 然 . 我 们 把 它们 分 别称 为 2 平面 以 及 > 平面 中 的 分 支点 (branch 








[不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 将 给 定 的 关系 取 为 形式 
22 十 2z2cosw 十 22 =1 
读者 应 该 对 此 感到 满意 . 这样 一 来 , 在 无 论 哪个 平面 中 的 分 支点 就 都 是 cscw 和 一 cscw， 有 这 
种 指定 形状 的 椭圆 由 
z+cscw| 十 |z 一 cscw|= 二 CC 


给 出 , 其 中 C 是 常数 . 这 等 价 于 (第 9 题 ) 
ZzZ 十 V2 一 cscad 十 | V22 一 csc2w| 一 C. 





将 它 用 2 表示 出 来 . ] 
31. 如 果 z = a2Z” 十 52”, 其 中 m,n 是 正 整数 , a,b 是 实数 , 那么 当 2 描绘 出 单位 圆 时 , z 
就 描绘 出 一 条 内 摆 线 (hypocycloid) 或 者 一 条 外 摆 线 (epicycloid). 
32. 证 明 : 变换 E> 
_ (a+di)Z+6 
~ cF-(a-ad) 
等 价 于 关于 圆 
C (zx +y) 2a7 一 2dv 一 5 一 0 
的 反 演 , 其 中 ob c,d 是 实数 , o2 十 十 bc > 0, 且 2 是 2 的 共 轿 . 当 


a +qd+bc<0 





时 , 该 变换 的 几何 解释 是 什么 ? 
33. 变换 





1—z /1-2 

1+z ANAL 二 了 

将 圆 |z| = 1 变换 成 一 个 张 角 为 r/c 的 圆 的 弓形 (circular lune) 之 边界 , 其 中 c 是 有 理 数 , 且 
0 < c<1. 








34. 证 明 : 变换 
2 (2 一 Q) 
az—1 


将 z 平面 上 的 单位 圆 的 内 部 变换 成 2 平面 上 单位 圆 


一 了 








0<a<l. 
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的 内 部 ( 取 两 次 ), 其 中 a 是 实数 ， 且 
(Math. Trip. 1933) 


第 4 章 正 整 变量 函数 的 极限 






50. 一 个 正 整 变 量 的 函 


在 第 2 章 里 我 们 讨论 了 一 个 实 变量 x 的 函数 的 概念 , 并 且 用 大 量 这 种 函数 的 
例子 加 以 说 明 . 读者 应 该 记得 , 有 一 个 重要 的 特点 是 : 第 2 章 用 作 说 明 的 函数 差 
异 相当 大 . 其 中 有 一 些 对 所 有 的 x 值 都 有 定义 , 有 些 仅 对 有 理 的 数值 有 定义 , 还 有 
一 些 仅 仅 对 整数 的 值 有 定义 , 如 此 等 等 . 

例如 , 考虑 下 面 的 函数 : (i) zx, (ii) Vz, (ii x 的 分 母 , (iv) x 的 分 子 和 分 母 的 乘积 之 平方 
根 , (v) z 的 最 大 素 因子 , (vi) Vz 和 x 的 最 大 素 因 子 之 乘积 , (vii) 第 z 个 素数 , (vii) Dartmoor 
监狱 中 罪犯 x 的 用 英寸 测量 的 身高 . 

于 是 , 使 得 这 些 函 数 有 定义 的 x 的 集合 , 或 者 如 我 们 所 称 的 函数 的 定义 域 就 是 : (i) z 的 所 
有 值 , (ii z 的 所 有 非 负 值 , (iii) x 的 所 有 有 理 值 , (iv) x 的 所 有 非 负 有 理 值 , (v) x 的 所 有 整数 
值 , (vi) 与 (vii) z 的 所 有 正 整 数值 ，(viii) x 的 某 些 正 整数 值 , 也 即 1,2,… ,NN, 其 中 N 是 在 
一 个 给 定时 刻 Dartmoor 监狱 中 罪犯 的 总 数 .” 

现在 我 们 来 考虑 像 上 面 的 (vii) 这 样 一 个 函数 , 它 对 x 的 所 有 正 整 数值 都 有 定 
义 , 而 对 xz 的 其 他 值 没 有 定义 ， 可 以 从 两 个 稍微 不 同 的 观点 来 看 待 这 个 函数 ,我 
们 可 以 如 迄今 习惯 做 的 那样 , 把 它 视 为 仅仅 对 x 的 某 些 值 , 也 即 对 正 整 数值 有 定 
义 的 实 变量 z 的 函数 , 并 说 成 对 所 有 其 他 的 x 值 该 定义 无 效 . 或 者 也 可 以 把 x 的 
除 正 整 数值 之 外 的 其 他 的 值 不 予 考虑 , 而 把 函数 视 为 正 整 数值 变量 n 的 函数 , 这 

个 变量 的 值 是 正 整 数 





I 


y= 9(n), 
现在 把 y 视 为 n 的 函数 , 它 对 的 所 有 值 都 有 定义 . 
显然 , 对 于 z 的 所 有 值 有 定义 的 任何 一 个 函数 都 会 给 出 对 于 n 的 所 有 值 有 定 
义 的 一 个 函数 . 于 是 从 函数 y = x? 出 发 , 不 考虑 z 的 除去 正 整数 以 外 的 其 他 所 有 
值 以 及 对 应 的 y 值 , 就 得 到 函数 y = n?. 另 一 方面 , 从 任何 一 个 n 的 函数 出 发 , 我 
们 可 以 得 到 任意 多 个 z 的 函数 , 这 只 1 要 按照 我 们 的 意愿 对 z 的 除去 正 整数 以 外 
的 其 他 值 任 意 指定 y 的 值 就 能 办 到 . 
@ 在 最 后 这 个 例子 中 ，N 与 时 间 有 关 , 而 罪犯 = (其 中 = 有 确定 的 值 ) 在 不 同 的 时 刻 是 不 同 的 个 体 ， 从 而 , 如 果 
取 不 同 的 时 刻 加 以 考虑 , 我 们 就 得 到 一 个 有 两 个 变量 的 函数 的 简单 的 例子 y 二 下 (z, 日 , 它 对 某 个 范围 内 的 t 


的 值 有 定义 , 也 即 从 Dartmoor 监狱 建立 的 时 刻 开 始 , 到 它 被 弃 用 的 那 一 刻 为 止 有 定义 ,而且 对 xz 的 一 定数 量 
的 正 整 数值 有 定义 , 这 个 数量 是 随 t 的 变化 而 变化 的 . 


在 此 情形 我 们 可 以 记 
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51. 插值 


如 何 确定 x 的 一 个 函数 , 使 得 它 对 于 x 的 所 有 正 整 数值 与 一 个 给 定 的 n 的 
函数 对 应 的 值 相等 , 这 个 问题 在 高 等 数学 中 有 重要 的 意义 它 称 为 函数 择 值 问题 
(problem of functional interpolation). 

如 果 问 题 仅 仅 是 寻求 某 个 满足 所 述 条 件 的 x 的 函数 ， 当 然 不 会 有 任何 困难 . 
我 们 可 以 如 上 面 说 明 的 那样 , 直接 随意 填补 上 所 有 缺失 的 值 : 的 确 可 以 直接 将 的 
函数 的 给 定 值 看 作 z 的 函数 的 所 有 值 , 并 说 成 后 一 个 函数 对 x 的 所 有 其 他 值 没有 
定义 . 但 是 这 个 解决 方案 显然 不 是 我 们 通常 希望 得 到 的 . 通常 希望 得 到 的 解答 是 
某 个 涉及 z 的 ( 尽 可 能 简单 的 ) 公式 , 它 对 z = 1,2,.… 取 给 定 值 . 

在 某 些 情 形 , 尤其 是 当 n 的 函数 本 身 是 由 一 个 公式 定义 的 时 候 , 有 一 个 显然 
的 解 . 例如 , 如 果 y = 9 (n), 这 里 p(n) 是 n 的 一 个 函数 , 如 同 m2 或 者 cos nr 那 
样 , 即便 当 n 不 是 正 整 数 时 也 有 意义 , 我 们 自然 就 把 x 的 函数 取 作 y = 6 (x). 然 
而 , 即使 在 这 个 非常 简单 的 情形 , 也 不 难 写 出 对 于 该 问题 的 其 他 几乎 同等 显然 的 
解答 . 例如 





y = 9 (7) + sin zn 
对 zx =n 取 值 为 $(n), 这 是 因为 sin nx = 0. 

在 其 他 情形 , $ (n) 可 以 由 像 (-1) ”这 样 的 一 个 公式 来 定义 ,这 种 公式 对 某 
些 z 的 值 不 再 有 定义 (在 这 一 例子 中 , x 取 分 数值 上 且 分 母 为 偶数 , 或 者 zx 取 无 理 
数 , %(z) 就 没有 定义 ). 但 是 有 可 能 用 这 样 一 种 方式 来 变换 公式 , 使 得 它 对 x 的 所 
有 值 都 有 定义 . 例如 , 在 这 一 情形 , 如 果 ”是 整数 , 就 有 

(一 1) ”= cos nn, 
所 以 我 们 可 以 用 函数 cos zr 来 解决 这 一 插值 问题 . 

在 其 他 的 情形 , $ (z) 有 可 能 对 z 的 异 于 正 整 数 的 某 些 值 有 定义 , 但 并 不 对 所 
有 的 xz 值 有 定义 . 例如 , 从 vy = n” 就 得 到 y = x*. 这 个 表达 式 仅 对 x 的 剩 下 的 
值 中 的 某 些 值 有 意义 . 为 简单 起 见 , 仅 限于 考虑 正 的 z 值 , 此 时 , 鉴于 初等 代数 中 
关于 分 数 次 器 的 定义 , x* 对 于 z 的 所 有 分 数值 都 有 定义 . 但 是 当 x 为 无 理 数 时 ， 
27 (就 我 们 目前 所 能 说 的 而 言 ) 根本 没有 意义 .我 们 就 被 引导 去 考虑 这 样 的 问题 : 
将 我 们 的 定义 以 这 样 一 种 方式 加 以 延 拓 , 使 得 即使 当 z 是 无 理 数 时 zx” 也 有 意义 . 
以 后 我 们 将 会 看 到 这 样 一 种 希望 的 延 拓 可 以 怎样 得 以 实现 . 

我 们 再 来 考虑 





y=1:2...n=n! 
这 一 情形 . 在 此 情形 , 没有 明显 的 公式 可 以 在 x = n 时 转化 成 nl, 这 是 因为 z! 对 
于 异 于 正 整数 的 xz 值 没 有 意义 . 这 是 一 个 试图 求解 插值 法 的 问题 引导 出 数学 的 重 
大 进展 的 例子 .因为 数学 家 已 经 成 功 发 现 一 个 函数 ( 函数 ), 它 具 有 所 希望 的 性 
质 , 此 外 , 它 还 有 许多 其 他 有 趣 而 重要 的 性 质 . 
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52. 有 限 类 和 无 限 类 


在 进一步 讨论 之 前 , 需要 对 在 纯粹 数学 中 经 常 出 现 的 某 种 抽象 性 的 特征 作 几 
点 说 明 . 

首先 , 读者 可 能 已 经 熟悉 类 的 概念 ， 在 这 里 没有 必要 讨论 类 的 概念 中 所 涉及 
的 任何 逻辑 上 的 问题 : 粗略 地 讲 , 我 们 可 以 说 一 个 类 就 是 具有 某 种 简单 或 者 复杂 
性 质 的 实体 或 者 对 象 的 总 体 或 者 集合 . 例如 , 我 们 有 英国 国民 组 成 的 类 、 国 会 议员 
组 成 的 类 、 正 整数 组 成 的 类 以 及 实数 组 成 的 类 . 

此 外 , 读者 可 能 对 于 有 限 类 以 及 无 限 类 的 含义 已 经 有 了 想法 . 例如 英国 国民 
的 类 就 是 一 个 有 限 类 : 所 有 (过 去 的 、 现 在 的 以 及 将 来 的 ) 英国 国民 的 总 体 有 一 个 
有 限 的 个 数 n, 当然 , 尽管 眼下 我 们 不 可 能 告诉 你 n 的 实际 值 ; 另 一 方面 , 现在 的 
英国 国民 的 类 有 一 个 个 数 n, 这 个 数 可 以 通过 计数 来 确定 , 人 口 普 查 就 是 相当 有 效 
的 计数 方法 . 

正 整 数 的 类 不 是 有 限 的 ,而 是 无 限 的 .这 可 以 如 下 更 精确 地 予以 表述 . 如果 
n 是 像 1000 以 及 1000000 这 样 或 者 我 们 想象 到 的 任意 一 个 正 整数 , 那么 就 有 多 
于 n 的 正 整 数 . 所 以 , 如 果 我 们 认为 该 数 是 1000 000, 显然 就 至 少 有 1000001 个 
正 整数 ， 类似 地 ， 有 理 数 的 类 以 及 实数 的 类 都 是 无 限 的 .把 这 说 成 是 有 无 穷 多 个 
正 整 数 (或 者 有 理 数 或 者 实数 ) 是 很 方便 的 . 但 是 读者 必须 永远 仔细 牢记 : 我 们 这 
样 说 的 真正 含义 是 指 , 问题 中 涉及 的 类 的 成 员 个 数 不 是 有 限 多 个 (例如 1000 个 或 
1000000 个 ). 


53. 当 n 很 大 时 mn 的 函数 所 具有 的 性 质 


现在 我 们 可 以 回 到 在 第 50~51 节 中 讨论 过 的 “n 的 函数 ” 它们 与 我 们 在 
第 2 章 中 讨论 过 的 函数 有 许多 不 同 之 处 ， 然 而 这 两 类 函数 也 有 一 个 共同 的 特征 : 
它们 赖 以 定义 的 变量 的 值 都 构成 一 个 无 限 的 类 . 正 是 这 一 事实 构成 了 我 们 接 下 来 
要 谈 的 以 及 第 5 章 里 所 有 研究 的 基础 , 在 作 了 必要 的 修改 之 后 , 它 对 于 z 的 函数 
也 依然 适用 . 

假设 p(n) 是 n 的 任意 一 个 函数 , P 是 b(n) 可 能 具有 也 可 能 不 具有 的 任意 
一 个 性 质 , 例如 像 其 值 为 正 整 数 或 者 其 值 大 于 1 这 样 的 性 质 ， 对 每 一 个 值 n = 
1,2,3,…, 研究 $ (n) 是 否 具 有 性 质 P. 那么 就 有 三 种 可 能 性 : 

(a) 对 所 有 的 n 值 $ (mn) 都 具有 性 质 P, 或 者 对 其 中 除了 有 限 多 的 N 个 这 样 
的 值 之 外 的 所 有 其 他 值 都 具有 性 质 已; 

(b) 对 所 有 的 n 值 $ (n) 都 不 具有 性 质 尸 , 或 者 仅仅 对 其 中 有 限 多 的 NN 个 值 
具有 性 质 已; 

(c) (a) 与 (b) 皆 不 成 立 . 
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如 果 (b) 为 真 , 则 使 得 8 (nm) 具有 该 性 质 的 n 值 构成 一 个 有 限 的 类 . 如 果 (a) 
为 真 , 则 使 得 $ (n) 不 具有 该 性 质 的 n 值 构成 一 个 有 限 的 类 . 在 第 三 种 情形 , 两 个 
类 都 不 是 有 限 的 . 让 我 们 来 研究 某 些 特殊 的 例子 . 

(1) 设 $(n) = n, 并 令 P 是 性 质 “…… 是 正 整数 ”那么 $ (n) 就 对 n 的 所 有 值 都 具有 性 
质 书 . 

另 一 方面 , 如 果 P 表示 性 质 “…… 是 大 于 等 于 1000 的 正 整数 ", 那么 $ (n) 就 对 的 除了 
有 限 多 个 值 ( 即 除了 1, 2, 3,…, 999) 以 外 的 所 有 值 都 具有 性 质 P. 无 论 是 这 两 种 情形 中 的 哪 
一 种 , 都 有 (a) 为 真 . 

(2) 如 果 $ (n) = n, 且 P 是 性 质 “…… 小 于 1000”, 则 有 (b) 为 真 . 

(3) 如 果 8 (n) = n, 且 P 是 性 质 “…… 是 奇数 ”, 则 有 (c) 为 真 . 因为 , 如 果 n 是 奇数 , 则 
9 (n) 也 是 奇数 , 而 如 果 n 是 偶数 , 则 y(n) 也 是 偶数 , 而 n 的 奇数 值 与 n 的 偶数 值 这 两 者 都 构 
成 无 限 的 类 . 

例 在 下 面 的 每 一 种 情形 , 考虑 (a), (b) 以 及 (c) 是 否 为 真 : 
i) $ (n) = n, PP 是 性 质 “…… 是 完全 平方 数 ” 

ii) 8 (n) = pn, 其 中 pn 表示 第 n 个 素数 , 已 是 性 质 “…… 是 奇数 ” 

这 ) $ (n) = pn, P 是 性 质 “…… 是 偶数 ” 

iv) 9 (n) = pn, 尸 是 性 质 “%(mP) > n” 

V) $ (7) ==1 一 (1)"”(1/n), PP 是 性 质 “$(n) < 1 

vil $(n) 二 1 一 (1)”(1/n), PP 是 性 质 “9$(n) < 2” 

vi $ (n) = 1000 {十 (一 1)”}/n, PP 是 性 质 “9(n) < 1 

viii) $ (n) = 1/n, P 是 性 质 “9 (n) < 0.001” 

ix) $ (n) = (一 1)”/n, PP 是 性 质 “|$ (n)| < 0.001” 

x) $(n) = 10000/n 或 (--1)”10000/n, PP 是 性 质 “9 (mn) < 0.001” 或 “jp (n)| < 0.001” 
xi) $(n) ==(m 一 1)/ (mn 二 1), PP 是 性 质 “1 一 9$(n) < 0.0001” 


54. 当 n 很 大 时 n 的 函数 所 具有 的 性 质 ( 续 ) 


现在 假设 , 对 于 问题 中 的 $ (mn) 和 P, 有 (a) 成 立 , 也 就 是 说 , 即便 不 是 对 所 有 
的 n 值 , 至 少 也 是 对 n 的 除去 有 限 多 的 N 个 值 之 外 的 所 有 其 他 值 , $ (n) 都 具有 
性 质 P. 

我 们 可 以 将 这 些 例外 值 记 为 

721), 722) ,NN. 
当然 , 没有 任何 理由 说 这 些 例 外 值 一 定 都 是 它 的 前 面 NN 个 值 1,2,…… ,NN, 尽管 如 
同上 面 的 例子 中 指出 的 那样 , 实际 上 常常 遇 到 的 就 是 这 种 情形 . 但 不 论 是 否 如 此 ， 
我 们 都 知道 , 如 果 n > mw, 那么 $5 (n) 就 具有 性 质 P， 例 如 , 如 果 n > 1, 那 
么 第 n 个 素数 就 是 奇数 , n = 1 则 是 该 命题 仅 有 的 例外 ; 如 果 n > 1000, 就 有 
1/m < 0.001, n 的 前 面 1000 个 值 都 是 例外 值 ; 当 n > 2000 时 有 
1000{1+(-1)"}/n<1, 











92 第 4 章 正 整 变量 函数 的 极限 


其 中 的 例外 值 是 2,4,6,…… ,2000. 这 就 是 说 , 在 每 一 种 情形 该 性 质 都 被 从 某 个 确 
定 的 值 开始 往 后 的 所 有 的 n 值 所 具有 

我 们 还 将 通过 说 “对 于 大 的 (或 者 很 大 的 , 或 者 所 有 充分 大 的 )n 值 , $ (n) 具 
有 该 性 质 ” 来 表达 这 一 点 ， 于 是 , 当 说 “对 于 n 的 大 的 值 , $ (n) 具有 性 质 P” 时 
( 它 常常 是 一 项 由 某 个 不 等 式 的 关系 所 表示 的 性 质 ), 我 们 指 的 是 可 以 找到 某 个 确 
定 的 数 , 比方 说 no, 使 得 对 所 有 大 于 等 于 no 的 n 值 , $ (n) 都 具有 该 性 质 . 在 上 面 
考虑 的 例子 中 , 数 no 可 以 取 为 大 于 mw 的 任何 一 个 数 , 这 里 的 nn 是 例外 的 数 中 
之 最 大 者 : 最 自然 的 是 取 no 为 mw 十 二 

这 样 我 们 就 可 以 说 :“ 所 有 大 的 素数 都 是 奇数 ”, 或 者 说 :“ 对 大 的 n 值 , 1/n 
小 于 0.001” 读者 必须 熟悉 在 这 种 命题 中 使 用 “大 的 (large)” 这 一 词汇 . 实际 上 
“大 的 ”是 这 样 一 个 词汇 , 在 数学 中 与 在 通常 生活 中 的 语言 相 比 , 它 并 没有 更 绝对 
化 的 意义 . 不 言 而 喻 , 在 通常 的 生活 中 , 一 个 在 某 一 方面 大 的 数 , 在 另 一 方面 可 能 
是 小 的 数 . 例如 , 在 足球 比赛 中 , 6 个 进 球 是 个 大 的 得 分 , 但 是 在 板 球 比赛 中 , 6 分 
并 不 是 一 个 大 的 得 分 ; (在 板 球 比赛 中 ) 400 分 是 一 个 很 大 的 得 分 , 但 是 400 英镑 并 
不 是 一 笔 大 的 收入 ， 当 然 , 数学 中 的 “大 ”一 般 而 言 是 指 足 够 大 , 而 对 某 个 目的 来 
说 是 足够 大 的 数 对 于 另 一 个 目的 来 说 或 许 并 不 够 大 . 

现在 我 们 知道 结论 “对 大 的 n 值 $ (n) 有 性 质 P” 的 含义 是 什么 .在 整个 这 
一 章 中 我 们 都 将 关注 这 种 类 型 的 结论 . 


55. 习 用 语 “nm 趋向 无 穷 大 ” 


有 某 种 稍微 不 同 的 方式 来 看 待 那些 自然 采纳 的 事物 ， 假 设 ”接连 取 值 1, 2 
3, … 单词 “接连 ” 自然 是 指 在 时 间 上 的 接连 发 生 , 如 果 愿意 的 话 , 我 们 也 可 以 候 
设 在 相继 的 时 刻 (例如 在 相继 的 每 一 秘 的 开始 时 刻 ) 取 这 些 值 ， 这样 一 来 , 当时 间 
流逝 时 , n 就 变 得 越 来 越 大 , 它 的 增 大 是 没有 限制 的 然而 , 不论 我 们 能 想到 怎样 
大 的 一 个 数 , n 变 得 比 这 个 数 还 要 大 的 那个 时 刻 总 会 到 来 

有 一 个 简短 的 用 语 来 表示 n 的 这 种 无 尽 的 增长 是 方便 的 , 我 们 将 此 说 成 “n 元 
向 无 穷 大 ”或 者 表 为 n oo, 最 后 这 个 符号 是 “无穷大” 的 缩写 . 习 语 “趋向” 与 
单词 “相继 地 ” 一样, 提示 我 们 时 间 上 的 变动 思想 ， 有 时 , 按照 上 面 所 描述 的 方式 ， 
把 n 的 变化 作为 时 间 上 的 变动 来 考虑 是 很 方便 的 ,不 过 这 仅仅 是 为 了 方便 , n 的 
变化 通常 与 时 间 并 无 任何 关系 

读者 可 能 会 接受 这 样 的 说 法 ， 当 说 到 “n 趋向 co” 时, 我 们 指 的 就 是 假设 n 
取 一 列 无 限 增长 的 值 . 不 存在 “无 穷 大 ”这 个 数 ， 像 








Nn 二 OO 


这 样 一 个 等 式 是 没有 意义 的 . 一 个 数 不 可 能 等 于 co, 因为 “等 于 co” 这 句 话 没有 
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意义 . 事实 上 到 目前 为 止 , 符号 oo 除了 在 习 语 “ 趋 向 co” 中 含有 我 们 在 上 面 所 揭 
示 的 含义 之 外 , 根本 没有 什么 意义 . 以 后 我 们 将 要 学 习 如 何 对 涉及 符号 oo 的 另外 
一 个 习 语 赋予 某 种 含义 , 不 过 读者 应 该 永远 记 住 以 下 诸 点 : 

(1) 尽管 包含 co 的 习 语 有 时 有 某 种 含义 , 但 是 co 本 身 没 有 任何 意义 ; 

(2) 每 当 包含 符号 oo 的 一 条 习 语 有 某 种 含义 时 , 都 是 因为 我 们 事先 用 一 种 特 
殊 的 定义 对 这 条 特殊 的 习 语 赋予 了 某 种 意义 . 

现在 显然 的 是 , 如 果 对 于 很 大 的 n 的 值 , $ (n) 具有 性 质 P, 且 如 果 在 我 们 刚 
才 所 阐明 的 意义 上 有 “mn 趋向 oo0”, 那么 ”最 终 将 会 取 到 足够 大 的 值 , 以 确保 $ (mn) 
具有 性 质 P. 所 以 , 提出 问题 “对 于 充分 大 的 n 值 , $ (n) 具有 什么 性 质 ?” 的 另 一 
个 方法 就 是 “ 当 n 趋向 oo 时 , $ (n) 的 性 状 如 何 ?” 


56. 当 n 趋向 无 穷 大 时 , n 的 函数 $ (n) 的 性 状 


鉴于 上 一 节 所 作 的 说 明 , 我 们 现在 着 手 考虑 在 高 等 数学 中 不 断 出 现 的 某 种 命 
题 的 意义 . 例如 , 考虑 下 面 两 个 命题 : (a) 对 大 的 n 值 , 1/n 很 小 ; (b) 对 大 的 n 值 ， 
1 一 (1/n) 接近 等 于 1. 显然 , 正如 我 们 所 看 到 的 那样 , 它们 中 有 许多 需要 读者 关注 
的 东西 . 首先 讨论 (a), 它 要 稍微 简单 一 些 . 

我 们 已 经 考虑 过 命题 “对 大 的 n 值 , 1/n 小 于 0.001” 我 们 看 到 , 这 个 命题 意 
味 着 对 于 大 于 某 个 确定 值 (实际 上 大 于 1000 即 可 ) 的 所 有 nn 值 , 不 等 式 1/n < 
0.001 名 为 真 ， 类 似 地 ,“ 对 大 的 n 值 ，1/n 小 于 0.0001” 亦 为 真 : 事实 上 对 于 
n > 10000 就 有 1/n < 0.0001. 代替 0.001 或 者 0.0001, 我 们 可 以 取 0.00001 或 
者 0.000 001, 甚至 取 我 们 和 希望 取 的 任何 正 数 . 

显然 , 如 果 有 某 种 方式 来 表示 如 下 的 事实 , 那 将 会 是 很 方便 的 : 当 我 们 用 像 
0.0001 和 0.00001 这 样 更 小 的 数 或 者 我 们 想 要 选取 的 任何 其 他 的 数 来 代替 0.001 
时 , 任何 一 个 像 “ 对 大 的 n 值 , 1/n 小 于 0.001” 这样 的 命题 均 为 真 . 显然 我 们 可 
以 将 这 说 成 “无 论 5 多 么 小 (当然 它 必须 是 正 的 )， 那么 对 充分 大 的 n 值 ， 都 有 
1/n < 5” 这 一 结论 的 正确 性 是 显然 的 . 因为 如 果 n > 1/6, 就 有 1/n < 6, 所 以 ， 
我 们 所 说 的 “充分 大 的 ”n 值 只 需要 大 于 1/6 即 可 . 然而 , 这 个 结论 是 一 个 复杂 的 
结论 , 其 原因 在 于 : 它 实际 上 是 代表 了 整整 一 批 结 论 , 这 批 结论 是 通过 对 6 给 出 像 
0.001 这 样 的 特殊 值 而 得 到 的 . 自然 , 6 越 小 , 1/6 就 越 大 , 从 而 “充分 大 的 ”n 值 中 
之 最 小 者 也 就 必须 更 大 , 当 6 取 一 个 值 时 , n 的 那些 足够 大 的 值 在 6 取 一 个 更 小 
的 值 时 会 变 得 不 再 适用 . 

上 面 一 段 中 用 楷体 字 表 述 的 命题 正 是 命题 (a) 所 表达 的 含义 : 对 大 的 n 值 ， 
1/n 很 小 ， 类 似 地 , (b) 实际 上 含义 是 “如 果 8$(n) = 1 一 (1/n), 那么 , 无 论 对 6 
赋予 什么 样 的 正 的 值 (例如 0.001 或 者 0.0001), 命题 “对 充分 大 的 n 值 ， 都 有 
1 一 9(n) <6 成 立 ， 为 真 .” 
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还 有 另外 一 个 方法 常用 来 表达 由 结论 (a) 和 (b) 所 表述 的 事实 . 这 可 以 立即 
由 第 55 节 给 出 . 不 说 “对 大 的 n 和 值 , 1]m 很 小 , 而 是 改 为 说 “ 当 n 趋向 co 时 ， 
1/n 趋向 0” 这 些 命题 被 视 为 是 与 (a) 和 (b) 严格 等 价 的 . 于 是 命题 


“ 当 n 很 大 时 , 1/n 很 小 ” 
“ 当 n 趋向 oo 时 , 1/n 趋向 0” 
是 相互 等 价 的 , 它们 也 与 更 为 形式 化 的 命题 


“如 果 6 是 任意 一 个 无 论 多 小 的 正 数 , 那么 对 于 充分 大 的 n 值 ， 
都 有 1/n <6” 


等 价 , 或 者 与 甚至 更 加 形式 化 的 命题 


“如 果 6 是 任意 一 个 无 论 多 小 的 正 数 , 那么 可 以 求 得 一 个 数 no， 
使 得 对 于 所 有 大 于 等 于 no 的 n 值 , 都 有 1/n < 6” 


等 价 . 

当然 , 在 上 一 个 命题 中 出 现 的 数 no 是 5 的 函数 . 我 们 有 时 将 no 写成 no (6) 
以 强调 这 一 点 . 

读者 应 该 想象 自己 遇 到 了 一 个 对 手 , 这 位 对 手 在 质疑 该 命题 的 正确 性 .他 会 
列举 出 一 列 变 得 越 来 越 小 的 数 . 他 可 以 从 0.001 开始 . 读者 会 回答 :只 要 n > 1000， 
就 有 1/m < 0.001. 对 手 必定 会 承认 这 一 结论 , 不 过 他 会 尝试 某 个 像 0.000 0001 这 
样 的 更 小 的 数 . 读者 会 回答 : 只 要 n > 10000000, 就 有 1/n < 0.0000001, 如 此 
等 等 . 在 这 个 简单 的 情形 下 , 显然 读者 总 会 有 更 好 的 论证 方法 . 

现在 我 们 还 要 引进 另外 一 个 方法 来 表示 函数 1/n 的 这 个 性 质 ， 我 们 将 说 成 
“ 当 n 趋向 oo 时 , 1/n 的 极限 是 0”, 我 们 可 以 用 符号 将 这 个 命题 表 成 形式 


lim — = 0, 
n=o00N 


或 者 简单 写成 lim (1/n) = 0. 有 时 我 们 也 写成 
“ 当 n 二 00 时 , 1/n 一 0?， 


它 可 以 被 读 成 “ 当 n 趋向 oo 时 , 1/n 趋向 0”; 或 者 简单 表示 成 “1/n 一 0” 用 同 
样 的 方式 , 我 们 记 





或 者 写成 1 一 (1/m 人 1 
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57. 当 mn 趋向 无 穷 大 时 , n 的 函数 $ (mn) 的 性 状 ( 续 ) 
现在 考虑 一 个 不 同 的 例子 : 设 $(n) = m2?， 那么 “ 当 n 很 大 时 , n? 也 很 大 ” 
这 个 命题 等 价 于 更 为 形式 化 的 命题 
“如 果 A 是 一 个 无 论 多 大 的 正 数 ， 那么 对 充分 大 的 n 值 有 n? > A”， 
“我 们 可 以 求 得 一 个 数 no (A), 使 得 对 于 所 有 大 于 等 于 no (A) 的 n 和 值 ， 
都 有 m2 > A”. 
在 此 情形 很 自然 地 会 说 “ 当 n 趋 癌 ce 时 , nn? 趋向 co”， 或 者 “mn? 与 n 一 起 趋 
向 co”， 并 记 为 


m2 — oo. 
最 后 , 考虑 函数 9 (n) = 一 n2. 在 此 情形 , 当 很 大 时 , 9 (n) 的 绝对 值 也 很 大 ， 
但 它 本 身 是 负 的 , 我 们 自然 就 说 成 “ 当 nn 趋 则 co 时 , -2 趋向 -00”, 并 记 为 
一 72 一 —o0. 


符号 -co 在 这 种 意义 下 的 使 用 提示 我 们 : 为 了 保证 记号 有 更 大 的 一 致 性 , 用 n2 一 
十 co 代 蔡 n? 一 co, 并 在 一 般 情形 用 +oo 代替 oo, 有 时 会 是 很 方便 的 . 

但 是 我 们 还 要 再 一 次 重复 : 在 所 有 这 些 命题 中 , 符号 co, +co, -co 本 身 并 没 
有 任何 意义 , 仅仅 当 它 们 出 现在 与 我 们 刚刚 给 出 的 解释 有 关 的 特殊 地 方 , 它 才 具 
有 某 种 意义 . 
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在 上 面 所 作 的 讨论 之 后 , 读者 应 该 能 来 了 解 极 限 的 一 般 概念 了 .我 们 可 以 粗 
略 地 说 : 如 果 当 n 很 大 时 p(n) 接近 等 于 1, 则 当 n 趋向 co 时 9(n) 趋向 极限 1. 
但 是 , 尽管 通过 上 面 所 作 的 说 明 , 这 个 命题 的 意义 应 该 足够 清楚 , 但 是 它 现在 的 形 
式 还 不 是 足够 精确 , 还 不 适用 于 作为 严格 的 数学 定义 . 事实 上 , 它 等 价 于 整整 一 类 
像 “ 对 充分 大 的 n 值 , $ (n) 与 1 的 差 小 于 6” 这 种 类 型 的 命题 ， 这 个 命题 对 于 
6 = 0.01, 0.0001 或 者 任何 正 数 都 必须 为 真 ; 而 对 5 的 任何 这 样 的 值 , 该 结论 必须 
对 于 从 某 个 确定 的 值 no (5) 开始 的 所 有 n 值 缘 为 真 , 尽管 通常 来 说 ,5 的 值 越 小 ， 
这 个 值 no (6) 就 会 越 大 . 

由 此 我 们 构造 出 下 面 正 规 的 定义 : 

定义 工 如 果 不 论 6 是 如 何 小 的 正 数 , 对 于 充分 大 的 ni 值 , $ (n) 与 1 的 差 都 
小 于 6, 我 们 就 说 当 n 趋向 oo 时 函数 8 (n) 趋向 极限 1. 这 个 条 件 也 可 表述 为 ,如 
果 不 论 6 是 如 何 小 的 正 数 , 我 们 都 能 确定 一 个 与 6 相对 应 的 数 no (6), 使 得 对 于 
所 有 大 于 等 于 no (6) 的 n 值 , 9 (n) 与 1 的 差 都 小 于 6. 
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通常 将 9$(n) 与 1 的 差 ( 取 正 值 ) 记 为 19 (n) 一 中 它 等 于 鸭 (2) 一 和 1 一作 (7m) 
两 者 中 取 正 值 的 那 一 个 , 如 同 在 第 3 章 中 给 出 的 那样 , 它 与 $ (n) 一 1 的 模 的 定义 
相 吻 合 , 尽管 目前 我 们 还 仅仅 只 考虑 实 的 值 ( 正 的 和 负 的 ). 
利用 这 一 符号 , 可 将 定义 更 简洁 地 叙述 如 下 : 如 果 给 定 任意 的 无 论 多 小 的 正 
数 6, 我 们 都 能 求 得 no (6), 使 得 当 nn 之 no(6) 时 有 |9(n) 一 中 <6 成 立 , 那么 我 
们 就 说 : 当 n 趋向 co 时 9 (n) 趋向 极限 1,， 并 记 为 
lim 9$(n)=1. 


noo 

有 了 时 我 们 会 略 去 “mn 一 o0”, 而 有 时 为 了 简单 起 见 , 将 它 写成 $ (n) 一 ! 也 是 很 方便 的 . 

读者 会 发 现 , 在 几 种 简单 的 情形 中 求 出 作为 6 的 函数 的 no 的 显 式 表达 式 , 是 很 有 教 益 
的 例如, 如果 6 (n) = 1/n, 则 有 1 = 0, 该 条 件 转 化 为 : 对 n > no 有 1/n < 6, 如 果 取 
no 二 1 十 [1/5]”, 则 此 不 等 式 满足 ， 其 中 有 和 且 仅仅 只 有 一 种 情形 , 在 此 情形 下 同一 个 no 对 所 
有 6 的 值 都 适用 . 如 果 从 n 的 某 个 确定 的 值 N 往 后 , $ (n) 都 是 一 个 常数 , 比如 其 值 为 C, 那 
么 显然 对 于 n > N 有 9(n) 一 C= 0, 所 以 ,对 于 m > N 以 及 对 于 6 的 所 有 正 值 , 不 等 式 
I$(n) 一 Cl < 6 都 满足 . 又 如 果 对 n > NN 以 及 对 于 5 的 所 有 正 值 , 都 有 |0(n) 一 让 < 5, 则 显 
然 当 nN 时 有 9(n) = 多 从 而 对 于 所 有 这 样 的 ” 值 , 9 (mn) 是 常数 . 


59. 极限 的 定义 ( 续 ) 

极限 的 定义 可 以 用 如 下 几何 的 方式 来 加 以 描述 . 9 (n) 的 图 由 若干 个 与 值 ”= 
1,2,3,… 对 应 的 点 组 成 . 

画 出 直线 y = ! 以 及 与 它 的 距离 为 6 的 平行 线 y = 1 一 5, yy == 1 十 5. 那么 ， 

lim p(n)=1 

成 立 的 条 件 是 : 如 果 , 一 旦 这 些 直 线 画 好 , 不 论 它 们 相互 之 间 靠 得 如 何 接 近 , 我 们 
总 能 如 图 25 中 那样 , 以 如 此 方式 画 出 一 条 直线 x = no, 使 得 该 图 形 的 位 于 这 条 
线 上 的 以 及 位 于 它 右边 的 所 有 的 点 , 都 夹 在 平行 直线 y = 1-6 与 y= 1+6 之 间 . 我 
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由 这 里 以 及 以 后 我 们 都 在 第 2 章 的 意义 下 使 用 符号 [z], 也 即 用 此 来 表示 不 大 于 x 的 最 大 整数 . 
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们 将 会 发 现 , 当 处 理 对 一 个 实 变量 的 所 有 值 而 不 仅仅 是 正 整数 值 有 定义 的 函数 时 ， 
这 种 研究 定义 的 几何 方法 特别 有 用 . 


60. 极限 的 定义 ( 续 ) 


对 于 当 n 趋向 oo 时 趋向 一 个 极限 的 n 的 函数 , 我 们 已 经 讨论 了 很 多 . 现在 
我 们 必须 对 于 像 mn? 和 一 mn? 这 样 的 趋向 正 无 穷 或 者 趋向 负 无 穷 的 函数 来 构造 相应 
的 极限 定义 . 到 目前 为 止 读者 应 该 很 容易 理解 下 述 定义 . 

定义 IT ”如 果 给 定 任意 一 个 无 论 多 么 大 的 数 A, 我 们 都 能 确定 no (A), 使 
得 当 n > no(A) 时 就 有 O(n) > A 成 立 , 我 们 就 说 函数 8 (n) 与 n 一 起 趋向 
十 co ( 正 无 穷 大 )， 这 个 条 件 也 可 表述 为 , 不 论 A 多 么 大 , 对 于 充分 大 的 n 值 都 有 
b(n)> A. 

这 个 命题 的 另 一 个 不 那么 精确 的 表述 是 “如 果 随 着 n 足够 地 增 大 , 我 们 能 使 
9 (n) 达到 我 们 所 希望 的 那么 大 ” 它 在 一 个 基本 要 点 上 有 些 含混 不 清 , 也 即 , $ (n) 
必须 对 于 满足 n > no (A) 的 所 有 m 值 , 而 不 仅仅 是 对 某 一 些 这 样 的 值 都 大 于 和. 
不 过 , 如 果 我 们 明白 了 它 的 含义 , 则 应 用 这 样 的 表达 方式 并 无 任何 混淆 . 

当 少 (mp) 趋向 +co 时 , 我 们 记 


b(n) 一 十 co. 
我 们 把 构造 趋向 负 无 穷 的 函数 的 对 应 定义 留 给 读者 自己 完成 . 
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(1) 一 方面 , 我 们 可 以 对 于 n 的 任意 有 限 多 个 值 , 任意 改变 $ (n) 对 应 的 取 值 
而 决 不 会 改变 当 n 趋向 oo 时 9 (n) 的 性 状 ， 例 如 , 当 n 趋向 oo 时 1/n 趋向 
0， 我 们 可 以 从 1/n 出 发 , 通过 改变 它 的 有 限 多 个 值 来 得 到 任意 多 个 新 函数 . 例 
如 , 我 们 可 以 考虑 在 n = 1,2,7,11, 101, 107,109,237 时 取 值 等 于 3, 而 对 n 的 所 
有 其 他 值 取 值 为 1/n 的 函数 $ (n). 对 这 个 函数 , 恰 如 对 原来 的 函数 1/n 一 样 , 有 
lim 9 (n) = 0. 类 似 地 , 如 果 函 数 9 (n) 在 n= 1,2,7,11,101,107,109,237 时 取 值 
等 于 3, 而 在 其 他 情形 函数 取 值 为 n?, 那么 $ (n) 一 +oo 为 真 . 

(2) 另 一 方面 , 通常 我 们 不 能 改变 $ (n) 的 无 穷 多 个 值 而 不 在 根本 上 改变 当 n 
趋向 oo 时 9 (n) 的 性 状 . 例如 , 当 n 为 100 的 倍数 时 将 函数 1/n 的 值 改变 成 1， 
那么 lim 9 (n) = 0 就 不 再 成 立 . 如 果 仅 有 有 限 多 个 值 受 到 影响 , 我 们 就 总 能 选取 
到 定义 中 的 数 no, 这 个 no 的 值 要 比 使 得 $ (n) 的 值 有 改变 的 n 的 诸 值 中 之 最 大 
值 还 要 大 . 例如 , 在 上 面 的 例子 中 , 我 们 总 可 以 取 no > 237. 的 确 , 只 要 第 56 节 中 
我 们 想象 中 的 对 手 给 定 5 一 个 小 到 像 3 这 样 的 一 个 值 (在 第 一 个 例子 中 ), 或 者 给 
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定 A 一 个 大 到 像 3 这 样 的 一 个 值 (在 第 二 个 例子 中 ), 我 们 就 必须 要 这 样 做 . 但 是 
现在 , 无 论 no 取 多 大 的 值 , 都 会 有 更 大 的 n 值 存在 , 对 这 个 更 大 的 n 值 , 9 (n) 的 
值 已 经 改变 . 

(3) 在 用 定义 作 检测 时 ， 其 关键 在 于 : 不 等 式 |$ (n) 一 二 < 6 不 仅 应 该 对 
n 二 no 成立, 还 应 该 对 n > no 也 都 成 立 , 也 即 对 no 以 及 所 有 更 大 的 n 值 该 
不 等 式 都 成 立 ， 例 如 ， 显然 , 如 果 p(n) 是 上 面 最 后 一 个 所 考虑 的 函数 , 那么 给 
定 6, 我 们 就 能 选取 no 使 得 当 n = no 时 有 |$ (mn)| < 6: 我 们 仅仅 需要 选取 一 个 
充分 大 的 且 不 是 100 的 倍数 的 n 值 即 可 . 但 是 在 no 这 样 选 定 之 后 , 当 n > no 时 
19 (n)| < 6 并 不 为 真 : 当 6 < 1 时 , 所 有 大 于 no 且 是 100 的 倍数 的 数 ”都 是 该 
命题 的 例外 值 . 

(4) 如果 $ (n) 总 是 大 于 4, 我 们 就 可 以 用 b(n) 一 1 来 代替 |¢ (n) 一 中 这 样 
一 来 , 考察 当 n 趋向 oo 时 1/n 是 否 趋 向 极限 0, 就 只 要 看 当 n > no 时 是 否 有 
1/n < 6 即 可 . 然而, 如 果 $ (mn) = (一 1)”/n, 此 时 仍 有 71 为 0, 但 是 $5(n) 一 1! 有 
时 为 正 有 时 为 负 . 在 此 情形 , 我 们 必须 将 条 件 表述 成 |8 (n) -1 < 6 的 形式 , 例如 ， 
在 这 一 特殊 的 情形 , 条 件 需 表述 成 形式 |¢ (n)| < 6. 

(5) 极限 1 本 身 有 可 能 是 $ (n) 实际 所 取 的 一 个 值 . 例如 , 如 果 对 所 有 的 n 值 
都 有 Jo (n) = 0, 则 显然 有 lim 9 (n) = 0. 又 如 果 在 上 面 的 (2) 和 (3) 中 改变 了 函 
数 的 值 , 当 n 是 100 的 倍数 时 , 将 函数 值 改 为 0 以 取代 原来 的 值 1, 我 们 就 得 到 一 
个 函数 $ (n): 当 n 是 100 的 倍数 时 p(n) 取 值 为 0, 而 在 其 他 情形 取 值 为 1/m. 
当 n 趋向 oo 时 这 个 函数 的 极限 依然 是 0. 此 极限 本 身 就 是 这 个 函数 对 于 n 的 无 
穷 多 个 值 (也 就 是 当 n 是 100 的 倍数 时 ) 所 取 的 函数 值 . 

特别 地 , 极限 本 身 不 一 定 是 (一 般 来 说 它 也 不 是 ) 该 函数 对 于 任何 一 个 n 值 
所 对 应 的 函数 值 . 在 $(n) = 1/n 这 一 情形 , 这 一 点 是 十 分 明显 的 . 该 函数 之 极限 
为 0; 但 是 对 任何 n 值 , 它 的 函数 值 从 来 都 不 等 于 0. 

读者 应 该 能 够 接受 这 些 事实 . 极限 不 是 函数 的 一 个 值 : 极限 与 函数 值 很 不 相 
同 , 虽然 极限 是 由 它 与 函数 值 的 关系 所 确定 的 , 而 且 有 可 能 与 某 个 函数 值 相等 . 对 
于 函数 

$(n)=0 或 gp)=1， 
其 极限 与 $ (n) 的 所 有 的 函数 值 都 相等 ; 对 于 
$7)=1/n, (-D) An， 1+(1/n), 1+{(-1)" /n}, 
它们 的 极限 不 与 任何 一 个 图 数值 相等 ; 对 于 
$n) = (sin 3nzr) /n, 1+{(sininn) /n} 


( 当 n 趋向 oo 时 容易 看 出 其 极限 分 别 为 0 和 1, 因为 sin jnxt 从 数值 上 来 说 从 来 
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都 不 大 于 1), 其 极限 等 于 对 n 的 所 有 偶数 值 8 (mn) 所 取 的 值 , 但 是 当 mn 为 奇数 值 
时 所 取 的 函数 值 全 都 与 极限 值 不 同 , 且 此 时 函数 值 也 相互 不 同 . 

(6) 当 很 大 时 , 一 个 函数 可 能 数值 上 始终 很 大 , 但 却 并 不 趋向 +co 或 者 -oc. 
9 (n) = (一 1)”n 对 此 给 出 一 个 很 好 的 例证 . 如 果 一 个 函数 从 n 的 某 个 值 起 始终 保 
持 固定 的 符号 , 那么 这 个 函数 可 能 只 趋向 +eo 或 者 趋向 一 co. 

例 XXIII 

研究 下 列 n 的 函数 当 n 趋向 oo 时 的 性 状 . 

(1) $5 (n) = n*, 其 中 天 是 一 个 正 的 或 者 负 的 整数 , 或 者 是 有 理 分 数 . 如 果 是 正 的 , 那么 
n* 与 n 一 起 趋向 +oo. 如 果 是 负 的 , 那么 limn* = 0. 如 果 = 0, 则 对 所 有 的 n 值 都 有 
n= 二 1. 故 limn*=1. 

读者 会 发 现 , 哪怕 是 如 此 简单 的 一 种 情形 , 为 我 们 定义 中 的 条 件 是 满足 的 这 一 点 写 出 一 个 
正规 的 证 明 , 将 会 是 很 有 意义 的 . 例如 , 取 k > 0 的 情形 . 设 A 是 任意 指定 的 正 数 . 我 们 希望 选 
取 no, 使 得 当 n > no 时 有 mn* > A. 实际 上 我 们 仅 需 要 取 任 何 一 个 大 于 YA 的 数 来 作为 no 
即 可 . 例如 , 如 果 天 = 4, 那么 当 nzz11 时 有 mn > 10000, 当 nz101 时 有 n> 100000000， 
如 此 等 等 . 

(2) $8 (n) = pn, 其 中 pn 是 第 ”个 素数 . 如 果 只 有 有 限 多 个 素数 , 那么 $ (n) 就 只 对 有 限 
多 个 的 值 有 定义 . 然而 , 正如 Euclid 首先 指出 的 那样 , 有 无 限 多 个 素数 存在 . Euclid 的 证 明 
如 下 : 设 2,3,5,.… ,pw 是 不 超过 p 的 所 有 素数 , 令 P= (2.3.5.…pn) 十 1 则 PP 不 能 被 
2, 3,5,… ,PpN 中 任何 一 个 数 整 除 . 从 而 要 么 P 是 一 个 素数 , 要 么 PP 可 以 被 一 个 介 于 pw 和 书 
之 间 的 素数 p 整除 . 无 论 是 哪 种 情形 , 都 有 一 个 大 于 px 的 素数 存在 , 所 以 素数 个 数 无 穷 . 

由 于 $n) > n, 所 以 p(n) 二 oc. 

(3) 设 $ (n) 是 小 于 n 的 素数 的 个 数 , 这 里 再 次 有 9$ (n) 一 十 co. 

(4) $ (n) = [am], 其 中 a 是 任意 一 个 正 数 . 这 里 





{n=0 (0& 和 Nl), $n)=1 (l/a<n<2/a), 


如 此 等 等 ; 且 有 9 (n) 一 十 co. 

5) 如 果 b(n) = 1000000/n, 则 有 lim$ (mn) = 0; 如 果 允 (mw = n/1000000， 则 有 

y(n) 一 十 co， 这 些 结论 完全 不 受 下 述 事实 的 影响 : 开始 时 p(n) 要 比 (nm) 大 得 多 , 事实 

上 一 直到 n = 1000000, % (n) 都 要 比 小 (n) 大 . 

6) $7) = 1 一 (Dn 一 (1D)",n{1 一 (-1)"}. 第 一 个 函数 趋向 0, 第 二 个 函数 

二 co, 第 三 个 函数 既 不 趋向 一 个 极限 , 也 不 趋向 二 oc. 

7) $(n) = (sinn97) /n,， 其 中 0 是 任意 一 个 实数 .这 里 有 |$(n)| < 1/n, 这 是 因为 

lsin br < 1, 从 而 有 lim 9 (n) = 0. 

$n) = (sinnOn) /Vn, (a cos27m0 + bsin? n0) /n, 其 中 ac 和 是 任意 实数 . 

9 (n) = sin nOn, 如 果 9 是 整数 , 那么 对 所 有 的 n 值 都 有 VB (nm) = 0, 于 是 limy (nm) = 0. 
其 次 设 9 是 有 理 数 , 例如 9 = p/g, 其 中 p 和 9 是 正 整 数 . 设 n= ag 十 b, 其 中 a 是 n 被 

4 除 所 得 的 商 ,5 是 余数 . 这 样 就 有 sin (nprr/d) = (一 1)”?sin (bprt/q). 例如 , 假设 pb 为 偶数 , 则 

当即 从 0 增加 到 g 一 1 时, 9 (n) 取 值 为 


趋向 











8 
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当 n 从 gq 增加 到 2g 一 1 时 , 这 些 值 重 复出 现 ; 当 m 从 2g 增加 到 3g 一 1, 从 3g 增加 到 4g 一 1， 
如 此 下 去 , 情形 亦 与 此 相同 . 于 是 $ (n) 的 值 形成 有 限 多 个 不 同 的 值 的 循环 重复 . 显然 , 在 这 种 
情形 , 当 n 趋向 无 穷 时 , % (mn) 既 不 可 能 趋向 一 个 极限 , 也 不 可 能 趋向 +co, 或 者 趋向 一 co. 

0 是 无 理 数 的 情形 会 稍微 有 一 些 困难 . 我 们 将 在 下 一 组 例子 中 对 此 加 以 讨论 . 


62. 振荡 函数 


定义 ” 当 n 趋向 co 时 , 9 (n) 了 既 不 趋向 一 个 极限 , 也 不 趋向 二 oo， 也 不 趋 
向 一 co, 我 们 就 说 当 n 趋向 co 时 b(n) 是 振荡 (oscillate) 的 . 

一 个 函数 p(n), 如果 它 的 值 如 同 在 上 面 最 后 一 个 例子 中 所 考虑 的 那样 , 是 一 
组 不 同 的 值 的 不 断 的 循环 重复 , 那么 该 函数 一 定 是 振荡 的 ; 不 过 当然 , 函数 也 有 可 
能 是 振荡 的 , 但 却 不 具有 这 种 特性 . 振荡 是 以 否定 的 形式 加 以 定义 的 : 当 函 数 不 具 
有 某 些 另外 的 性 质 时 , 它 就 是 振荡 的 . 

振荡 函数 的 最 简单 的 例子 由 


gp) 一 (一 


给 出 , 当 为 偶数 时 它 等 于 +1, 当 n 为 奇数 时 它 等 于 一 1. 在 此 情形 , 函数 值 是 循 
环 出 现 的 . 但 是 考虑 





$0) El 
其 函数 值 为 





1 证 
1 二 了 


当 n 很 大 时 , 每 个 函数 值 都 几乎 是 +1 或 者 一 1, 而 且 显然 , % (n) 不 趋向 一 个 极限 ， 
也 不 趋向 +oo 或 者 -co, 从 而 它 是 振荡 的 , 不 过 它 的 函数 值 并 不 循环 . 应 该 注意 
的 是 , 在 这 种 情形 , $ (n) 的 每 个 值 的 绝对 值 都 小 于 等 于 3. 类 似 地 ， 


b(n) = (—1)” 100 + 1000n-! 


是 振荡 函数 ， 当 n 很 大 时 , 每 个 函数 值 都 接近 等 于 100 或 者 -100. 数值 上 最 大 
的 值 是 900 (对 n = 1). 现在 考虑 $ (n) = (一 1)”n, 它 的 值 是 -1,2, 一 3, 4, 一 5 …. 
这 个 函数 是 振荡 的 , 因为 它 既 不 趋向 一 个 极限 , 也 不 趋向 +co 或 -co; 但 在 此 情 
形 , 我 们 不 可 能 指定 一 个 界限 , 使 得 该 函数 的 各 项 的 值 不 超出 这 个 界限 . 这 两 个 例 
子 之 间 的 区 别提 示 我 们 给 出 进一步 的 定义 . 

定义 ”如 果 当 n 趋向 co 时 8(n) 是 振荡 的 ,那么 $(n) 将 被 称 为 是 有 限 
振荡 (oscillate finitely) 的 或 者 是 无 限 振荡 (oscillate infinitely) 的 , 根据 是 否 能 
指定 一 个 数 天 ,使 得 $(n) 的 所 有 值 的 绝对 值 都 小 于 KK， 也 即 对 所 有 nn 的 值 都 
有 4 (| < 五. 

与 第 58 节 和 第 60 节 一 样 , 在 下 面 的 例子 中 给 出 这 些 定义 的 进一步 说 明 . 
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例 XXIV 

当 nn 趋向 oo 时 , 研究 下 列 函数 的 性 状 . 

1) (—1)”, 5+3(-1)”, 1000000n-!+(-1)*, 1000000(-1)”*+n-l. 
2) (—1)*n, 1000000+(-1)"n. 

3) 1000000 —n, (—1)” (1000000—n). 

4) n {1 十 (一 1)"}, 在 此 情形 $ (n) 的 值 是 





奇数 项 全 都 是 零 , 而 偶数 项 趋向 +oo, $ (n) 无 限 振荡 . 

(5) 2 十 (一 1)”2n. 第 三 项 无 限 振荡 , 但 是 第 一 项 当 n 很 大 时 要 比 第 二 项 大 得 多 . 实际 上 
有 $n) >m2 -2n 上 且 只 要 m >1+VA+L2 -2 = (n 一 1)? 一 1 就 大 于 任意 指定 的 值 A. 
从 而 有 9 (n) 一 十 co. 应 该 注意 的 是 , 在 此 情形 9 (2 十 1) 总 是 小 于 9 (2k), 所 以 该 函数 通过 连 
续 不 断 的 前 进 和 后 退 而 趋向 无 穷 . 然而 , 根据 我 们 所 用 的 定义 , 它 并 不 “振荡 ” 

(6) 2 {1+ 1)"}, -1m+n, ma 十 (一 ”mn2. 

(7) sinn9x. 我 们 已 经 看 到 ( 例 XXIII 第 9 题 ): 当 0 是 有 理 数 时 , $ (n) 是 有 限 振 荡 的 , 除 
非 9 是 一 个 整数 , 此 时 有 % (n) = 0, 从 而 $ (n) 一 0. 

9 是 无 理 数 的 情形 稍 有 困难 , 不 过 我 们 仍然 可 以 证 明 p(n) 是 有 限 振荡 的 . 不 失 一 般 性 , 我 
们 可 以 假设 0 < 9 < 1 

首先 , 由 于 lg% (n)| < 1, 所 以 8 (n) 或 者 有 限 振荡 , 或 者 趋向 一 个 极限 . 

如 果 sinn97 一 1, 那么 





2cos (n+$) Onsin#$0n = sin (n+t1)0n— sinnon 一 0， 
于 是 cos (n+ 3) or 一 0, 从 而 
(n+ 3$)0= knt+$+en, 
其 中 fr 是 整数 , sn 一 0, 所 以 
0 = kn — kn-it en — En-i = n+ Nn, 


这 里 i 是 整数 , mn 一 0. 这 显然 是 不 可 能 的 , 这 是 因为 9 是 一 个 常数 , 且 它 夹 在 0 和 1 之 间 . 
类 似 地 , 可 以 证 明 : cosmbr 是 有 限 振荡 的 , 除非 9 是 偶数 . 

8) 除非 9 是 整数 , 否则 sin mbrr 或 者 cos nbrr 不 可 能 对 于 所 有 很 大 的 n 值 接 近 等 于 两 个 

值 a,b 中 的 某 一 个 值 . 

这 可 以 用 与 第 (7) 题 类 似 的 方法 加 以 证 明 , 只 不 过 要 比 那里 更 复杂 一 些 . ] 

9) sinmgr 十 msinmgr 十 (一 1)”sin7m0rr. 

10) wcos nbn 十 bsin7m07r sin2 nOn, a cos? nO + bsin? nOn. 

11) msinm0r. 如 果 n 是 整数 , 则 有 % (n) = 0, 所 以 $5 (mn) 一 0. 如 果 0 是 有 理 数 (但 不 

是 整数 ), 或 者 是 无 理 数 , 那么 $ (n) 无 限 振荡 . 

12)n (a cos2 nbn + bsin? non). 在 此 情形 , 如 果 a 和 5， 两 者 丝 为 正 数 , 则 9 (n) 趋向 二 oo， 

如 果 两 者 均 为 负数 , 则 p(n) 趋向 -co. 考虑 a 二 0,5>0 或 者 a > 0,b = 0 的 特殊 情形 . 如 果 

a 和 b 有 相反 的 符号 , 则 4% (n) 一 般 来 说 无 限 振荡 . 研究 任何 例外 情形 . 
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(13) sin nlbr. 如 果 0 取 有 理 数值 p/g, 那么 对 所 有 大 于 等 于 g 的 n 值 , n!0 肯定 都 是 整数 . 
从 而 8 (n) 一 0. 9 取 无 理 数 的 情形 , 如 果 不 借助 于 对 于 一 个 困难 得 多 的 特性 的 考虑 , 这 种 情形 
是 无 法 加 以 处 理 的 . 

(14) am 一 [bmp] , (—1)” (an 一 [bn)). 

(15) n 的 最 小 素 因 子 . 当 n 为 素数 时 , % (n) = n; 当 n 为 偶数 时 , $ (n) = 2. 从 而 $ (n) 
无 限 振荡 . 

(16) n 的 最 大 素 因 子 . 

(17) 公元 n 年 的 天 数 . 

例 XXV 

(1) 如 果 对 所 有 的 n 值 都 有 $ (n) 一 +co 以 及 (nn) 9(n), 那么 (nn) 一 十 co. 

(2) 如 果 对 所 有 的 n 值 都 有 $ (mn) 一 0 以 及 wn)| < 6(n)|, 那么 (nn) 一 0. 

(3) 如 果 lim |9 (n)| = 0, 那么 lim 9 (n) = 0. 

(4) 如 果 9 (n) 趋向 一 个 极限 或 者 有 限 振 功 , 且 当 n>zno 时 有 y(n)|<19(n)|, 那么 (n) 
趋向 一 个 极限 或 者 有 限 振荡 . 

(5) 如 果 $ (n) 趋向 +co, 或 者 趋向 一 oo0, 或 者 无 限 振荡 , 且 当 n> no 时 有 |y(n)| > 19 (m)l， 
那么 (n) 趋向 +eo, 或 者 趋向 一 00, 或 者 无 限 振荡 . 

(6) “如果 % (n) 振荡 , 且 无 论 no 有 多 大 , 我 们 都 能 求 得 大 于 no 的 mn 值 , 使 得 y(n) > 9 (n)， 
也 能 求 得 大 于 no 的 n 值 , 使 得 小 (n) < 9 (n), 那么 (mn) 振荡 ”此 说 法 是 否 为 真 ”如 果 不 真 ， 
请 给 出 一 个 反例 . 

7) 如 果 当 一 co 时 有 4$(n) 王 4 则 也 有 9 (rn 十 p) 一 1,p 是 任何 一 个 固定 的 整数 . 

这 可 以 立即 由 定义 推出 ,类似 地 我 们 看 出 : 如 果 8 (n) 趋向 +oo0, 或 者 趋向 -00, 或 者 振 
荡 , 那么 $ (n 十 p) 亦 然 . ] 

8) 如 果 p 随 的 变化 而 变化 , 且 其 绝对 值 总 是 小 于 一 个 固定 的 正 整数 N; 或 者 , 如 果 p 
随 n 的 变化 而 以 任意 方式 变化 , 只 要 它 永 远 是 正 的 , 则 同样 的 结论 成 立 (除了 振荡 的 情形 以 外 ). 
9) 确定 使 下 列 各 式 成 立 的 最 小 no 值 : 

i n2+2n>999999 (nzn0); (ii) n?+2n > 1000000 (nz no0). 

10) 确定 使 下 列 各 式 成 立 的 最 小 no 值 : 

i) n+(—1)” > 1000 (nz no); (i) n+ (1)"” > 1000000 (n> no). 

11) 确定 使 下 列 各 式 成 立 的 最 小 no 值 : 

ijn+2n>A (nzno); (ii) n+(-1)” > A (n>zno), 

这 里 A 是 任意 一 个 正 数 . 

(Qi) no = [VA+1]; (i no = 1+ [A] 或 者 no = 2 十 [A], 这 要 根据 [A] 是 奇数 还 是 偶 
数 而 定 , 也 就 是 no = 1+ [ 身 十 {二 (DD) 多} ] 

12) 确定 当 n > no 时 使 下 列 各 式 成 立 的 最 小 no 值 : 

i) 人 < 0.0001; 全 二 + ED 
让 我 们 考虑 后 一 情形 . 首先 有 
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容易 看 出 , 当 n > no 时 使 (mn 十 1) /n> < 0.000001 成 立 的 最 小 no 值 是 1000 002. 但 是 所 给 
出 的 不 等 式 被 n = 1000001 所 满足 , 而 这 就 是 所 要 求 的 no 值 . ] 


63. 某 些 关于 极限 的 一 般 性 定理 


A. 两 个 性 状 已 知 的 函数 之 和 的 性 状 

定理 I 如 果 9(n) 和 纱 (m) 趋向 极限 a,b, 那么 9 (n) 十 由 (n) 趋向 极限 a 十 b. 

这 个 结论 几乎 是 显然 的 ?. 读者 可 以 马上 想 出 的 论证 方法 大 致 如 下 :“ 当 n 很 
大 时 , $ (n) 接近 等 于 a, yw (n) 接近 等 于 b, 于 是 它们 的 和 接近 等 于 a 十 b” 不 过 我 
们 需要 相当 正式 地 将 这 个 证 明 加 以 叙述 . 

设 5 是 任意 一 个 指定 的 正 数 (例如 0.001, 0.000 0001,…). 我 们 需要 证 明 : 可 
以 找到 一 个 数 no, 使 得 当 n > no 时 有 


(Pn) + -a-0b<6. (1) 


现在 根据 在 第 3 章 中 证 明 的 一 个 命题 ( 它 确 实 比 我 们 这 里 所 需要 用 的 结论 要 更 加 
一 般 ): 两 个 数 的 和 的 模 小 于 等 于 它们 的 模 之 和 . 从 而 


($m) 十 区 (一 和 一 中 乏 罗 (一 中 十 (一 名， 
由 此 推出 , 如 果 我 们 可 以 选取 no, 使 得 当 n > no 时 有 
(一 中村) 一 中 < 和， (2) 


则 所 希望 的 条 件 一 定 会 得 到 满足 . 

给 定 任 意 的 正 数 5’, 我 们 可 以 求 得 ni 使 当 m>z ni 时 有 |0(n) 一 a| < 6. 我 
们 取 9 = 36, 则 当 nz ni 时 就 有 19 (n) 一 a| < 56. 类 似 地 , 我 们 可 以 求 得 no, 使 
得 当 7 之 12 时 有 Iw (n) 一 o| < 36. 现在 取 No 是 Nl1 和 722 这 两 个 数 中 较 大 的 一 
个 . 那么 , 当 n> no 时 就 有 |6(n) 一 a| < #6 以 及 |w(n) 一 0| < 36, 于 是 (2) 得 以 
满足 , 从 而 定理 得 到 证 明 . 


外 在 这 个 说 法 中 有 某 种 含混 不 清 之 处 , 读者 需 对 此 加 以 注意 . 当 我 们 说 “ 某 某 定理 几乎 是 显然 的 ”的 时 候 , 可 能 指 
的 是 两 种 含义 中 的 某 一 种 . 一 种 含义 是 “很 难 怀疑 该 定理 的 正确 性 ”,“ 该 定理 在 直觉 上 被 当 作 常 识 所 接受 ” 例 
如 , 我 们 接受 命题 “2 二 2=4” 或 者 “等 腰 三 角形 的 两 底 角 相等 ”的 正确 性 . 在 此 意义 下 , 某 个 定理 是 “显然 的 ” 
并 没有 证 明 它 是 正确 的 , 这 是 因为 最 令 人 信任 的 普通 感官 的 直观 判断 也 常 被 发 现 是 有 错误 的 ; 如 果 可 以 找到 一 
个 证 明 的 话 , 即便 该 定理 为 真 , 它 是 “显然 的 ”这 一 事实 是 没有 理由 不 加 以 证 明 的 . 数学 的 目的 就 是 证 明 某 些 前 
提 列 含 某 个 结论 ; 而 结论 可 能 与 前 提 同 样 是 “显然 的 ”这 一 事实 从 来 没有 损害 证 明 的 必要 性 ， 甚 至 从 未 经 常 性 
地 破坏 证 明 的 重要 性 . 

但 有 时 候 (如 这 里 的 例子 那样 ) 我 们 赋予 “这 几乎 是 显然 的 ”与 此 完全 不 同 的 含义 . 我 们 的 含义 是 “一 瞬间 
的 印象 不 仅 应 当 使 读者 相信 所 述 内 容 的 正确 性 , 而 且 还 能 向 他 提供 严格 证 明 的 一 般 性 思路 ”” 当 一 个 命题 在 这 个 
意义 下 是 “显然 的 ”时 候 , 我 们 就 大 可 以 略 去 它 的 证 明 , 这 并 不 是 因为 证 明 是 不 必要 的 , 而 是 因为 详细 叙述 读者 
自己 就 能 为 自己 提供 的 东西 实在 是 浪费 时 间 . 
这 些 注 释 的 主要 内 容 是 多 年 以 前 Littlewood 教授 向 我 建议 的 . 
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此 论证 可 以 这 样 来 简洁 地 予以 表述 : 由 于 limy(n) = a 以 及 limw(n) = 也 
故我 们 可 以 选取 ni, m2, 使 得 


B00 -a<8 mi WW)-a<$ wm) 


这 样 一 来 , 如 果 n 既 不 小 于 ni, 也 不 小 于 no, 我 们 就 有 
[m+ -a-b< on) -alt+ly(n) -0 <5; 


lim {G (n) + (nm)} =a+h. 
64， 定理 工 的 附属 结果 


读者 应 该 没有 困难 来 验证 下 面 的 附属 结果 . 

1， 如 果 四 (m) 趋向 一 个 极限 , 但 切 (P) 趋向 二 co, 或 趋向 一 00, 或 有 限 振 荡 ， 
或 无 限 振荡 , 那么 $(n) 十 由 (n) 与 少 (n) 有 相同 的 性 状 . 

2. 如 果 9 (n) 十 十 00) 而 由 (n) 博 十 00 或 有 限 振 荡 , 那么 $ (nn) 二 (n) 二 十 06. 

在 这 个 命题 中 , 显然 我 们 可 以 将 所 有 的 +oo 统统 改 为 -oc. 

3. 如 果 9 (n) 一 +oo, 而 乡 (n) 一 一 oo, 那么 9(n) 十 (nmn) 可 能 趋向 一 个 极 
限 , 或 者 趋向 十 co, 或 者 趋向 一 00, 或 者 有 限 振荡 , 或 者 无 限 振荡 . 

这 5 种 可 能 性 依次 通过 例子 G0) $(n) = n,yw(n) = —n; (i) $6(n) = n2,y(n) = —n; 
(ii $(n) = mb 人) = ns; Civ) $n) = n+ Dn) = -nn; (VV) $n) = + 
(一 1)"”n,(n) = 一 22 予以 说 明 . 

4. 如 果 9(n) 全 +oo, 而 功 (m) 无 限 振荡 ,那么 $(n) 十 轴 (n) 可 能 趋向 十 co， 
或 者 无 限 振荡 , 但 它 不 可 能 趋向 一 个 极限 , 或 者 趋向 一 00, 或 者 有 限 振荡 . 

因为 多 (np) = {9 (n) 十 沙 (n)} 一 9 (mn), 如 果 9(n) 十 业 (m) 表现 为 上 面 最 后 三 种 方式 中 的 任 
意 一 种 方式 , 则 由 上 面 的 结果 就 会 推出 区 (”) 一 一 00, 而 这 是 不 可 能 的 . 作为 两 种 可 能 的 情形 
的 例子 , 考虑 (i) $(n) = (nn) 二 (1”n; (说 9 (nm) =n 水 (n) =(-1)”m2. 在 这 里 ,符号 
+co 和 -co 再 次 可 以 全 部 交换 . 

5. 如 果 J$(n) 和 小 (n) 两 者 都 有 限 振荡 ,那么 鸭 (m) 十 小 (n) 必定 趋向 一 个 极 
限 或 者 有 限 振荡 . 

作为 例子 , 我 们 取 (i) $(n) = (-D”,v(n)=(-D)"; (区 $(n)=Y(n)=(-D)". 

6. 如 果 9 (mn) 有 限 振荡 , 且 (nn) 无 限 振荡 , 那么 9 (n) 十 小 (n) 无 限 振荡 . 

因为 $ (n) 的 绝对 值 永远 小 于 某 个 常数 ,比方 说 天 另 一 方面 , 由 于 小 (n) 无 限 振荡 , 故 
少 (n) 在 数值 上 必定 取 到 大 于 任何 指定 的 数值 (例如 10K,100K,…). 从 而 $ (nm) 十 区 (2) 必定 
取 到 大 于 任何 指定 的 数值 (例如 9K,99K,…). 所 以 $ (n) 十 小 (mn) 要 么 趋向 +oo 或 者 一 co， 
要 么 无 限 振荡 . 但 如 果 它 趋向 +co, 那么 , 根据 上 面 的 结果 ， 

vn)= {6n) +yY nD)}— $n) 


于 是 
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也 就 会 趋向 +co. 从 而 $ (n) 十 妨 (n) 不 可 能 趋向 +co. 类 似 地 , 它 也 不 可 能 趋向 -co. 因而 它 
无 限 振荡 . 

7. 如 果 8 (n) 和 外 (n) 两 者 都 无 限 振荡 , 那么 9 (n) 十 峭 (2) 可 以 趋向 一 个 极 
限 , 或 者 趋向 +oo, 或 者 趋向 -0o, 或 者 有 限 振 荡 , 或 者 无 限 振荡 . 

例如 , 假设 p(n) = (一 1)”n, 而 少 (n) 依次 取 下 列 函 数 中 之 一 : (一 1)"tin, {1 十 (1)*t1}n, 
一 全 十 (一 1)”}n, (一 1)”T (十 1), (一 1)”n, 这 样 我 们 就 得 到 了 所 有 5 种 可 能 的 例子 . 

结论 1~7 覆盖 了 所 有 实际 上 不 同 的 情形 .在 转 而 研究 两 个 函数 的 乘积 之 前 ， 
我 们 可 以 指出 : 定理 工 的 结果 可 以 马上 推广 到 三 个 或 者 更 多 个 数 的 函数 之 和 去 ， 
其 中 每 个 函数 当 一 co 时 趋向 某 个 极限 . 
65. ”B. 两 个 性 状 已 知 的 函数 的 乘积 之 性 状 


我 们 现在 来 对 两 个 函数 的 乘积 证 明 一 组 类 似 的 定理 . 主要 结果 如 下 . 
定理 II 如 果 1limnb( 站 =a 且 limz(z) 一 久 那么 


lim $ (n) vy (n) = ab. 








心 


Gn)=a+9(n), yn)=0+W(n), 
所 以 有 lim bi (n) = 0 以 及 lim wi (n) = 0. 这 样 就 有 
PW YVR) = ab + oy (mn) + bp (n) + Pn) WN). 


于 是 差 $ (n) y(n) 一 ab 的 值 一 定 不 大 于 ayi (n) ,591 (n) ,91(n) Wi (n) 的 绝对 值 


之 和 . 由 此 推出 
lim {9 (n) y(n) ab} =0, 


这 就 证 明了 定理 . 

下 面 是 一 个 严格 的 正式 的 证 明 . 我 们 有 

| 网 (区 人) 一 al < layi (WN + Nop (WW + Gi Cn) wi (WW. 
假设 a 和 2。 均 不 为 零 , 我 们 可 以 假设 5 < 3 |a| | 中 , 并 选取 no, 使 得 当 n > no 时 有 
[1 (| < /oa (ol < 86/ lal. 
这 样 就 有 
的 (区 (一 ao 中 < 36+§6+ {86°/ (lall0)} < 4 

从 而 我 们 可 以 选取 no, 使 得 当 n> no 时 有 |I%(m) 区 (2) 一 ab| < 5, 定理 得 证 . 读者 应 该 对 a 和 
b 中 至 少 有 一 个 为 零 的 情形 提供 一 个 证 明 . 

我 们 几乎 不 需要 指出 , 与 定理 I 相同, 此 定理 可 以 立即 推广 到 任意 多 个 n 的 
函数 的 乘积 . 类 似 于 第 64 节 中 关于 和 所 陈述 的 那些 结果 , 有 一 系列 关于 乘积 的 畏 
助 定理 . 我 们 必须 对 当 n 趋向 oo 时 $ (n) 可 能 有 的 6 种 不 同 的 表现 方式 加 以 区 
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分 它 可 能 (1) 趋向 一 个 异 于 0 的 极限 ; (2) 趋向 0; (3a) 趋向 +co; (3b) 趋向 
一 00; (4) 有 限 振荡 ; (5) 无 限 振荡 . 通常 不 必 将 (3a) 和 (3b) 分 开 来 考虑 , 这 是 因 
为 , 通过 改变 符号 , 可 以 从 关于 一 种 情形 的 结果 推导 出 关于 另 一 种 情形 的 结果 . 
详尽 叙述 这 些 辅助 性 的 结果 会 占用 过 多 的 篇 幅 , 故我 们 选取 下 面 两 个 结果 作为 例子 , 而 把 
它们 的 验证 留 给 读者 完成 . 读者 将 会 发 现 : 由 他 们 自己 来 对 剩 下 的 某 个 定理 加 以 总 结 , 会 是 一 
个 富有 启发 性 的 练习 . 
(i) 如 果 $(n) 一 十 oo 且 起 (n) 有 限 振荡 , 那么 9 (n) 引 (nn) 必定 趋向 十 oo, 或 者 趋向 一 co， 
或 者 无 限 振荡 . 
这 三 种 可 能 性 的 例子 可 以 由 取 $(n) 为 ww 而 取 多 (m) 为 三 个 函数 2+ (一 1 一 2 一 (一 1)”， 
(一 1)” 之 一 得 到 . 
(ii) 如 果 由 (pn) 和 少 (n) 有 限 振荡 , 那么 9 (n) 小 (n) 必定 趋向 一 个 极限 (该 极限 可 以 是 0)， 
或 者 有 限 振荡 . 
例如 , 取 
(a) $n) = Vn) 一 (一 
(b) $(n)=1+(-D)"”, y=1-(-D)"; 


(c) $ (n) = cos $nn, y(n)= sin $nn. 


定理 I 的 一 个 重要 的 特例 是 其 中 (nn) 为 常数 的 情形 ， 此 时 该 定理 直接 断 
: 如 果 lim 9 (n) = a, 则 有 lim 9 (mn) = ka， 对 此 我 们 可 以 补充 辅助 定理 : 如 
果 J$(n) 一 +co, 则 有 k9 (mn) 一 十 oo 或 者 jg (n) 一 00, 根据 是 正 数 还 是 
负数 而 定 , 除非 有 = 0, 因为 在 有 = 0 时 当然 对 mn 所 有 的 值 都 有 kg (n) = 0, 所 
以 lim k9 (n) = 0， 而 如 果 p(n) 有 限 振荡 或 者 无 限 振荡 , 那么 ko (n) 亦 然 , 除 
非 上 = 0. 


66. C. 两 个 性 状 已 知 的 函数 的 差 以 及 商 的 性 状 


自然 ,对 于 两 个 给 定 的 函数 的 差 也 有 一 组 类 似 的 定理 ,它们 是 前 面 结 果 的 显 
然 的 推论 . 为 了 处 理 商 


Il 


$n) 
(CD) 
我 们 首先 给 出 下 面 的 定理 . 
定理 III 如 果 lim $(n) = 二 a, 且 a 不 等 于 替 , 那么 
lim 一 一 
ga 


今 
$(n) = a+ 91(n), 
所 以 lim bi (n) = 0. 这 样 就 有 


[91 (| 
lalla+ $1 (Co 
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显然 , 由 于 lim 4 (n) = 0, 我 们 可 以 选择 no, 使 得 当 ”> no 时 上 式 比 任意 一 个 指 
定 的 数 6 都 小 . 

由 定理 I 和 定理 III 我 们 可 以 立即 推导 出 关于 商 的 主要 定理 : 

定理 TV 如 果 limy(m) =a limw(n) =0, 且 5 不 等 于 零 ,， 那么 


, $n) a 
ey) 
读者 会 再 次 发 现 , 对 与 定理 III 以 及 定理 IV 对 应 的 “辅助 定理 ”进行 总 结 、 
加 以 证 明 , 并 且 用 例子 予以 说 明 , 是 一 件 很 有 教 益 的 事 . 


67. 定理 V 





假定 RR{9 (mn) ;四 X(OD 小 是 有 (人 X(2)， 的 任意 一 个 有 理 
函数 , 也 即 任何 一 个 形 如 
忆 这 (XXX 
的 函数 , 其 中 P 和 Q@ 都 是 关于 (nn) ,人 (n),X(n),… 的 多 项 式 . 如 果 
lim$(n)=a, limy(n)=b, limx(n)=c, .…, 
且 
Q@(a,Dc…) 和 0， 
那么 就 有 
lim R{P(n) ,y(n), x(n),..} = R(a,b,c,.…). 
因为 已 是 有 限 多 个 形 如 
A{P (WF {ym 
的 项 之 和 , 其 中 4 是 常数 , p,q,… 是 正 整数 ， 根 据 定理 I (或 者 姐 宁 说 是 根据 
关于 任意 多 个 函数 的 乘积 的 推广 ), 这 一 项 趋向 Aa?b4.…, 所 以 根据 定理 I 的 一 个 
类 似 的 推广 可 知 , P 趋向 P (a,b,c,…). 类 似 地 , Q 趋向 Q (a,b,c,…), 于 是 由 定 
理 IV 就 得 出 我 们 的 结果 . 
68. 定理 V( 续 ) 
前 面 那个 一 般 性 的 定理 可 以 应 用 到 如 下 非常 重要 的 特殊 问题 中 去 : 当 n 趋 
向 co 时 , n 的 最 一 般 的 有 理 函 数 , 也 即 


aon? 十 al 十 :十 Q 
S(n) = en 
bong bi1ng 十 …… 十 ba 








的 性 状 如 何 9? 





中 我 们 自然 假设 ao。 和 bo 都 不 等 于 零 ， 
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为 了 应 用 该 定理 , 我 们 变换 S(n 写成 以 下 形式 


of (wt ) / (tur a + 名 )) 


大 括号 中 的 函数 有 R{9(n)} 的 形状 , 其 中 p(n) = 1/n, 于 是 , 当 n 趋向 co 时 ， 
REG(n)} 趋向 极限 R(0) = ao/bo. 现在 ,如果 p <q 则 有 ne- -0; 如 果 p 二 
则 有 n?7 二 1; 而 当 p>g 时 有 mn? 一 十 oo. 因此 , 根据 定理 I 有 
limS(n)=0 (< g)， 
limS(n)= ao/to (=9)， 
S(n) 一 +co (p> gq,Qa0/bo 是 正 数 )， 
(mw 





S(n) 一 -co (p> 9,ao/bo 是 负数 ). 
例 XXVI 


(1) 当 n 二 oo 时 , 诸 函 数 








之 性 状 如 何 ? 
(2) 当 n 二 oo 时 , 诸 函 数 
1 / (cos’ 3n7 十 nsin? 3nn) 5 2 /{n (cos? 二 PXT 十 nsin? 3n7)} 
(n cos? Sn + sin? 3n7) /{n (cos” 二 mA + nsin? inn) } 
中 哪 一 个 (如 果 有 的 话 ) 趋向 一 个 极限 ? 
(3) 用 S(n) 表示 上 面 所 考虑 过 的 n 的 一 般 的 有 理 函 数 , 证 明 : 在 所 有 情形 都 有 


S(n+1) _ 让 S{n+t (1/n)} 
Sn) | Sn) 





lim = 


69. 以 n 为 变量 且 与 n 一 起 递增 的 函数 


一 个 特殊 的 然而 也 是 特别 重要 的 一 类 n 的 函数 , 是 由 当 n 趋向 oo 时 其 变 差 
始终 沿 同一 方向 的 函数 所 形成 的 , 也 就 是 当 n 增加 时 函数 值 始 终 增加 (或 者 始终 
减少 ) 的 那些 函数 . 由 于 当 % (n) 始终 减少 时 , -6 (n) 始终 是 增加 的 , 所 以 不 需要 
分 开 来 考虑 这 两 种 函数 ; 对 于 其 中 一 种 函数 所 证 明 的 定理 可 以 立即 推广 到 另 一 种 
函数 上 去 . 

定义 ”如 果 对 所 有 n 的 值 都 有 由 (m 十 1) 之 $(n), 则 前 数 9 (n) 称 为 是 与 n 
一 起 递增 的 , 或 者 称 为 是 ni 的 增 函 数 . 

需要 注意 的 是 我 们 并 没有 排除 对 若干 个 值 %(z) 有 相同 值 的 情形 , 我 们 排 
除 的 只 是 可 能 的 减少 , 从 而 函数 


$n) =2n+(-1)" 
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( 它 对 n = 0,1,2,3,4…… 的 值 为 1,1,5,5,9,9,…) 说 成 是 与 ”一 起 递增 的 . 我 们 
的 定义 甚至 包含 了 从 n 的 某 个 值 往 后 保持 取 常 数值 的 函数 , 从 而 $ (n) = 1 是 递 
增 的 . 

如 果 对 所 有 n 有 $n 十 1) > 9 (nn), 我 们 就 说 $(n) 是 nn 的 严格 增加 (strictly 
increasing) 函数 ， 

关于 此 类 函数 有 一 个 十 分 重要 的 定理 . 

定理 ”如果 9 (n) 与 nn 一 起 递增 , 那么 , 要 么 (i) 当 nn 趋向 co 时 , $ (n) 趋向 
一 个 极限 , 要 么 (ii) $ (n) 一 十 co. 

这 就 是 说 , 关于 函数 的 性 状 一 般 来 说 有 5 种 可 能 的 选择 , 而 对 这 种 特殊 的 函 
数 来 说 仅 有 两 种 可 能 性 . 

此 定理 是 Dedekind 定理 (第 17 节 ) 的 一 个 简单 推论 . 我 们 把 实数 & 分 成 两 
个 类 工 和 RR, 根据 对 某 个 n 值 (当然 也 就 对 所 有 更 大 的 n 值 ) 有 9 (mn) > & 还 是 
对 所 有 n 都 有 9 (n) < 和 来 将 和 归 入 工 或 者 RR. 

类 工 肯定 存在 , 而 类 RR 有 可 能 存在 , 也 有 可 能 不 存在 . 如 果 它 不 存在 , 那么 给 
定 一 个 无 论 多 么 大 的 任意 的 数 A, 对 所 有 充分 大 的 n 都 有 b(n) > A, 所 以 


9 (7) 一 十 oo. 


另 一 方面 , 如 果 类 RR 存在 , 类 志和 RR 就 做 成 实数 的 一 个 在 第 17 节 意 义 下 
的 分 割 , 设 a 是 这 个 分 割 对 应 的 数 , 令 5 是 任意 一 个 正 数 . 那么 对 所 有 的 n 值 都 
有 9(n) < a 十 5, 由 于 9 是 任意 的 , 故 有 4g (2) < a， 另 一 方面 , 对 某 个 n 值 有 
9$(n) > a 一 6, - 故 对 所 有 充分 大 的 n 值 亦 然 . 从 而 对 所 有 充分 大 的 n 值 均 有 


oa- <0n)<a; 


也 即 有 
$n) = a. 


应 该 注意 到 , 一 般 来 说 对 所 有 的 n 值 有 6 (n) < a 因为 如 果 对 任意 一 个 n 值 有 b(n) 等 
于 a, 就 必须 对 所 有 更 大 的 n 值 也 有 4 (n) 等 于 a, 从 而 除了 最 终 $ (nm) 的 值 全 都 相同 这 一 情 
形 之 外 , $ (n) 绝 不 可 能 等 于 a. 如 果 情 况 确实 如 此 , a 就 是 工 中 最 大 的 数 ; 反之 工 中 没有 最 大 
的 数 . 

推论 1 如 果 9 (n) 随 n 一 起 递增 , 那么 它 将 趋向 一 个 极限 , 或 者 趋向 十 co， 
这 要 根据 是 否 能 找到 一 个 数 K, 使 得 对 n 所 有 的 值 均 有 p(n) < 天 而 决定 . 

以 后 我 们 将 会 发 现 此 推论 非常 有 用 . 

推论 2 如果 $(n) 随 n 一 起 递增 ,对 n 所 有 的 值 均 有 $(n) < 天， 那么 
9 (n) 趋向 一 个 极限 , 且 此 极限 小 于 等 于 KK. 

要 注意 的 是 极限 可 以 等 于 KK. 例如 , 如 果 9 (n) = 3 一 (1/n), 那么 8$(n) 的 
一 个 值 都 小 于 3, 但 是 它 的 极限 等 于 3. 


次 
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推论 3 如 果 几 (7) 随 n 一 起 递增 , 且 趋向 一 个 极限 , 那么 对 所 有 的 n 值 均 有 
b(n) < lim 9 (n). 
读者 应 当 自己 写 出 在 $ (n) 随 增加 而 递减 的 情形 下 对 应 的 定理 以 及 推论 . 
70. 对 定理 的 说 明 


这 些 定理 的 极端 重要 性 在 于 如 下 事实 : 在 许 许 多 多 的 情形 , 它们 都 给 了 我 们 
(到 目前 为 止 我 们 没有 ) 一 种 方法 来 决定 当 n 一 co 时 一 个 给 定 的 函数 是 否 趋向 一 
个 极限 , 而 不 需要 我 们 猜 出 它 的 极限 或 者 用 别 的 方法 事先 推算 出 它 的 极限 ， 如 果 
我 们 知道 极限 的 值 (如 果 它 存在 的 话 ) 一 定 是 什么 , 我 们 就 可 以 利用 
[$m -<6 (nzno) 


来 加 以 检测 .作为 例子 , 在 $ (n) = 1/n 这 一 情形 , 其 极限 只 可 能 是 零 . 但 是 假设 
我 们 需要 确定 了 


是 否 趋 向 一 个 极限 . 在 此 情形 极限 如 果 存 在 的 话 , 它 会 是 什么 就 不 是 显然 的 了 . 很 

明显 , 上 面 那 种 含有 / 的 判别 方法 无 论 如 何 都 不 可 能 直接 用 来 判断 ! 是 否 存 在 . 
当然 , 该 检测 法 有 时 可 以 用 归 廖 法 间接 地 证 明 ! 不 可 能 存在 . 例如 , 如果 9 (n) = (--1)”， 

显然 | 必须 既 等 于 1 又 等 于 一 1, 这 明显 是 不 可 能 的 . 

71. 第 19 节 中 Weierstrass 定理 的 另 一 证 明 


第 69 节 中 的 结果 使 我 们 可 以 对 第 19 节 中 已 经 证 明 的 重要 定理 给 出 一 个 另外 的 证 明 . 
如 果 将 PQ 分 成 相等 的 两 部 分 , 则 至 少 其 中 有 一 个 部 分 必定 包含 3 中 无 穷 多 个 点 .我们 








选择 其 中 一 个 含有 3 中 无 穷 多 个 点 的 部 分 , 如 果 两 部 分 都 含有 3 中 无 穷 多 个 点 , 则 选取 左 半 部 
分 , 并 将 所 选取 的 那 一 半 记 为 PQ1 (图 26). 如 果 已 Qi 是 左 半 部 分 , 则 已 与 已 是 同一 点 . 
P; (2 
Ph 及 OY 
P P (人 地 
P 负 
图 26 
类 似 地 , 如 果 将 已 Qi 分 成 两 半 , 则 它们 中 至 少 有 一 半 必 定 包 含 9 中 无 穷 多 个 点 . 我 们 选 
取 其 中 含有 5 中 无 穷 多 个 点 的 那 一 半 忆 Q2, 如 果 两 者 都 含有 3 中 无 穷 多 个 点 , 则 选取 左边 那 


一 半 . 按照 这 种 方式 继续 下 去 , 我 们 就 能 确定 一 列 区 间 
PQ, Pi®Q1, PQ2, P3Q3,: Te 


其 中 每 个 区 间 都 是 它 前 一 个 区 间 的 一 半 , 且 每 一 个 区 间 都 包含 5 中 无 穷 多 个 点 . 
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诸 点 已 已 ,及 从 左 向 右 移动 , 所 以 妃 , 趋向 一 个 极限 位 置 .类 似 地 , Q， 趋向 一 个 极 
限 位 置 T'. 然而 , 无 论 n 取 什 么 值 , TT' 显然 都 小 于 P,Qx, 而 P,Qn( 它 等 于 PQ/2") 趋向 
零 . 故而 T' 与 了 重合 , 且 已, 与 Qn 两 者 都 趋向 工 . 

这 样 一 来 , 了 就 是 5 的 一 个 极限 点 ， 因 为 , 假设 上 是 它 的 坐标 , 并 考虑 任意 一 个 形 如 
(£ 一 6,€ 十 6) 的 区 间 . 如 果 n 充分 大 ， P,Q@n 就 完全 落 在 这 个 区 间 的 内 部 ?. 从 而 (€ 一 6,€ 十 5) 
包含 S 中 无 穷 多 个 点 . 


72. 当 n 趋向 oo 时 x” 的 极限 


让 我 们 将 第 69 节 的 结果 应 用 到 9 (n) = x" 这 一 特别 重要 的 情形 . 如 果 x = 1， 
则 有 $m)=1, 从 而 lim 9 (mn)=1, 如 果 z=0, 则 有 9(n)=0, 从 而 lim9(n)=0， 
所 以 这 些 特殊 情形 不 会 对 我 们 造成 困难 . 

首先 , 假设 x 是 正 的 , 那么 , 由 于 b(n 十 1) = x0 (mn), 所 以 , 当 z>1 时 y(n) 
与 n 一 起 增加 , 当 x <1 时 9(n) 在 n 增加 时 减少 . 

如 果 z > 1, 那么 z” 必定 或 者 趋向 一 个 极限 ( 它 显然 必须 大 于 1) 或 者 趋 
向 +co， 假 设 它 趋 向 一 个 极限 i， 根据 例 XXV 的 第 (7) 题 有 limg(n 十 1) = 
lim yb (n) = 4, 但 是 


lim9 (n+1)= limzrzo(n)= zlim9(n)= 2), 
于 是 1 = xl. 而 这 是 不 可 能 的 , 因为 zx 和 /1 两 者 都 大 于 1. 所 以 





Zn" 一 十 oo (x>1). 
例 通过 二 项 式 定 理 证 明 : 如 果 6 是 正 数 且 z = 1 十 65, 则 有 xz”> 1 十 n6, 所 以 有 
2” 一 十 co， 

由 此 读者 可 以 给 出 一 个 另外 的 证 明 . 

另 一 方面 , 如 果 z < 1, 则 zx” 是 递减 函数 ,于 是 必定 趋 癌 一 个 极限 或 者 趋 
向 -co0. 由 于 x” 是 正 的 , 可 以 不 考虑 第 二 种 可 能 性 . 于 是 , 比方 说 有 lim x” = /， 
同上 就 有 /1 = zl, 从 而 ! 必定 为 零 . 于 是 

limxz”=0 (0<z<1). 

例 ”如同 在 上 一 个 例子 中 那样 , 证 明 : 如 果 0 <x<1, 则 有 (1/z)” 趋 向 +oo, 并 推出 x” 
趋向 0. 

最 后 , 我 们 应 该 来 考虑 z 取 负 值 的 情形 . 如果 -1 < x <0, 且 z= 一 y, 则 
0 <vy<1, 由 上 面 所 述 即 得 limw”* = 0, 从 而 有 limzx" = 0. 如 果 z = -1, 显然 x" 
振荡 , 交替 取 值 -1, 1. 最 后 , 如 果 x < -1 且 z= 一 y, 则 有 2 > 1 这样 y* 就 趋 


@ 只 要 PQ/2" < 6, 就 一 定 是 这 种 情形 . 
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向 +eo, 这 样 一 来 , z” 既 取 正 值 , 又 取 负 值 , 而 且 能 取 到 绝对 值 比 任何 指定 的 数 都 
要 大 的 值 . 从 而 zx” 无 限 振荡 . 总 结 起 来 有 以 下 结论 : 





$n)=7x" + (7>1), 
lim9(n)=1 (x = 1),， 
lim$(n)=0 (-1<Z<1l)， 
9 (n) 有 限 振荡 (z = —1), 
9 (n) 无 限 振荡 (z < 一 1) . 
例 XXVII? 
(1) 如 果 4% (n) 是 正 的 , 对 所 有 的 n 值 都 有 %(m2 +T1lT) > Ko (n), 其 中 K > 1, 那么 
p(n) 一 十 co. 
[因为 


多 (站 FEKGn-1) KGn-2)>..>K" $(), 
而 天 ”一 co, 由 此 立即 推 得 结论 . ] 
2) 如 果 条 件 仅 当 n > no 时 满足 , 那么 同样 的 结论 仍 成 立 . 
3) 如 果 p(n) 是 正 的 , 9 (rw 十 1) < K9 (mn), 其 中 0 <K <1, 那么 lim9 (nm) = 0. 如 果 此 
条 件 仅 当 ”> no 时 满足 , 那么 这 个 结论 依然 成 立 . 

4) 如 果 当 nzzno 时 有 |b(r 二 了 DD) Kop(n)|, 其 中 0<K<1, 那么 lim9(n)=0. 
Btn 41) 
9 (n) 
因为 我 们 可 以 这 样 来 确定 no, 使 得 当 nzno 时 有 {9 (n+1)}/{9(n)} > >1. 例如 ,我 
们 可 以 取 K 是 1 与 1 的 中 值 . 现在 再 应 用 第 (1) 题 的 结论 . ] 

6) 如 果 





5) 如 果 $ (mn) 是 正 的 , lim = 1 > 1, 那么 $(n) 一 十 oo， 





. O(n+t1) 
lim $n) = 
那么 lm $ (n) = 0. [如 同 从 第 (1) 题 得 出 第 (5) 题 一 样 , 它 可 以 从 第 (4) 题 推 出 . ] 
(7) 确定 当 nn 一 co 时 9 (n) = nz” 的 性 状 , 其 中 > 是 任意 正 整 数 . 
[如 果 x = 0, 则 对 所 有 的 n 值 都 有 9 (n) = 0, 因此 $ (nm) 一 0. 在 所 有 其 他 情形 有 
n+l1 n+l 
ee i 
首先 假设 z 是 正 数 . 那么, 如果 z > 1, 则 有 8 (mn) 一 +co( 第 (5) 题 ); 如 果 z < 1, 则 有 
9$(n) 一 0( 第 (6) 题 ); 如 果 z=1, 则 有 (nm)=n” 王 十 oo. 其 次 , 假设 x 是 负数 . 那么 , 如 果 
|z| 1, 则 有 |8(m)|=n"|z|", 它 趋向 十 oo; 如 果 |z| < 1 则 它 趋向 零 . 因此 , 如 果 z < 一 1, 则 
4 (n) 无 限 振荡 , 如 果 -1 < z < 0, 则 有 $(n) 0. ] 
(8) 用 同样 的 方法 讨论 nz”. [除了 当 z=1 以 及 z= 一 1 时 有 vw$(n) 一 0 以 外 , 结果 是 
相同 的 . ] 





-1<1<1， 














@ 这 些 例子 特别 重要 , 且 其 中 有 一 些 将 在 本 书后 面 要 用 到 . 因此 应 对 它们 仔细 加 以 研究 . 
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(9) 作出 表格 来 说 明 : 对 x 的 所 有 实数 值 以 及 对 的 所 有 正 整数 值 和 负 整 数值 , 当 ”一 co 
时 , n*z” 性 状 如 何 ? 

[读者 会 注意 到 , 除了 在 x = 1 以 及 x = -1 的 特殊 情形 外 , k 的 值 是 不 太 重要 的 .由 于 
lim {( 二 1) /mn}* = 1, 不 论 是 正 数 还 是 负数 , 比值 %(” + 1T) /8 (n) 只 与 > 有 关 , 一 般 来 讲 
9 (n) 的 性 状 由 因子 z" 所 决定 . 仅 当 x 绝对 值 等 于 1 时 因子 n* 才 起 作用 . ] 

(10) 证 明 : 如 果 x 是正 数 , 那么 当 n 一 co 时 有 VYZ 一 1，[ 例 如 , 假设 x > 1 那么 
2;, VX, YT,… 是 递减 序列 , 且 对 所 有 的 n 都 有 Wz > 1. 于 是 Wz 一 14, 这 里 ! > 1. 但 是 如 果 
1 > 1, 我 们 就 能 求 得 n 的 任意 大 的 值 , 使 得 对 它 有 Wx > / 也 即 x > 27; 但 由 于 当 m” 一 co 时 
有 im 一 十 co, 因此 这 是 不 可 能 的 . ] 
(11) Yn 一 1 [因为 , 如 果 (nw 十 1)”< nn”, 也 即 (1 +m 7)”<n (此 式 对 n> 3 肯定 是 
的 [证 明 见 第 73 节 ]), 则 有 “+Yn 十 了 < Wn. 从 而 随 着 n 从 3 开始 增加 ，Ym 递减 , 又 因 
总 是 大 于 1, 因此 它 趋向 一 个 大 于 等 于 1 的 极限 . 但 是 , 如 果 wn 一 其 中 1 > 1, 那么 就 
> 1", 但 由 于 当 n 一 co 时 有 LJ/n 一 十 oo( 第 (7)(8) 题 ), 这 对 充分 大 的 n 值 肯定 不 成 立 . ] 
(12) 对 z 的 所 有 实数 值 , 有 x" /nl 一 0. [ 令 w= 2"/nl, 则 有 wnti/un = x/ (n 十 1), 当 
n 全 co 时 它 趋向 零 , 所 以 ww 趋向 零 (第 (6) 题 ). ] 

(13) Vnl! 一 co. [因为 , 无 论 > 有 多 大 , 对 于 充分 大 的 n 都 有 n! > z” (第 (12) 题 ). ] 

(14) 证 明 : 如 果 一 1 < x <1, 那么 , 当 n 一 00 时 


one 0 (ls 








趋向 零 . 
[如 果 m 是 正 整数 , 则 对 n > m 有 wa = 0. 反之 则 有 
Un+1 es Vd 
Un nn 十 1 





er 
除非 x = 0. ] 
1 nN 

73. ( 上 二 ) 的 极限 

当 d%(p) = (+m 9” 时 ,给 出 一 个 更 加 困难 的 问题 , 此 问题 可 以 借助 第 69 节 
的 方法 加 以 解决 . 

由 二 项 式 定理 推出 

+1) =1 1 nn) 1 ny -n+l) 1 


ee 
a 


此 表达 式 中 的 第 p 十 1 项 , 也 即 


[人 7 ) (4 人 5 
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是 正 的 , 它 是 n 的 增 函 数 , 该 展开 式 的 项 数 也 随 n 增加 而 增加 . 因此 (1 二 二 )” 随 
n 增加 而 增加 , 所 以 当 一 co 时 它 趋向 一 个 极限 , 或 者 趋向 +oc. 














但 是 
和 1 
n 1:2 1.2.3 1.2.3..n 
a 
全 02 onl 
从 而 (1 十 二 )” 不 可 能 趋向 +co, 所 以 


: 1Y” 
lim @ 直 ) = 
no0 Nn 
其 中 。 是 一 个 满足 2 < es 和 3 的 数 
例 求 n-"!(n 十 1)” 的 极限 . (Math. Trip. 1934) 
74. 某 些 代 数 引 理 


在 这 个 时 候 来 证 明 若 干 个 以 后 对 我 们 有 用 的 初等 不 等 式 会 是 很 方便 的 . 
(i) 显然 , 如 果 a > 1, 7 是 正 整 数 , 那么 


7 一 2 


ra > ar 十 ar 十 … 十 1 


将 这 个 不 等 式 的 两 边 用 a 一 1 来 乘 , 我 们 得 到 


ra (a—1)>a 一 1 





两 边 加 上 r (ao" 一 1), 再 用 7 (7 + 1T) 来 除 , 我 们 得 到 


[erm o —1 
rr 二 1 





(a > 1). (1) 


类 似 地 可 以 证 明 二 
1 一 有 1 一 厅 
SS (0<B8<1). (2) 
由 此 推出 , 如 果 7 和 s 是 正 整 数 , 且 7 > s, 那么 


让 2 em 这 下 一 S 
ol (3) 


Tr S Tr S 


这 里 0< 6 < 1 <a. 特别 地 , 当 s = 1 时 有 








a —1>r(a—-1), 1—-6 <r(l1—p). (4) 


人 在 > 和 s 是 正 整 数 的 条 件 下 , 不 等 式 (3) 和 (4) 已 经 得 到 证 明 . 但 是 容易 看 出 , 这 两 个 
不 等 式 对 更 一 般 的 条 件 “ 和 s 是 任何 正 有 理 数 ”依然 成 立 . 例如 , 考虑 不 等 式 (3) 中 的 第 一 个 
式 子 . 设 7 = 二 a/b, s = c/d, 其 中 a,b,c,d 是 正 整数 , 所 以 ad > pc. 如 果 令 a = ~y*4, 则 该 不 等 
式 有 如 下 形式 
6 一 1) /ad > 人 一 1) /bc， 
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而 这 是 我 们 已 经 证 明 的 结果 . 同样 的 方法 也 适用 于 剩 下 的 不 等 式 ， 显 然 , 类 似 的 方法 可 以 证 明 : 
如 果 s 是 小 于 1 的 正 有 理 数 , 则 有 

ao -1<sa-1D)，1-6 >s1 一 0). (5) 


( 道 ) 下 面 约定 : 所 有 的 字母 都 表示 正 数 , r 和 s 是 有 理 数 , a 和 7 大 于 1, 8 和 s 小 于 1 
在 (4) 中 用 1/6 代替 a 用 1/a 代替 6, 我 们 得 到 


a —1l<ra l(a—1), 1-pP">7ph"!(1— 8). (6) 
类 似 地 , 由 (5) 推出 
a*—1>sa’!(a—1), 1—p6°<s6!(1— 6). (7) 
将 (4) 和 (6) 组合 起 来 , 我 们 看 出 有 
ra l(a—1)>a -1>r(a—1). (8) 
用 z/y 代替 a, 得 到 : 如 果 xz > y > 0, 则 有 
re (ry > yy >ry (ry). (9) 
对 (5) 和 (7) 运用 同样 的 方法 得 到 
s2s l(t—Yy < yy <sy 1!(r—Yy). (10) 


例 XXVIII 

1) 对 7 = 2,3 验证 (9), 对 s = 十 , 寺 验证 (10). 

2) 证 明 (9) 和 (10) 对 于 y > z > 0 也 成 立 . 

3) 证 明 (9) 对 7 < 0 也 成 立 . 

不 等 式 (9) 和 (10) 的 完整 的 讨论 可 以 在 Inequalities 一 书 第 2 章 找到 , 也 见 附录 1. ] 

4) 如 果 当 n 一 co 时 有 b(n) 一 4 其 中 1> 0, 而 是 有 理 数 , 那么 9* 一 大. 

根据 第 66 节 的 定理 IIL, 我 们 可 以 假设 > 0; 且 可 以 假设 厅 < $ < 21, 这 是 由 于 从 nn 的 
某 个 值 开始 往 后 此 式 肯 定 能 够 成 立 . 如 果 有 > 1, 则 根据 由 > ! 或 者 5 < 1, 我 们 有 





kG (GD) > ->k (GD), 
或 者 
kl 0) > -0 > ko! (一 由 . 
由 此 推出 , |6* 一 下 | 和 |6 一 让 的 比值 介 于 (0)* 和 (21)*-! 之 间 . 当 0 <k<1 时 证 明 
类 似 . 如 果 有 > 0, 则 当 1 = 0 时 此 结果 依然 成 立 . ] 
(5) 将 例 XXVII 第 (7)(8)(9) 题 的 结果 推广 到 xr 和 是 任意 有 理 数 的 情形 . 
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75. n (Wz 一 1) 的 极限 


如 果 在 第 74 节 不 等 式 (3) 的 第 一 个 式 子 中 取 7 = 1/ (n 一 1), s = 1/n, 我 们 看 到 ， 当 
Q > 1 时 就 有 





0 
于 是 , 如 果 $ (n) = n (Wa 一 1), 那么 8$(n) 就 随 n 的 增加 而 递减 . 又 $(n) 永远 是 正 的 . 从 而 
当 一 co 时 , 9 (mn) 趋向 一 个 极限 1, 且 有 1 > 0. 

又 如 果 在 第 74 节 不 等 式 (7) 的 第 一 个 式 子 中 , 置 s = 1/m, 我 们 就 得 到 

"(Va-1) > Ya (1- 3) > 1 
从 而 1 >1- (1/a) > 0. 于 是 , 如 果 a > 1, 我 们 就 有 
lim n(Va-1)= f(a), 

其 中 f(a)>0 

其 次 假设 8 < 1, 并 设 6=1/a, 则 n(WB 一 1) = 一 n(Wa 一 1)/ WYa. 现在 有 mn(Ya 一 1) 一 


f(a), 又 有 ( 例 XXVII 第 (10) 题 ) 
Va 一 1. 


这 样 一 来 , 如 果 6 = 1/a < 1, 我 们 就 有 
n( YB-1) = —f (a). 
最 后 , 如 果 z = 1, 那么 对 所 有 的 n 值 都 有 n (Wz 一 1)=0. 
这 样 我 们 就 得 到 结论 : 极限 
limn (WYz—1) 
对 x 的 所 有 正 的 值 定义 了 x 的 一 个 函数 . 这 个 函数 J(z) 具有 性 质 
f(1/7)=—f(z), f(1)=0, 
且 它 取 正 值 或 者 负 值 要 根据 x > 1 或 者 x < 1 来 决 定 , 以 后 我 们 将 会 把 此 六 数 与 z 的 自然 对 
数 (Napierian logarithm) 等 同 起 来 . 
例 证 明 f(xy) = 了 (zx) 十 了 (Vy). [利用 等 式 
f (ry) = limn (Wry— 1) =lim {n (Vz—1) YY+n(Yy— 1)}.] 





76. 无 穷 级 数 
假设 u(n) 是 对 所 有 n 值 都 有 定义 的 n 的 任意 一 个 函数 ,如 果 我 们 将 v(z) 
对 于 v= 1,2,… ,n 的 值 加 起 来 , 就 得 到 n 的 另外 一 个 函数 , 也 即 
s(n)=u(l)+u(2) + + (n), 
它 对 所 有 的 n 值 都 有 定义 . 一 般 来 说 , 最 方便 的 是 将 记号 稍 加 改变 , 将 此 等 式 写 成 
Sn 二 Wl1 十 U2 十 … 十 Wn， 
或 者 , 更 简洁 地 写成 


n 
Sn 一 > Uy. 
v=1 
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如 果 现 在 我 们 假设 , 当 n 趋向 oo 时 s,, 趋向 一 个 极限 s, 我 们 就 有 
lim > = 
| 


此 等 式 通常 写成 下 列 形 式 之 一 : 





ooe 
>》 =s Wtutust+...=s, 
六 生生 


式 中 的 省 略 号 表示 级 数 中 wi 的 无 穷 性 . 

粗略 地 说 , 上 面 这 个 等 式 的 意义 是 : 将 越 来 越 多 的 wu; 加 在 一 起 , 我 们 得 到 的 
值 就 与 极限 s 越 来 越 接近 . 更 精确 地 说 , 如 果 6 是 取 定 的 任意 小 的 正 数 , 我 们 都 能 
选取 no (6) 的 值 , 使 得 该 级 数 的 前 no (6) 项 之 和 , 或 者 任意 更 多 项 数 之 和 都 介 于 
s 一 6 与 s 十 6 之 间 ; 用 符号 来 表示 就 是 : 如 果 n > no (9), 则 有 








Ss—6<sn,<s+do. 


此 时 我 们 称 级 数 
de 

是 收敛 的 无 穷 级 数 (convergent infinite series), 称 s 是 该 级 数 的 和 , 或 者 称 为 该 级 
数 的 所 有 项 之 和 . 

于 是 , 说 级 数 wi 十 wz 十 :… 收敛 是 有 和 s, 或 者 说 该 级 数 收敛 于 和 s, 这 仅仅 
是 表述 “ 当 n 一 co 时 , 前 n 项 之 和 s =i 十 wz 十 … 十 Un 趋向 极限 s” 的 另外 
一 种 方式 , 对 这 种 无 穷 级 数 的 考虑 并 没有 引进 超出 本 章 前 面部 分 读者 所 熟悉 内 容 
的 任何 新 思想 . 事实 上 , 正如 我 们 所 考虑 过 的 函数 那样 , 和 式 s,, 仅仅 是 用 一 种 特 
殊 的 形式 来 表示 的 一 个 函数 9 (n). 通过 记 


PW =P)+{02) -PD + + {Pn -$n— 1)}, 


任何 一 个 函数 $ (n) 都 可 以 表示 成 这 种 形式 ; 比方 说 , 当 n 一 co 时 ， 有 时 说 成 
“6 (n) 收敛 (代替 :趋向 ') 于 极限 1” 是 更 为 方便 的 . 

如 果 sn 一 十 oo 或 者 sn 一 一 00, 我 们 就 说 : 级 数 wi 十 wz 十 … 是 发 散 的 
(divergent), 或 者 根据 情况 说 成 发 散 于 +ceo 或 者 -co. 这 些 术语 也 可 以 用 于 任何 
函数 % (n). 例如 , 如 果 9 (n) 一 二 oo, 我 们 可 以 说 $ (n) 发 散 于 十 oo. 如 果 s， 不 
趋向 一 个 极限 , 也 不 趋向 +oo 或 者 -co, 那么 它 有 限 振荡 或 者 无 限 振 荡 : 在 这 一 
情形 , 我 们 可 以 说 级 数 wi + ws 十 … 有 限 或 者 无 限 振荡 .” 

Q 应 该 告诫 读 者 的 是 , 不 同 的 作者 对 于 词汇 “发 散 ” 和 “振荡 ”的 用 法 不 尽 相同 . 这 里 该 词汇 的 用 法 与 Bromwich 
所 著 Infinite series 一 书 中 的 用 法 相同 . 在 Hobson 的 Theory of functions of a real variable 一 书 中 , 一 个 


级 数 被 说 成 是 振荡 的 , 仅 当 它 是 有 限 振荡 的 时 候 , 而 无 限 振荡 的 级 数 则 被 划 归 “发 散 的 ”一 类 . 许多 作者 把 “发 
散 的 ” 仅 当 作 “ 不 收敛 的 ” 来 使 用 . 
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77. 关于 无 穷 级 数 的 一 般 性 定理 


当 处 理 无 穷 级 数 时 , 常常 会 有 机 会 使 用 下 述 某 个 一 般 性 的 定理 . 

(1) 如 果 wi 十 wz 十 … 收 钙 , 且 有 和 s, 那么 a 十 wi 十 ws 十 …. 收敛 , 且 有 
和 a 十 s. 类 似 地 , a 十 5b 十 c 十 … 十 率 十 Wi 十 Uz 十 … 收敛 , 且 有 和 a 十 b 十 c 十 … 十 有 十 s. 

(2) 如 果 wi 十 wz 十 … 收敛 , 且 有 和 s, 那么 un 十 wm4z 十 … 收敛 , 且 有 和 











S Ul U2 Rb Um,. 


(3) 如 果 (1) 与 (2) 中 所 考虑 的 任何 一 个 级 数 发 散 或 者 振荡 , 那么 第 二 个 级 数 
也 有 同样 性 质 . 

(4) 如 果 wi 十 wz 十 … 收敛 , 且 有 和 s, 那么 pu 十 kus 十 … 收敛 , 且 有 和 ks. 

(5) 如 果 (4) 中 考虑 的 第 一 个 级 数 发 散 或 者 振荡 , 那么 第 二 个 级 数 也 有 同样 性 
质 , 除非 天 = 0. 

(6) 如 果 wi 十 wsz 十 … 与 vi 十 v2 十 … 两 者 都 收敛 , 那么 级 数 (wi 十 v1) 十 
(wz 十 v2) 十 … 也 收敛 , 且 其 和 等 于 前 两 个 级 数 之 和 . 

所 有 这 些 定理 几乎 都 是 显然 的 , 可 以 用 定义 或 者 将 第 63~66 节 的 结果 运用 到 
和 式 sn = wi 十 wz 十 … 十 Un 来 加 以 证 明 . 接 下 来 的 这 些 结 果 具 有 稍微 不 同 的 特 
征 . 








读者 可 能 倾向 于 认为 该 定理 的 逆 命 题 为 真 , 认为 如 果 lim wn = 0, 那么 >” un 必定 收敛 . 从 
一 个 例子 容易 看 出 并 非 如 此 . 设 级 数 是 
1 十 雪 十 吉 十 主 十 …， 
所 以 un = 1/n. 前 四 项 的 和 是 
1 十 雪 十 寺 十 主 >>1 十 吉 十 3 二 1 十 吉 十 雪 - 
下 面 四 项 的 和 是 吉 十 十 二 十 二 > 生 二 当 ; 接 下 来 八 项 的 和 大 于 名 = ,如 此 等 等 . 前 而 


5 





4 十 4 十 8 十 16 十 … 十 2” = 二 2 
项 的 和 大 于 
2 十 去 十 去 十 二 十 … 十 去 = 去 (2 十 3)， 
它 将 随 着 n 一 起 增加 而 超出 任何 界限 : 所 以 该 级 数 发 散 于 十 co. 
(8) 如 果 wi 十 Uz 十 v3 十 收敛 , 那么 用 任意 方式 将 它 的 项 加 括号 算 作 一 个 
新 的 项 所 得 到 的 新 的 级 数 亦 收敛 , 且 两 个 级 数 的 和 相同 . 
读者 应 有 能 力 给 出 这 个 定理 的 证 明 . 这 里 定理 的 逆 再 次 不 真 . 例如 1 一 1 二 1 一 1 十 .… 振 
荡 , 然而 





(On De eG Ee BY 
也 即 0 十 0 十 0 十 0 十 .… 却 收敛 于 0. 
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(9) 如 果 每 一 项 wj, 都 是 正 数 (或 者 是 零 ), 那么 级 数 ) un 或 者 收敛， 或 者 发 
散 于 十 oo. 如果 收 伊 , 它 的 和 必定 是 正 的 (除非 所 有 的 项 都 是 零 , 此 时 当然 它 的 和 
为 零 )， 

因为 , 根据 第 69 节 的 定义 , s* 是 的 增 函 数 , 所 以 我 们 可 以 将 该 节 的 结果 应 
用 于 8; 

(10) 如 果 每 一 项 uj, 都 是 正 数 (或 者 是 零 ), 那么 级 数 》 un 收敛 的 充分 必要 
条 件 是 : 可 以 找到 一 个 数 KK, 使 得 该 级 数 中 任意 多 项 之 和 都 小 于 K; 如 果 K 可 以 
找到 ,那么 该 级 数 的 和 不 大 于 K. 

这 也 可 以 立即 从 第 69 节 的 结果 推出 .似乎 不 需要 指出 : 如 果 条 件 “ 每 个 ww 
都 是 正 数 ” 不 满足 , 则 该 定理 不 再 成 立 . 例如 ， 


i 


显然 是 振荡 的 , 虽然 s,, 交替 地 取 值 1 和 0. 

(11) 如 果 人 十 十 :… 和 wi 十 v2 十 … 是 由 正 的 (或 为 零 的 ) 项 组 成 的 两 个 
级 数 ， 第 二 个 级 数 是 收敛 的 且 如 果 对 所 有 的 n 值 都 有 wu 过 Kv, 其 中 开 是 常 
数 ， 那 么 第 一 个 级 数 也 收敛 , 且 它 的 和 不 超过 第 二 个 级 数 的 和 的 KK 信 ， 

因为 如 果 vi 十 v2 十 .… = 志 那么 对 所 有 的 值 都 有 i 十 v2 十 … 十 vw 二 tt 所 
以 wi 十 wz 十 … 十 un < Kt, 这 就 证 明了 定理 . 

反之 ,如果 》 uy 发 散 , 且 ww 之 Kun, 其 中 > 0, 则 > on 发散 ， 


78. 无 穷 几何 级 数 


我 们 现在 来 研究 “几何 的 ”级 数 , 它 的 通 项 是 w = +”!. 在 此 情形 有 (除了 
7 二 1 这 一 特殊 情形 之 外 ) 





而 当 7 = 1 时， 
Cp ee 


在 最 后 这 一 情形 有 s,, 一 +co. 在 一 般 情形 , s,, 趋向 一 个 极限 , 当 且 仅 当 r” 趋向 
一 个 极限 . 参考 第 72 节 的 结果 , 我 们 看 出 : 级 数 1 十 7 十 ?十 … 是 收敛 的 且 有 和 
1/ (1 一 7), 当 且 仅 当 -1 < 7 < 1 

如 果 了 > 了 那么 ss > mw 所 以 sn 一 +co, 也 就 是 说 , 该 级 数 发 散 于 +co. 如 
果 7 = 一 1, 那么 5, = 1 或 者 sn = 0, 根据 ”是 奇数 还 是 偶数 而 定 , 也 即 s, 是 有 限 
振荡 的 . 如 果 > < 一 1, 那么 s 无 限 振荡 . 于 是 , 总 结 起 来 就 得 到 : 如 果 7 > 1, 那 
么 级 数 1 十? 十? 十.… 发 散 于 十 oo, 如 果 一 1 <7<1, 则 该 级 数 收敛 于 1/ (1 一 7)， 
如 果 7 二 一 1, 那么 s,, 是 有 限 振荡 的 , 而 当 r < 一 1 时 ,sn 无限 振 荡 . 





120 第 4 章 正 整 变量 函数 的 极限 


例 XXIX 
(1) 循环 小 数 . 无 穷 级 数 最 常见 的 一 个 例子 由 一 个 通常 的 循环 小 数 给 出 ， 例 如 , 考虑 小 数 
0.217 13. 根据 通常 的 算术 法 则 , 这 个 数 就 是 


人 下 2687 
10 102 103 104 105 106 107 1000 105 102 12375 


读者 应 该 考虑 : 在 这 个 化 简 过 程 中 , 究竟 在 何 处 以 及 如 何 利用 了 第 77 节 的 一 般 性 的 定理 . 
(2) 证 明 : 一 般 来 说 有 








Q102 QQmaQalQ2 on 一 Q102 QQm 
0.ala2 .amGQla2.…Gn = > 





分 母 中 含有 nn 个 9 和 mm 个 零 . 

(3) 证 明 : 一 个 纯 循 环 小 数 总 是 与 一 个 分 母 不 含 2 和 5 作为 因子 的 真 分 数 相 等 . 

(4) 一 个 有 m 位 不 循环 数字 以 及 n 位 循环 数字 的 小 数 等 于 这 样 一 个 真 分 数 : 它 的 分 母 能 
被 2” 或 者 5” 整除 , 但 不 能 被 这 两 个 数 中 任何 一 个 数 的 更 高 寡 整 除 . 

(5) 第 (3)(4) 题 的 逆 命 题 仍 然 成 立 . 设 > = p/q, 并 首先 假设 g 与 10 互 素 . 如 果 我 们 将 10 
的 所 有 寡 被 g 来 除 , 我 们 就 能 得 到 至 多 4 个 不 同 的 余数 . 于 是 有 可 能 求 得 两 个 数 nl 和 ma, 这 
里 ni > mn2, 使 得 10” 与 10"”? 有 相同 的 余数 . 于 是 10"1 一 10”? = 10"? (10"1 "2 一 1) 能 被 
d 整除 , 所 以 10” 一 1 能 被 g 整除 , 其 中 n= mi 一 n2， 从 而 7 可 以 表示 成 形式 P/ (10” 一 1)， 
也 就 是 表示 成 形式 

Ue 

10% ”102” 
也 就 是 表示 为 有 n 位 数字 的 一 个 纯 循 环 小 数 . 另 一 方面 , 如 果 gq = 2*54@, 其 中 Q 与 10 互 素 ， 
而 m 是 a 与 8 中 较 大 者 , 那么 10™r 有 一 个 与 10 互 素 的 分 母 , 从 而 可 以 表示 成 一 个 整数 与 一 
个 纯 循 环 小 数 之 和 . 但 是 对 于 任何 小 于 m 的 / 的 值 , 此 结论 对 于 10*r 并 不 成 立 ; 从 而 与 > 对 
应 的 小 数 恰 有 m 位 不 循环 的 数字 . 

(6) 我 们 必须 将 例 I 第 (3) 题 的 结果 添加 到 这 里 第 (2)~(5) 题 的 结果 中 去 . 最 后 , 如 果 注 
意 到 


十 ….， 








Ee ek RA 
10 102 103 ’ 
我 们 就 看 出 : 每 个 有 限 小 数 也 都 可 以 表示 成 一 个 循环 部 分 全 部 由 9 组 成 的 混 循 环 小 数 . 例 如， 
0.217 = 0.2169. 因此 每 一 个 真 分 数 都 可 以 表示 成 一 个 循环 小 数 , 反之 亦 然 . 
(7) 一 般 的 小 数 . 无 理 数 表 为 不 循环 小 数 . 任何 小 数 , 无 论 循环 与 否 , 都 与 0 和 1 之 间 的 一 


个 确定 的 数 对 应 . 因为 小 数 0.a1a2a344… 代表 了 级 数 











al a2 a3 
10 * 107 + 108 
由 于 所 有 的 数字 缘 为 正 数 , 因此 这 个 级 数 的 前 n 项 之 和 s” 随 n 一 起 增加 , 且 它 肯定 不 大 于 
0.9, 也 就 是 不 大 于 1. 从 而 sn 趋向 0 和 1 之 间 的 某 个 极限 . 

此 外 , 任何 两 个 不 同 的 小 数 都 不 会 对 应 同一 个 数 (除非 在 第 (6) 题 说 明 的 特殊 情形 ). 因为 ， 
假设 0.a1a2a3:.: 和 0.b152b3.…. 是 两 个 不 同 的 小 数 , 它们 直到 a._1,b-_1 为 止 的 数字 都 对 应 
相等 , 但 有 ar > b.. 这 样 就 有 ar Z bi 十 1 > 5b; biribr42… (除非 611,542,…. 全 都 是 9)， 
所 以 


0.ala2 .arar+1 > 0.b1b02 .DrDrH1 
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由 此 推出 , 一 个 有 理 分 数 表示 成 循环 小 数 的 表达 式 (第 (2)~(6) 题 ) 是 唯一 的 . 还 可 以 推出 : 每 
个 非 有 限 不 循环 的 小 数 表 示 介 于 0 与 1 之 间 的 某 个 无 理 数 . 反 过 来 , 任何 一 个 这 样 的 数 都 能 
示 成 这 样 一 个 小 数 . 因为 它 必 定位 于 下 列 诸 区 间 
1.12. .9 

1010’10” ”10° 
中 的 某 一 个 之 中 . 如 果 它 位 于 击 r 和 二 (7 十 1) 之 间 , 那么 它 的 第 一 位 数字 就 是 +， 将 这 个 区 
间 再 细 分 为 10 个 部 分 , 我 们 就 能 确定 它 的 第 二 位 数字 , 如 此 等 等 . 但 是 (第 (3)(4) 题 ), 该 小 数 
不 可 能 是 循环 的 . 例如 , 对 于 根 式 V2 用 通常 方式 得 到 的 小 数 1.414……. 不 可 能 是 循环 的 . 

(8) 小 数 0.101001 000100 0010.… 和 0.202 0020002000020... 表示 无 理 数 , 在 这 两 个 
数 中 夹 在 1 或 者 2 之 间 的 0 的 个 数 每 次 增加 1. 

(9) 小 数 0.011 010 100 010 10 … 表示 无 理 数 , 其 中 如 果 n 是 素数 , 则 它 的 第 mn 位 数字 是 
1, 反之 则 为 零 . [由 于 素数 无 穷 , 故而 该 小 数 不 会 中 止 . 它 也 不 可 能 是 循环 的 : 因为 , 如 果 它 是 
循环 的 , 我 们 就 能 确定 m 和 p, 使 得 m,m 十 p,m 十 2p,m 十 3p,… 全 都 是 素数 ; 而 这 是 荒 雇 的 ， 
因为 这 列 数 中 包含 m 十 mp”. ] 

例 XXX 

(1) 如 果 -1 <7 < 1, 则 级 数 7” 十 r™t! 十 .… 收敛 , 其 和 为 


1/(1—7)—1— re. r™-1 


0 1 














(第 77 节 的 (2)). 

(2) 如 果 -1 < 7 < 1 则 级 数 rm + rm 十 … 收敛 , 且 其 和 为 7r"/ (1 一 7)( 第 77 节 的 
(4)). 验证 : 第 (1) 题 和 第 (2) 题 的 结论 相 一 致 . 

(3) 证 明 级 数 1 + 27 十 27? 十 … 收敛 , 和 为 (1 十 7)/ (1 一 7), (a) 将 该 级 数 写成 -1 十 
2 (1 十 7 十 7 十 …); (8) 将 该 级 数 写成 1 十 2 (7 十 7 十 …); (7) 将 两 个 级 数 1 十 7 十 7 十 … 
与 7 十 ?2 十 .… 相 加 . 在 每 一 种 情形 写 出 第 77 节 中 有 哪些 定理 用 在 你 的 证 明 中 了 . 

(4) 证 明 :“ 算 术 ” 级 数 

a 十 (a 二 十 (a 十 26) 十 … 

永远 是 发 散 的 , 除非 a 与 两 者 皆 为 零 . 证 明 : 如 果 b 不 是 零 , 那么 级 数 发 散 于 十 oo 或 者 一 co 
要 根据 b 的 符号 来 决定 ; 如 果 5 = 0, 那么 它 发 散 于 十 oo 或 者 -co 要 根据 a 的 符号 来 决定 . 

(5) 当 级 数 

(1—7) 二 (r—7) 十 (于 一 人 9) Fs 

收敛 时 , 它 的 和 是 什么 ? [该 级 数 仅 当 -1 < r < 1 时 收敛 . 当 7 = 1 时 其 和 为 0, 除 此 之 外 其 和 
均 为 1. |] 

(6) 对 级 数 





1+72 + (1+r2) 
求 和 [该 级 数 永远 收敛 . 当 r = 0 时 其 和 为 0, 除 此 之 外 其 和 均 为 1 十 7?. ] 
(7) 如 果 假 设 1 十 7 十 7? 十 .… 是 收敛 的 , 那么 我 们 就 能 用 第 77 节 的 (1) 和 (4) 来 证 明 其 
和 为 1/ (1 一 7). 因为 如 果 1 十 7 十 7 十 … 二 s, 那么 
5 一 1+Tr(+Tr 十 己 十 …) 一 1 十 rs.9 
































中 例 XXIX 中 的 所 有 结果 都 可 以 在 经 适当 修改 之 后 推广 到 任意 进位 制 下 的 小 数 上 去 . ”更 全 面 的 讨论 见 
Bromwich 所 著 Infinite series 一 书 附录 I. 
@ 原 书 此 处 误 写 为 s 二 1 十 7 (1 十 十 …) = 二 1 二 rs. 译 者 注 
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(8) 当 级 数 


rr 上 
Tr (十 站 
收敛 时 , 求 它 的 和 . [如果 -1 < 1/(+7) < 了 也 即 > < 一 2 或 者 7 > 0, 则 该 级 数 收敛 , 其 和 
为 1+7. 当 7=0 时 , 它 也 是 收敛 的 , 此 时 其 和 为 0. ] 


7 +4 

















(9) 对 级 数 
7 一 一 一 十 一 7 十 一 一 十 一 一 十 
1+7r (1 十 中? 1 一 (1—r)? . 
Tr 这 天 
+ 了 -+ 人 
回答 同样 的 问题 . 
(10) 考虑 级 数 
(二 7) 十 (7 二 下) 十 ， (1 十 7 二 7) 十 (下 十 7 二 7) 十 …， 
1 一 27 十 ?2 十 一 274 十 7 十 …， (1—2r+7?)+ (m2rt +r) + 


的 收敛 性 , 并 在 收敛 时 求 出 它们 的 和 . 

(11) 如 果 0 < an < 1, 那么 当 0 7 <1 时 级 数 ao 十 ai7 十 a27? 十.… 收敛 , 且 它 的 和 不 
大 于 1/ (1 一 7). 

(12) 如 果 0 < an < 1 且 级 数 ao + ai 十 a2 十 … 收敛 , 那么 对 0 < r < 1, 级 数 
ao 十 air 十 aar2 十 … 收敛 , 且 它 的 和 不 大 于 ao + ai + az 十 .… 与 1/ (1 一 7?) 两 者 中 较 小 者 . 

(13) 级 数 








Ee he 
1 1.2 1.2.3 
收敛 . [因为 1/ (1:2.…n) < 1/2"-1.] 
(14) 级 数 
i 十 和 下 全 和 十 
1.2 1.2.3.4 ”1 1.2.3 1.2.3.4.5 


(15) 一 般 的 调和 级 数 1 1 
op 
发 散 于 +oo, 其 中 a 和 5 是 正 数 ，[ 因 为 w= 1/ (a 二 nb) > 1/ fn(e+ 丰 ,现在 将 它 与 
1 + 二 二 十.… 作 比 较 . ] 


(16) 证 明 : 级 数 





(wo Ci) 二 (vi 一 V2) 二 (v2 一 V3) 二 +…… 
收敛 , 当 且 仅 当 n 一 ce 时 wn 趋向 一 个 极限 . 
(17) 如 果 wi 十 wz 十 ws 十 .… 发 散 , 那么 将 它 的 项 无 论 用 什么 方式 加 括号 算 作 一 个 新 项 而 
得 到 的 任意 一 个 级 数 也 是 发 散 的 .? 
(18) 从 一 个 收敛 的 正 项 级 数 中 选取 一 部 分 项 所 得 到 的 级 数 也 是 收敛 的 . 











@ 一 般 说 来 , 此 结论 是 不 正确 的 ， 例 如 级 数 1 一 1 十 1 一 1 十 ..， 是 发 散 的 , 然而 每 两 项 加 括号 所 得 的 新 级 数 
(1 一 1) 十 (1 一 1) 十 … 却 是 收敛 的 , 当然 , 如 果 这 是 一 个 正 项 级 数 , 也 即 对 一 切 n > 1 都 有 un > 0, 那么 
此 题 的 结论 显然 是 正确 的 . 一 译 者 注 
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79. 用 极限 来 表示 一 元 连续 实 变 函 数 
在 上 面 儿 节 里 , 我 们 多 次 论 及 形 如 


人 
的 极限 以 及 形 如 
Wi (Z) 十 WUa (Z) 十 … 一 im {ui (X) + v2 (2) + + wn (2)} 


的 级 数 , 其 中 我 们 要 寻求 其 极限 的 n 的 函数 除了 之 外 , 还 涉及 另 一 个 变量 x. 在 
这 些 情形 , 其 极限 当然 也 是 x 的 函数 . 例如 , 我 们 在 第 75 节 就 遇 到 了 郴 数 


f(z)= lm n (Yr—1), 


而 几何 级 数 1 十 zx 十 x 十 … 的 和 是 z 的 函数 , 也 即 是 这 样 一 个 函数 : 当 -1<z<1l 
时 它 等 于 1/ (1 一 x), 而 对 所 有 其 他 的 zx 值 它 没有 定义 . 

正如 下 面 的 例子 所 显现 的 那样 , 在 第 2 章 考 虑 过 的 许多 表面 看 来 “任意 的 ” 或 
者 “不 自然 的 ”函数 能 有 这 种 样子 的 简单 表达 式 . 

例 XXXI 

(1) Bn (z) = zx， 这 里 在 $n (zx) 的 表达 式 中 根本 就 没有 出 现 , 且 对 所 有 z 的 值 都 有 
$7) = 1limo9n (2)= 7x. 

(2) pn (z) = z/n. 这 里 对 所 有 z 的 值 都 有 9 (x) = lim 9 (x) = 0. 

(3) pn (7) = nz 如果 xz > 0, 则 如 (z) 一 二 oo; 如 果 zz < 0, 则 9xr(z) 二 一 o0: 仅 当 
Zz 二 0 时 or (7z) 当 n 一 oo0 时 有 极限 (也 即 0). 从 而 当 z = 0 时 9 (zx) = 0, 而 对 任何 其 他 的 z 
值 它 没有 定义 . 
4) pn (7) = 1/nz, nr/ (nz++ 1). 
5) pn (7X)= 二 xX"”. 当 一 1 <zx<1l1 时 5$(x)=0; 当 z=1 时 (xz) = 1; 对 任何 其 他 的 xz 值 
它 没有 定义 . 
6) bn (z) = 2"” (1 一 Zz). 这 里 的 %(z) 与 第 (5) 题 中 的 9 (x) 之 间 的 区 别 在 于 : 当 z =1 
时 它 取 值 为 0. 
7) Br. (z) = x”/n. 这 里 的 $(z) 与 第 (6) 题 中 的 9 (x) 之 间 的 区 别 在 于 : 当 z = -1 以 
及 zx = 1 时 它 取 值 为 0. 


8) pn (2) = 2"/(z"*+1). [ 当 -1<z<1l 时 9$(z)=0; 当 z=1 时 9(x)=3; 当 


Z< 一 1 或 z >1 时 V(x)==1; 当 z= 一 1 时 它 没有 定义 .|] 
2 1 1 1 1 











(9) $n (2) = 020 一 1 ”2 十 1 0 一 1 rr 0 一 2 

(10) 证 明 : 如 果 x > 0, 那么 函数 (x" 一 1)/ (x" 十 1) 当 n 一 co 时 趋向 一 个 极限 , 且 在 
x <1,7x 二 1,x > 1 这 三 种 不 同 的 情形 , 该 极限 有 三 个 不 同 的 值 . (Math. Trip. 1935) 

再 讨论 函数 


nz"—1 rz"—n 
nzr+l’” 2m 十 见 
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11) 构造 一 个 例子 , 满足 : 当 |z| > 1 时 5$(x)=1; 当 |zx|<1l1 时 8$(zx)= 一 1; 当 xz=1 或 
z=—1 时 v(x)=0. 
zm 1 n 

12) 加 (7) =s( 入 二) 20 十 2 十 凡 
oo) 十 go) 

27 十 工 
I 妆 加 二 工时 成 光世 0 当 冯 = 工 夺 4 风 二 吉 7 罗 已 
当 z= 一 1 时 9(x) 没有 定义 . ] 
14) pn(7x) = (2/7)arctan(nz). [ 当 xz >0 时 9(zx)=1; 当 z=0 时 9(x)=0; 当 zx<0 
时 %(z) = 一 1. 此 函数 在 数论 中 很 重要 , 通常 用 符号 sgnx 来 表示 . ] 
15) pr (z) = sinnzn， [ 当 z 为 整数 时 op (x) = 0; 在 其 他 情形 $ (xz) 没有 定义 ( 例 XXIV 
第 (7) 题 ). ] 
16) 如 果 如 (z) = sin nlzr, 那么 对 x 的 所 有 有 理 数值 w(z) = 0 ( 例 XXIV 第 (13) 题 ). 
[考虑 无 理 数 的 值 会 更 困难 . ] 
17) br (z) = (cos? zt)”. [ 当 z 为 整数 时 $ (x) = 1; 在 其 他 情形 $ (x) = 0. ] 
18) 如 果 入 > 1752, 那么 公元 N 年 中 的 天 数 是 





13) pn (2) = 


























lim {365 十 (cos? 1NzoD 一 (cos? 动 Nr 十 (cos? wm Nn)"} 


80. 有 界 集合 的 界 


设 5 是 由 实数 s 组 成 的 任何 一 个 系统 或 者 集合 . 如 果 存 在 一 个 数 KK, 使 得 对 3 中 每 个 s 
都 有 s < K, 我 们 就 称 S$ 是 有 上 界 的 ; 如 果 存 在 一 个 数 , 使 得 对 5 中 每 个 s 都 有 s > 及 我 们 
就 称 S 是 有 下 界 的 ; 如 果 3 既是 有 上 界 的 , 又 是 有 下 界 的 , 我 们 就 简单 地 称 3 是 有 界 的 . 

首先 假设 S$ 是 有 上 界 的 (但 不 一 定 是 有 下 界 的 ). 则 存在 无 穷 多 个 数 具 有 数 天 所 具有 的 性 
质 , 例如 , 任何 大 于 K 的 数 都 有 此 性 质 . 我 们 将 要 证 明 : 在 所 有 这 些 数 中 有 一 个 最 小 的 数 ", 将 
这 个 数 记 为 M. 这 个 数 M 不 小 于 5 中 的 任何 数 , 然而 任何 小 于 M 的 数 都 会 小 于 5 中 至 少 一 
个 数 . 

我 们 把 实数 & 分 成 两 个 类 工 和 RR, 将 & 放 在 类 工 还 是 放 在 类 RR 中 ,根据 & 是 否 小 于 5 中 
的 数 来 决定 . 这 样 , 每 个 上 属于 且 只 属于 工 和 RR 中 的 一 个 类 . 每 一 个 类 都 存在 , 因为 任何 一 个 
小 于 S 中 任何 一 个 成 员 的 数 都 属于 二 , 而 K 则 属于 R. 最 后 , 工 的 任何 元 素 都 小 于 5S 的 某 个 
元 素 , 于 是 也 就 小 于 RR 的 任何 一 个 元 素 . 从 而 Dedekind 定理 (第 17 节 ) 的 三 个 条 件 都 满足 ， 
于 是 存在 一 个 划分 这 些 类 的 数 M. 

数 M 是 我 们 必须 证 明 其 存在 性 的 那个 数 . 首先 , M 不 可 能 小 于 5 中 任何 一 个 成 员 . 因为 
如 果 3 中 有 这 样 一 个 成 员 s 存在 , 那么 我 们 就 可 以 记 s = M 十 nm, 其 中 w 是 正 数 . 于 是 ,因为 
数 M 十 7 小 于 s, 它 就 属于 工 , 又 因为 它 大 于 M, 它 又 属于 RR, 然而 这 是 不 可 能 的 . 另 一 方面 ， 
任何 小 于 M 的 数 都 属于 L, 从 而 它 至 少 小 于 3 中 的 一 个 元 素 . 例如 M 就 具有 所 要 求 的 所 有 
这 些 性 质 . 























@ 一 个 由 数组 成 的 无 穷 集合 不 一 定 有 最 小 的 数 . 例如 , 由 1, 二 ,二 ,二 ,…。 组 成 的 集合 就 没有 最 小 的 元 素 . 
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我 们 将 这 个 数 M 称 为 5S 的 上 界 (upper bound), 我 们 可 以 宣布 如 下 定理 : 任何 有 上 界 的 
集合 都 有 一 个 上 界 M. S 中 没有 任何 一 个 成 员 大 于 AM, 但 是 任何 一 个 小 于 M 的 数 都 小 于 9 
中 至 少 一 个 数 . 

按照 完全 一 样 的 方法 , 我 们 可 以 对 有 下 界 (不 一 定 有 上 界 ) 的 集合 证 明 对 应 的 定理 : 任何 一 
个 有 下 界 的 集合 S 都 有 一 个 下 界 m. S 中 没有 任何 元 素 小 于 m, 但 是 9 中 至 少 存在 一 个 元 素 ， 
它 比 任意 一 个 大 于 m 的 数 都 要 小 . 

应 该 注意 到 , 当 38 有 上 界 时 , 有 M < K, 当 S 有 下 界 时 , 有 m > k.， 当 3 有 界 时 , 有 
k<m<M<K. 


81. 有 界 函 数 的 界 


假设 %(”) 是 正 整 变量 n 的 函数 . $ (n) 的 所 有 的 值 的 总 体 就 定义 了 一 个 集合 S, 对 此 集 
合 我 们 可 以 利用 第 80 节 中 所 有 的 论证 方法 . 如 果 S 有 上 界 , 或 者 有 下 界 , 或 者 有 界 , 我 们 就 说 
b(n) 是 有 上 界 的 , 或 者 有 下 界 的 , 或 者 有 界 的 . 如 果 % (n) 是 有 上 界 的 , 也 就 是 说 , 如 果 存 在 一 
个 数 KK, 使 得 对 所 有 的 n 值 都 有 % (n) < 天 ,那么 就 有 一 个 数 M 使 得 

(i) 对 所 有 的 n 值 都 有 9 (n) < M; 

(站) 如果 6 是 任意 正 数 , 那么 对 至 少 一 个 人 和 值 有 有 9(n)>M 一 5. 
我 们 称 这 个 数 M 为 $ (n) 的 上 界 . 类 似 地 , 如 果 b(n) 是 有 下 界 的 , 也 就 是 说 , 如 果 存 在 一 个 
数 , 使 得 对 所 有 的 n 值 都 有 9 (n) > k, 那么 就 有 一 个 数 m 使 得 

(i) 对 所 有 n 的 值 都 有 9 (n) > m; 

(让) 如 果 5 是 任意 正 数 , 那么 对 至 少 一 个 n 值 有 $(n) < mm 十 6. 
我 们 称 这 个 数 m 为 $ (n) 的 下 界 . 

如 果 K 存在 , 则 有 M < K; 如 果 存在, 则 有 m > 大 如 果 月 和 KK 都 存在 , 则 有 

k<m<M<K. 


82. 有 界 函 数 的 不 定 元 的 极限 


假设 $ (n) 是 有 界 函 数 ，M 和 m 是 它 的 上 界 和 下 界 . 让 我 们 取 任 意 一 个 实数 &, 现在 来 考 
虑 在 & 与 对 很 大 的 n 值 $ (mn) 所 取 的 值 之 间 有 可 能 成 立 的 不 等 式 关 系 . 有 三 种 相互 排斥 的 可 能 
性 存在 : 

(1) 对 所 有 充分 大 的 nn 值 都 有 & > $ (n); 

(2) 对 所 有 充分 大 的 nn 值 都 有 < 9 (n); 

(3) 对 无 穷 多 个 n 值 上 有 & < $ (n), 又 对 无 穷 多 个 n 值 有 & > 9 (n). 

在 情形 (1), 我 们 说 上 是 一 个 优 数 (superior number); 在 情形 (2) 说 它 是 一 个 劣 数 (inferior 
number); 在 情形 (3) 我 们 称 它 是 一 个 中 数 (intermediate number). 显然 , 没有 任何 优 数 会 小 
于 mm, 也 没有 任何 劣 数 能 大 于 M. 

我 们 来 考虑 所 有 优 数组 成 的 集合 . 因为 它 的 成 员 中 没有 任何 一 个 是 小 于 m 的 , 所 以 它 有 一 
个 下 界 , 我 们 用 4 来 记 这 个 下 界 . 类 似 地 , 劣 数 的 集合 有 一 个 上 界 , 我 们 记 之 为 入 . 

我 们 将 A 和 和 分 别称 为 当 n 趋向 无 穷 大 时 9 (mn) 的 不 定 元 的 上 极限 (upper limit of 
indetermination) 和 不 定 元 的 下 极限 (lower limit of indetermination); 并 记 为 


























A= lm$(n), 和 = 1im9(n). 
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这 些 数 有 如 下 的 性 质 : 
1 )m<AM<Ag<M; 
2) 如 果 有 任何 一 个 中 数 存 在 的 话 , 那么 4 和 和 就 是 中 数组 成 的 集合 的 上 界 和 下 界 ; 
3) 如 果 5 是 任何 一 个 正 数 , 那么 对 所 有 充分 大 的 n 值 都 有 b(n) < 4 十 6, 对 无 穷 多 个 n 
值 有 4(m) > 4-5; 
4) 类 似 地 , 对 所 有 充分 大 的 n 值 都 有 9 (n) > 入 一 5, 对 无 穷 多 个 即 值 有 四 (pm) < 入 十 5 
5) $ (n) 趋向 一 个 极限 的 充分 必要 条 件 是 4 = 和 , 在 此 情形 极限 就 是 入 和 4 共同 的 值 /. 
在 这 些 性 质 中 , (1) 是 定义 的 直接 推论 , 我 们 可 以 如 下 来 证 明 (2). 如 果 4 = 入 = 1, 那么 就 
至 多 存在 一 个 中 数 , 也 就 是 1, 也 就 没有 什么 需要 证 明 的 了 . 然后 假设 4 > 入 任何 一 个 中 数 《 
都 要 小 于 任何 一 个 优 数 , 且 大 于 任何 一 个 劣 数 , 所 以 入 < € < 4. 但 是 , 如 果 入 < 《< A, 那么 & 
必定 是 一 个 中 数 , 因为 它 显 然 既 不 是 一 个 优 数 , 也 不 是 一 个 劣 数 . 于 是 存在 与 和 以 及 与 4 任意 
接近 的 中 数 . 
为 了 证 明 (3), 我 们 注意 到 : 4 + 6 是 优 数 , 而 4 一 5 则 是 中 数 或 者 劣 数 . 于 是 这 个 结论 就 
是 定义 的 直接 推论 , 而 (4) 的 证 明 本 质 上 与 之 相同 . 
最 后 , (5) 可 以 证 明 如 下 . 如 果 A = 入 = 1, 那么 对 每 一 个 正 的 6 值 以 及 充分 大 的 n 值 都 有 
1 一 0< 0 水 (2) < 17 十 0 











所 以 bg (n) 一 1 反之 , 如 果 4(n) 一 4 则 上 面 所 写 的 不 等 式 对 于 所 有 充分 大 的 n 值 成 立 . 从 而 
1 一 6 就 是 劣 数 , 而 1 十 6 就 是 优 数 , 所 以 
A>1-6, A<l+5, 
这 样 就 有 4 一 入 < 26. 由 于 4 一 入 > 0, 从 而 这 只 能 在 4 = 入 时 成 立 . 
例 XXXII 

1) 无 论 是 4 还 是 和 都 不 会 因为 $B (n) 的 任意 有 限 多 个 值 的 改变 而 受到 影响 . 
2) 如 果 对 所 有 的 n 值 都 有 $ (n) = a, 那么 就 有 m= 入 = 4=M =a. 
3) 如 果 $n)=n7 ,那么 m= 入 = A4=0 以 及 M=1. 
4) 如 果 %(n) = (-1”， 那么 内 = 入 = -1 以 及 4= AM =1. 
5) 如 果 $ (n) = (一 1)”n-7!, 那么 mm 1, 和 A=A=0,M=#. 

) ( 

) ) 











6) 如 果 $ (n) = (一 If 人 !), 那么 mm 2, 入 1,4=1,M=3. 
7) 设 5 (n) = sin nn, 其 中 0 > 0. 如 果 9 是 整数 , 那么 








m= 和 =A4=M=0. 
如 果 9 是 有 理 数 , 但 不 是 整数 , 会 出 现 各 种 情形 . 例如 , 假设 0 = p/q, p 和 4 是 互 素 的 正 奇数 ， 
且 g > 1, 那么 9$(n) 循环 地 取 下 列 数值 : 


2 2d 一 工 2 
sin 2, sin 和 7， a 2 )pT Sin 92 
9 q 9 gq 


容易 验证 : $ (n) 的 数值 最 大 和 最 小 的 值 是 cos (x/29q) 和 一 cos (xy/29), 所 以 


m= 二 入 cs (至)， 4=M=eos (到) 
29 29 


读者 可 以 类 似 地 讨论 p 和 9 两 者 不 都 是 奇数 的 情形 . 











84. 无 界 图 数 ”127 


9 是 无 理 数 的 情形 更 加 困难 : 可 以 证 明 , 在 此 情形 有 和 = 入 = -1 以 及 4=M=1. 还 可 
以 证 明 , $ (n) 的 值 以 这 样 一 种 方式 散布 在 区 间 (一 1,1) 中 : 如 果 是 该 区 间 中 任意 一 个 数 , 那 
么 就 存在 一 个 数列 n1,mn2,…, 使 得 当天 一 co 时 有 $ (nx) 二 

当 9 (n) 是 mb 的 小 数 部 分 时 , 结果 十 分 类 似 . 

83. 有 界 函 数 的 一 般 收敛 原理 

前 面 几 节 的 结果 使 我 们 能 够 总 结 出 有 界 函 数 收敛 于 一 个 极限 的 一 个 十 分 重要 的 充分 必要 

条 件 . 通常 称 此 条 件 为 收敛 于 极限 的 一 般 收 敛 原理 (general principle of convergence). 


定理 1 有 界 函 数 p(n) 收敛 于 一 个 极限 的 充分 必要 条 件 是 : 给 定 任意 正 数 5, 可 以 求 得 
一 个 数 No (0)， 使 得 对 所 有 满足 Nn2 > 11 之 nN0 (6) 的 值 N1 和 Nn2 都 有 


I$(n2)— $n)| < oi. 
首先 , 该 条 件 是 必要 的 . 因为， 如 果 由 (nm) -全 1， 那么 我 们 就 能 找到 no, 使 得 当 n 宛 mo 时 有 


—36<$(n)<1l+36, 





所 以 当 mi > mo 且 nz 之 no 时 有 
lo(n2) 一 上 ai)| < 0. (1) 
其 次 , 该 条 件 是 充分 的 . 为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 只 需要 证 明 它 包含 了 入 二 A. 但 是 如 果 有 
入 < A, 那么 , 无 论 6 多 么 小 , 都 有 无 穷 多 个 n 值 使 得 $ (nm) < 入 十 6, 又 有 无 穷 多 个 n 值 使 得 
9 (n) > 4A 一 6; 这样 一 来 , 我 们 就 能 求 得 nl 和 ma 的 值 , 它们 每 一 个 都 大 于 任意 指定 的 数 mo， 


且 使 得 
(nz) 一 bn)>4 一 入 一 20， 


如 果 6 足够 小 的 话 , 此 数 大 于 (A 一 入 ). 这 显然 与 不 等 式 (1) 矛盾 . 从 而 入 = 4, 因此 力 (m) 
趋向 一 个 极限 . 
84. 无 界 函 数 


到 目前 为 止 , 我 们 局 限于 讨论 有 界 函 数 . 但 是 “一 般 收 化 原理 ”对 无 界 函 数 与 对 有 界 函 数 是 
同样 有 效 的 , 我 们 可 以 从 定理 1 中 删 去 “有 界 函 数 ” 一 词 . 

首先 , 如 果 $ (n) 趋向 一 个 极限 1, 那么 它 一 定 是 有 界 的 ; 因为 它 除了 有 限 多 个 值 之 外 的 所 
有 值 都 小 于 1 十 6, 且 大 于 1 一 6. 

其 次 , 如 果 定 理 1 的 条 件 满足 , 则 只 要 mi > no 且 nz > no, 就 有 


I$ (n2)— $n)| < 5. 
让 我 们 选取 某 个 大 于 no 的 特殊 值 n1. 则 当 nz > no 时 有 
$n1) -6 < Gn2) < oa) 十 9 
从 而 $ (mn) 是 有 界 的 ; 因此 上 一 节 中 证 明 的 第 二 部 分 仍然 适用 . 





Q@ 此 结论 的 若干 个 简单 的 证 明 在 Hardy 和 Littlewood 的 论文 Some problems of Diophantine approximation， 
Acta mathematica, vol. XXXVII 中 给 出 . 
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“一 般 收 敛 原理 ”的 理论 重要 性 很 难 再 被 夸大 了 . 与 第 69 节 中 的 定理 相同 , 它 对 于 我 们 确 
定 一 个 函数 是 否 趋向 极限 给 出 一 个 方法 , 而 不 需要 事先 就 能 说 出 该 极限 必定 是 什么 (如 果 极 限 
存在 的 话 ); 这 个 定理 没有 像 第 69 节 中 的 定理 那样 具有 特殊 性 使 之 成 为 不 可 避免 的 限制 . 但 是 ， 
在 初等 研究 中 , 一 般 来 说 即便 没有 这 个 定理 也 有 可 能 从 这 些 特殊 的 定理 中 得 到 我 们 想 要 的 所 有 
结果 .尽管 这 个 原理 有 其 重要 性 , 但 我 们 将 会 发 现 , 在 接 下 来 的 几 章 中 实际 上 并 没有 用 到 它 ”. 
我 们 仅仅 指出 , 如 果 假 设 


























$n) = sn = ui d+ 二 Un, 
我 们 就 立即 对 无 穷 级 数 的 收敛 性 得 到 一 个 充分 必要 条 件 , 也 即 如 下 定理 . 
定理 2 级 数 wi 十 U2 十. 收敛 的 一 个 充分 必要 条 件 是 ,给 定 任意 正 数 6, 都 能 找到 no， 


使 得 对 于 满足 na > ni >mo 的 所 有 mi 和 ma 的 值 , 都 有 


lw +1 十 Wi+2 十 十 Uno|<0. 


85.， 复 函数 以 及 复 项 级 数 的 极限 
到 目前 为 止 , 本 章 关心 的 仅 限 于 n 的 实 函数 以 及 所 有 项 均 为 实数 的 级 数 . 不 
过 , 将 我 们 的 思想 以 及 定义 推广 到 复 函 数 以 及 复 项 级 数 中 去 已 经 不 存在 困难 . 
假设 $ (n) 是 复 的 , 且 等 于 
pn) 十 ic (n), 
其 中 p(n),o (nm) 是 n 的 实 函 数 . 那么 , 如 果 当 nn 一 co 时 p(n) 和 (pz) 分 别 收 
敛 于 极限 ” 和 s, 我 们 就 说 $(n) 收 钱 于 1=7 十 is, 并 记 





lim 9 (n)=1. 
类 似 地 , 当 ww 是 复数 , 且 等 于 ww 十 jwn 时 , 如 果 级 数 
妇 十 V2 十 V3 十 ， Wi 十 Ww2 十 Ws 十 …: 


收敛 , 分 别 有 和 7,s, 那么 我 们 就 说 级 数 





UW 十 U2 十 VW3 十 …- 
收敛 于 和 1 = 十 is. 

当然 , 说 wi + ua 十 ua 十 … 收敛 于 和 1 与 说 当 n 一 co 时 和 式 

5 三 人 十 1 十 :十 三 (十 0 十 :十 om) 十 io 十 wa 十 :十 nm) 
收敛 于 极限 ! 是 完全 一 样 的 . 

在 实 函 数 和 实 项 级 数 的 情形 , 我 们 也 给 出 了 发 散 以 及 有 限 振荡 和 无 限 振荡 的 
定义 . 但 是 在 复 函 数 和 复 项 级 数 的 情形 (在 其 中 我 们 必须 考虑 p (n) 和 o (n) 这 两 
者 的 性 状 ) 有 如 此 多 的 可 能 性 存在 ,以 至 于 几乎 不 值得 在 此 加 以 讨论 . 当 需 要 对 
此 做 出 进一步 的 区 分 时 , 我 们 将 用 分 别 讨论 其 实 部 以 及 虚 部 的 性 状 这 样 一 种 方式 
加 以 处 理 . 


@ 第 8 章 里 给 出 的 几 个 证 明 可 以 利用 这 个 原理 加 以 简化 . 
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86. 定理 的 推广 


读者 会 发 现在 证 明 像 下 面 这 样 的 一 些 定理 时 没有 什么 困难 , 这 些 定理 显然 都 
是 对 于 实 函 数 以 及 实 项 级 数 所 证 明 的 定理 的 推广 . 

(1) 如 果 lim $ (n) = 14, 那么 对 于 任何 固定 的 数值 p 有 lim p(n 十 p) = 

(2) 如 果 ww 十 wz 十 … 收 钱 于 和 1 那么 a 十 5 十 c 十 … 十 十 Wi 十 Uz 十 … 收敛 
于 和 a 十 5 十 c 十 … 十 十 而 且 wri 十 wp42 十 … 收 化 于 和 [一 wi 一 wz 一 … 一 Uy. 











(3) 如 果 lim$(n)= 1 有 limvy(n)=m, 那么 lim{0(n)+yv(n)}=1l+m. 
(4) 如 果 lim 9 (n) = 4 那么 limk9 (n)= Kl. 

(5) 如 果 lim 8 (n) = 1 有 limy(n) =m, 那么 lim 9 (n) y(n) = Im. 

(6) 如 果 wa + wz 十 … 收敛 于 和 1 且 wi 十 v2 十 … 收 钱 于 和 m， 那 么 


(十 2) 十 (wz 十 v2) 十 … 收敛 于 和 1 十 m. 
(7) 如 果 wi 十 ws 十 … 收敛 于 和 那么 kwi 十 ws 十 … 收敛 于 和 态 . 
(8) 如 果 wi 十 wz 十:… 收敛 , 那么 lim w,, = 0. 
(9) 如 果 wi 十 wz 十.… 收敛 , 那么 , 将 其 中 的 项 加 括号 所 得 到 的 任意 级 数 也 收 
敛 , 且 两 个 级 数 的 和 是 相同 的 . 
作为 例子 , 我 们 来 证 明定 理 (5). 设 
b(n)=pn) +tion), Yn)=p (n+io(n), l=r+is, m=7 +is. 











pm) 一 7 on os, Op) 一 mop 一 3 


但 是 
g()ubp(n)=pp 一 oo +i(po +p'o), 
且 有 
DO 一 aa' rr 一 ss pa 二 pc 一 Ts +r’s; 
所 以 
(nup(n) 一 rr 一 ss +i(rs 二 ms)， 
这 也 就 是 


$V nN) 一 (二 is)(r 二 is) = Im. 
下 面 的 定理 有 相当 不 同 的 特点 . 
(10) 为 使 得 $ (n) = p(n) 十 io (mn) 当 n 一 co 时 趋 问 零 , 必须 且 只 需 
b= Vo + {oy 





收敛 于 零 . 
如 果 p(n) 和 c (n) 两 者 都 收敛 于 零 , 那么 显然 Vp? 上 + o2 亦 然 . 其 逆 由 以 下 事实 推出 : p 
和 c 的 绝对 值 不 可 能 大 于 Vp? 二 o2. 
(11) 更 一 般 地 , 为 使 得 $ (n) 收敛 于 一 个 极限 1, 必须 而 且 只 需 
|9 (n)—d 
收敛 于 零 . 
因为 $ (n) 一 7 收敛 于 零 , 故我 们 可 以 应 用 (10). 
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(12) 当 b(n) 和 ww 为 复数 值 时 , 第 83~84 节 的 定理 1 和 定理 2 仍然 成 立 . 
我 们 需要 证 明 , $ (n) 趋向 1 的 充分 必要 条 件 是 : 当 ma > mi > no 时 有 


In2) 一 ga)| < 5. (1) 


如 果 8 (n) 二 1 那么 p(n) 一 了 且 c(n) 一 s, 因此 我 们 可 以 求 得 与 5 有 关 的 数 nb 以 
及 nb, 使 得 
lp(n2)—p(n)| < $6, lo (m2)—o (mm)| < 36, 


其 中 第 一 个 不 等 式 当 n2 > ma > n6 时 成 立 , 而 第 二 个 不 等 式 当 nz > ni > mh 时 成 立 . 因此， 
当 n2 > ni > mo 时 有 
lg (nz2)— 9(n)| < |p(n2)— p(n)|+lo (nz)—o (ni)| < 0， 


其 中 no 是 mn6 和 mb 中 的 较 大 者 . 从 而 条 件 (1) 是 必要 的 . 为 证 明 它 是 充分 的 , 我 们 只 需 注意 ， 
当 ma > mi > no 时 有 
lp(n2)— pn) 10(n2)— 0(n)| < 0. 


因此 p(n) 趋向 一 个 极限 7, 用 同样 的 方法 可 以 证 明 o (n) 趋向 一 个 极限 s. 
87. 当 n 一 > oo 时 z” 的 极限 , z 是 任意 的 复数 
让 我 们 来 考虑 $ (n) = z” 这 一 重要 情形 . 第 72 节 已 经 讨论 过 > 取 实 数值 的 


情形 . 
如 果 z" 一 1, 那么 根据 第 86 节 的 (1) 就 有 z"+! 一 1. 但 是 根据 第 86 节 的 (4) 
又 有 


Zt 


于 是 1 = zl, 这 仅 当 (a) 1 = 0 或 者 (b) z = 1 时 才 有 可 能 . 如果 > = 1, 则 有 
lim 2" = 1, 除了 此 特殊 情形 之 外 , 它 的 极限 如 果 存在 , 只 能 为 零 
令 z= 二 7 (cos9 十 isin9), 其 中 7 是 正 数 , 那么 


z" =7" (cosn0 +isinng0), 


所 以 |z"”| = r*， 从 而 , |z”| 趋向 零 当 且 仅 当 ”> < 1; 于 是 由 第 86 节 的 (10) 推出 : 
当 且 仅 当 r+ < 工时 有 
lim z” = 0. 
在 其 他 任何 情形 , z 都 不 收敛 于 极限 , 除非 > = 1, 此 时 有 zx 一 1. 
88.” 当 zz 为 复数 时 的 几何 级 数 1 十 z 十 z2 十 .…， 


nN 

nl 1 二 之 
Sn 二 1 十 之 十 Zz 十 … 十 之 = 3 
1—z 


除非 > = 1 而 当 z = 1 时 sw 的 值 为 n, 由 此 推出 , 级 数 1 + > 十 z2 十 .… 当 且 仅 
当 7 二 |z| < 工时 收敛. 且 当 它 收敛 时 , 其 和 为 1/ (1 一 2). 
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于 是 , 如 果 > = r(cosg+ising) = rCis0 且 7 < 1 我 们 就 有 
1—rCis0’ 





1 十 Zz 十 名 十 … 
或 者 说 
1 a 1—rcos0+irsin0 
1 一 7rCisO 1 一 27rcosO 十 7? 


将 实 部 与 虚 部 分 开 , 我 们 得 到 : 只 要 ” < 1, 就 有 


1 二 +rCis0 十 r2Cis20 十 …. 








1 一 rcosO 





2 二 
1 十 rcos0 十 7 cos20 十 …， pe 


rsin0 二 r2sin20 十 .…. 人 








IT 一 27rcos0 十 72- 


如 果 将 9 改变 为 9 十 我们 就 看 到 , 这 些 结果 对 于 绝对 值 小 于 1 的 负 的 7 值 也 成 
立 . 从 而 它们 对 -1 <7 < 1 成 立 . 

例 XXXIII 

(1) 直接 证 明 : 当 7 < 1 时, 9 (n) = 7r”cosnb 收敛 于 零 , 而 当 7= 1 且 0 是 27 的 倍数 时 
收敛 于 1. 进一步 证 明 : 如 果 7 = 1 且 9 不 是 27 的 倍数 , 那么 $ (mn) 有 限 振荡 ; 如 果 ~ > 1 且 
0 是 2r 的 倍数 , 那么 $ (n) 一 +eo; 又 如 果 7 > 1 且 9 不 是 2r 的 倍数 , 那么 $ (n) 无 限 振荡 . 

(2) 对 于 p(n) = rsin nb 建立 一 组 类 似 的 结果 . 

(3) 证 明 : 当 且 仅 当 |z| < 工时, 有 


rl 








时 下 二 
2 2 ts 三 
工 一 之 
你 用 到 了 第 86 节 中 的 哪个 定理 ? 
(4) 证 明 : 如 果 -1 <r <1, 那么 
1 一 7 


1 十 2rcosg 十 2r2cos20 十 .…. 





TI 一 27cos0 二 72 


(5) 如 果 < 1 那么 级 数 


A a 
1 十 之 1 二 + 


一 二 1 这 个 条 件 等 价 于 如 下 条 件 : > 的 实 部 








收敛 于 和 1/ (1- 和 = + > 证 明 ， 
1 十 之 
大 于 一 去 . 





89. 符号 0,o,~ 


我 们 将 用 几 个 定义 来 结束 这 一 章 ， 后 面 的 章节 才 会 用 到 这 几 个 定义 , 不 过 把 
它们 的 定义 放 在 这 里 也 是 合乎 逻辑 的 . 
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假设 无 论 如 何 f (n) 与 $ (n) 都 是 对 充分 大 的 n 值 (比方 说 对 于 n > no) 有 
定义 的 两 个 n 的 函数 , 且 $ (n) 是 正 的 , 它 随 的 增加 而 递增 或 者 随 n 的 增加 而 
递减 , 所 以 , 当 n 一 co 时 , $ (n) 趋向 零 , 或 者 趋向 一 个 正 的 极限 , 或 者 趋向 无 穷 . 
实际 上 4% (n) 是 像 1/n, 1 或 者 n 这样 的 简单 函数 . 由 此 我 们 给 出 下 面 的 定义 

(i) 如果 存在 一 个 常数 KK, 使 得 对 n 之 no 有 


|f| < Ky, 
我 们 就 记 为 f = O (9). 
(六 ) 如 果 当 n 一 oo 时 有 
f/9 = 0, 
我 们 就 记 为 上 = 0(9). 
( 道 ) 如 果 
1/0) 
其 中 1 关 0, 我 们 就 记 为 上 ~ 19. 
特别 地 ， 
f=0(1) 
表示 f 是 有 界 的 (所 以 它 要 么 趋向 一 个 极限 , 要 么 有 限 振荡 ), 而 
f =0(1) 


则 表示 上 一 0. 
于 是 我 们 有 
1 =O(2)，10022 十 10002 =O(2)，sinmpbor=O()， 
n=0o(n2), 100n?+1000n= 0o(n), sinnOn = 0o(n), 
n+l~n, 100n?2+1000n ~ 100n?2, n+ sinnbn ~ n, 
以 及 
Qon? 十 Qn?-! 十.… 十 UR Q0 p_g 
bong 十 bing-1 a ba bo % 
如 果 ao 关 0 且 bo 关 0 的 话 . 
这 里 要 作 一 补充 说 明 , 以 防止 可 能 出 现 的 误解 . 我 们 说 “f = 0 (8)” 是 表明 通常 所 说 的 “J 
的 大 小 的 阶 并 不 比 $ 的 阶 高 ”, 而 不 排除 f 的 阶 比 $ 的 阶 低 (如 同上 面 第 一 个 关系 式 那样 ). 
到 目前 为 止 , 我 们 已 经 定义 了 (比方 说 )*f (n) = O (1)” 或 者 “f (n) = o(n)”， 
但 还 没有 单独 地 定义 过 “0O (1)” 或 者 “o (1)”” 我 们 可 以 使 得 定义 更 加 灵活 , 约定 
O (9) 或 者 o(9) 表示 一 个 满足 上 = 0 (90) 或 者 f= 二 0(9) 的 未 予 指定 的 函数 , 例 
如 , 这 样 我 们 就 可 以 记 





0(1)+0(1)=0(1)=o0(n), 
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它 的 含义 是 “如 果 f= 0(1) 且 g ==0(1), 那么 f+g 一 0(1), 于 是 更 有 f+g = 
o (n)” 或 者 我 们 又 可 以 记 


> .0 =O(， 


其 含义 为 n 个 绝对 值 都 小 于 一 个 常数 的 项 之 和 必 小 于 n 的 一 个 常数 倍 

应 该 注意 到 , 包含 O 以 及 o 的 公式 通常 并 不 是 可 逆 的 . 例如 ,“o(1) = O (1)”， 
也 就 是 “如 果 f = o(1), 那么 就 有 f = O (1)” 是 正确 的 , 然而 “O (1) = o(1)” 却 
是 错误 的 . 

容易 对 我 们 的 符号 总 结 出 像 下 面 这 样 的 若干 个 一 般 性 质 : 

(1) 0 (9) +O()= 0(9+); 

(2) 0 (0) 0 (¥) = 0 (9); 

(3) O (8)o(w) = 0 (90); 

(4) 如 果 f ~ 9, 那么 f 十 o(9) ~ v9. 
这 样 的 定理 均 为 定义 之 直接 推论 . 

这 些 定义 的 效用 ,以 及 与 一 个 连续 变量 的 函数 所 对 应 的 定义 的 效用 ,都 将 在 
后 面 的 章节 中 变 得 愈加 明显 


第 4 章 杂 例 


1. 当 n= 0,1,2,:… 时 , 函数 9 (n) 取 值 为 1,0,0,0,1,0,0,0,1,…. 请 用 一 个 不 包含 三 角 
函数 的 公式 将 $ (n) 表示 成 n 的 函数 . [9 (n) = 全 十 (一 1)” 十 记 十 (一 i)”}.] 

2. 如 果 当 n 趋向 oo 时 8 (n) 递增 , 而 y(n) 递减 , 对 所 有 n 的 值 都 有 vy (mn) > 8 (n), 那 
么 98(n) 和 水 (n) 两 者 都 趋向 极限 , 且 lim$ (mn) < lim vw (mn). [这 是 第 69 节 结 果 的 直接 推论 . ] 


3. 证 明 : 如 果 
1 n 1 4 
$y= 172), ww)= (13) ， 


那么 8 (n+1) >$(n) 且 光 (n+1) < 区 (人 第 一 个 结果 已 经 在 第 73 节 中 证 明 过 了 . ] 
4. 再 证 明 : 对 于 所 有 nn 的 值 都 用 (n) > b(n), 且 (用 上 面 诸 例子 中 的 方法 ) 推导 出 , 当 
n 趋向 oo 时 , 9 (n) 和 vw(n) 两 者 都 趋向 极限 ”. 
5. 和 为 n 的 所 有 不 同 的 正 整数 对 的 乘积 的 算术 平均 记 为 5%. 证 明 : lim (Sn/n?) = 1/6. 
(Math. Trip. 1903) 
6. 如 果 zi1, zx2,… ,zn 是 正 数 , jw 二 n, 诸 zr 不 全 等 于 1, mm 是 大 于 1 的 有 理 数 , 那么 
就 有 》 xr” >n. (Math. Trip. 1934) 
[利用 不 等 式 z™ 一 1 > m (x 一 1), 该 不 等 式 对 除去 1 以 外 的 所 有 正 的 x 都 成 立 (第 74 节 ).] 
7. 如 果 对 所 有 的 n 值 $ (n) 都 是 正 整数 , 且 与 n 一 起 趋向 co, 那么 , 如 果 0 < z < 1 则 
zx?(") 趋向 零 , 如 果 z > 1 则 zx?" 趋向 +co. 对 z 的 其 他 的 值 , 讨论 当 n 一 co 时 zx?" 的 
性 状 . 








@ 我 们 将 在 第 9 章 中 证 明 lim {vw (n) 一 $ (n)} = 0, 这 样 一 来 , 每 个 函数 都 趋向 极限 e. 





134 第 4 章 正 整 变量 函数 的 极限 


8.” 如 果 当 n 增加 时 an 递增 或 者 递减 , 那么 (ai + az 十 … + an) /n 也 有 同样 的 性 质 . 

9. 对 所 有 的 x 的 值 , 函数 f(z) 递增 且 连 续 ( 见 第 5 章 ), 序列 zi,za,za…… 由 zn+l 一 
f(zn) 所 定义 . 以 一 般 的 图 形 作 为 基础 讨论 下 述 问题 : zw 是 否 趋向 方程 x = f(x) 的 一 个 根 ? 
特别 地 , 考虑 该 方程 仅 有 一 个 根 的 情形 , 将 曲线 y = f (x) 与 直线 y = xz 从 上 面向 下 面相 交 的 
情形 和 从 下 面向 上 面相 交 的 情形 分 开 来 讨论 . 

10. 如 果 zn+i = 有 / (1 十 xn), 而 上 和 zi 是 正 数 , 那么 序列 zl x3,x5,… 和 zayzZa4,zZ6， 
中 有 一 个 是 递增 的 , 另 一 个 是 递减 的 , 且 每 个 数列 都 趋向 极限 a, 它 是 方程 2? 十 x = 的 正 根 . 

11. 如 果 zn+l = VE 十 zn, 而 上 和 zl 是 正 数 , 那么 序列 zi,za,za3,… 是 递增 的 还 是 递 
减 的 , 要 根据 zi 是 小 于 a 还 是 大 于 a 而 决定 . a 是 方程 zz = zx 十 k 的 正 根 ; 且 无 论 哪 一 种 情 
形 , 当 n 一 co 时 都 有 zw 一 a. 

12. 一 个 数列 zn 由 








2 
区 


来 定义 , 其 中 0 < 天 < 1 而 及 则 介 于 方程 
2Z2 一 z 十 天 二 0 


的 根 a 和 之 间 . 证 明 
a < TXntl < rn < db, 
并 确定 x 的 极限 . (Math. Trip. 1931) 
13. 证 明 : 如 果 zi = {x 十 (4/z)}, za = 二 {zwi 十 (4/z1)}, 如 此 等 等 , zx 和 4 是 正 数 ， 
那么 lim zn = VA. 
3 
包 证 日 2 (A) 
ON z+V4 
14. 数列 wn 由 关系 式 





Qa 
ul=a+p, wn =a+B— 2 





(n> 1) 


n—l1 
来 定义 , 其 中 a > 6 > 0. 证 明 
am 十 1 0 


Un 二 om 一 On 


并 确定 当 n 一 co 时 wn 的 极限 . 
讨论 a = > 0 的 情形 . (Math. Trip. 1933) 
15. 如 果 zi za 是 正 数 , zn41 = 二 (zn 十 zn-1), 那么 ,数列 1, x3, 25,… 与 2, X24) 276， 
中 一 个 是 递减 的 数列 , 另 一 个 是 递增 的 数列 , 且 它 们 有 共同 的 极限 # (zx1 十 222). 
16. 如 果 lim sn 一 那么 
5S1 十 S2 十 … 十 Sn 


lim = 
Nn—>o0 Nn 


[ 设 s = 1+t. 则 我 们 必须 证 明 : 如 果 妃 趋向 零 , 那么 (十 刀 十 … 十 机 ) /n 亦 趋 向 零 . 








@ 第 8~11 题 以 及 第 15 题 取 自 Bromwich 所 著 Infinite series 一 书 . 
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我 们 把 诸 数 王妃 …… ,tn 分 成 三 ,t2，,… ,tp 和 好 + 加 2 ,tn 两 个 集合 . 这 里 假设 p 
是 n 的 函数 , 当 n 一 co 时 它 趋向 co, 但 是 其 速度 要 比 n 来 得 更 慢 , 所 以 有 p 一 co 以 及 
p/n 一 0. 例如 , 我 们 可 以 假设 p 是 Vn 的 整数 部 分 . 

设 5 是 任意 一 个 正 数 . 无 论 6 多 小 , 我 们 都 能 选取 no, 使 得 当 > no 时 , 妇 +1 t+ 如 
的 绝对 值 全 都 小 于 36, 所 以 


[tprittpt2t+ :+tn) /n| < 36(n—p)/n < 35. 
但 是 , 如 果 4 是 所 有 的 数 石 ,t2,..， 中 模 的 最 大 值 , 我 们 就 有 
| 十 妇 十 :二 加) < pA/n, 


如 果 no 足够 大 的 话 , 当 n > no 时 这 个 数 也 是 小 于 36 的 , 这 是 因为 当 n 一 co 时 有 p/n 一 0. 
从 而 当 7 > no 时 


[CR 


定理 得 证 . 

如 果 读 者 想 成 为 处 理 极 限 问题 的 专家 的 话 , 那么 他 就 应 该 极其 仔细 地 研究 上 面 的 论证 方法 . 
在 证 明 某 个 给 定 的 表达 式 趋向 零 时 , 常常 需要 将 它 分 成 两 部 分 , 对 这 两 部 分 用 稍微 不 同 的 方法 
来 证 明 它 们 有 极限 零 . 在 这 样 的 情形 , 证 明 从 来 都 不 是 很 容易 的 . 

证 明 的 关键 在 于 : 当下 标 很 大 时 ,对 应 的 诸 个 t 是 很 小 的 ， 我 们 需要 证 明 当 n 很 大 时 
(五 十 妇 十 :十 如 ) /n 很 小 ， 我 们 把 括号 中 的 项 分 成 两 组 .第 一 组 中 的 项 并 非 都 很 小 , 但 它们 
的 个 数 与 n 相 比 很 少 . 第 二 组 中 的 数 的 个 数 与 n 相 比 并 不 是 很 少 , 但 该 组 中 的 项 全 都 很 小 , 而 
它们 的 个 数 无 论 如 何 都 小 于 n, 所 以 它们 的 和 与 n 相 比 是 很 小 的 . 因此 (三 十 妇 十 :十 如 ) /nm 
所 分 成 的 每 一 部 分 当 n 很 大 时 都 很 小 . ] 

17. 如 果 当 n 王 oo 时 有 9(n) 一 (m2 一 11) 二 4 那么 9(n) /no 二 L. 

[如 果 8 (n) = si 十 s2 十 … 十 sn, 那么 9$(n) 一 $n 一 1) = sn 于 是 定理 就 转化 成 在 上 一 
个 例子 中 已 经 证 明 的 结论 了 . ] 

18. 如 果 s% = 让 全 一 (一 1)”}, 也 就 是 说 根据 ”是 奇数 还 是 偶数 s。 取 值 1 或 者 0, 那么 当 
n 瑟 00 时 有 (si 十 82 十 … 十 Sn)/n 于. 

[这 个 例子 证 明了 第 16 题 的 逆 不 真 : 因为 当 n 一 co 时 s* 是 振荡 的 . ] 

19. 如 果 用 cn, sn 来 记 级 数 





十 Cos0 十 cos20 十 .…， sin0 二 sin20 十 .… 
的 前 n 项 之 和 , 且 9 不 是 2r 的 倍数 , 那么 
lim (cl 十 cz 十 …: 十 cn)/ 三 0， lim (si1+ 8s2+-+sn) /n= 3cot30. 
20. 数列 加 由 数列 z 通过 关系 式 
yo=xXo, Yn=zn—Qrn-1 (n>0) 


来 定义 , 其 中 |a| < 1. 将 mm 用 加 来 表示 , 并 证 明 : 如 果 加 1 那么 mm 20-a 
(Math. Trip. 1932) 
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21. 画 出 由 方程 
22nsin 3 十 2Z2 
y= mn 2 十 
所 定义 的 函数 y 的 图 形 . (Math. Trip. 1901) 
22. 函数 
y= lim 





no0 1 + nsin? nw 


人 


ee WT) + ng (zr) sin? nr 
Ve 1 +nsin? ny 








当 z 为 整数 时 其 值 为 (x), 除 此 之 外 其 值 均 为 $ (zx). 
23. 证 明 : 函数 
ee 
的 图 形 是 由 $ (x) 和 少 (x) 的 部 分 图 形 以 及 (通常 还 有 ) 两 个 孤立 点 一 起 组 成 的 . 当 (a) x = 1; 
(b) xz == 一 1; (cz=0 时 yy 有 定义 吗 ? 
24. 证 明 : 当 z 是 有 理 数 时 取 值 为 0, 当 x 是 无 理 数 时 取 值 为 1 的 函数 y 可 以 表示 为 如 下 
形式 





y= lim sgn {sin? (mlrrz) } ， 
其 中 四 
Sgn2 = im 2 arctan (nx) 
(与 例 XXXI 第 (14) 题 一 样 ). [如 果 x 是 有 理 数 , 那么 sin? (mlrrz), 从 而 sgn{sin? (mlnz)} 从 
m 的 某 个 值 往 后 都 等 于 零 ; 如 果 zx 是 无 理 数 , 那么 sin? (mlzrrz) 总 是 正 数 , 因此 sgn {sin? (mlrrz)} 
总 是 等 于 1. ] 
证 明 : y 还 可 以 表示 成 形式 


1 一 lim | im {cos (mlroj2| 


70 一 Co [7 一 co 


25. 对 级 数 








二 1 1 
2 > 


1 





1 1 
v (V+1):..…(v+k) {i TD 





1 1 
> -全 二 TD 


所 以 
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26. 如 果 |z| < |al, 那么 








如 果 |z| > |al, 则 有 





L L a ao? 
= 上 十 .… |. 


ZzZ—a Z 22 
27. 将 (Az 十 B)/ (az? 十 20z 十 c) 按照 z 的 田 展 开 . 设 a,6B 是 az? 十 2bz 十 c= 二 0 的 根 ， 
所 以 az? 十 2bz 十 c= 二 a(z 一 a) (z 一 B). 我 们 可 以 假设 4, B,a,b,c 全 都 是 实数 , 且 a, 8 不 相 
等 . 这 样 就 不 难 验 证 

















Az 二 +B 1 (2 + ) 


az2 +2bz+e ala-B) ZzZ—Q 2 一 有 


根据 刀 > ac 还 是 收 < ac, 这 里 有 两 种 情形 . 

(1) 如 果 刀 > ac, 那么 根 a, 8 都 是 实数 上 且 不 相同 . 如 果 |z| 小 于 |a| 和 18| 中 的 每 一 个 , 我 
们 就 能 将 1/ (z 一 a) 和 1/ (z 一 6) 都 展开 成 z 的 升 寡 形式 (第 26 题 ). 如 果 |z| 大 于 |a| 和 |6| 
中 的 每 一 个 , 我 们 就 必须 将 它们 都 展开 成 z 的 降 需 形式 ; 如 果 |z| 夹 在 |a| 和 |6| 之 间 , 那么 一 
个 分 式 就 要 展开 成 z 的 升 寡 形式 , 另 一 个 分 式 则 必须 展开 成 z 的 降 符 形式 . 读者 可 以 自己 写 出 
实际 的 结果 . 如 果 |z| 等 于 |a| 或 者 等 于 |8|, 那么 这 样 的 展开 式 就 是 不 可 能 能 

(2) 如 果 如 < ac, 那么 它 的 根 是 一 对 共 罗 复 数 (第 3 章 第 43 节 ), 我 们 可 以 记 


a=pCisp, B= pCis(—9), 


其 中 p? = a8g = c/a pcos$ = 3(a+B) = —b/a, 所 以 cosp = —Vb2/ac, sing = 
V1— (b/ac). 
如 果 |z| < p, 那么 每 一 个 分 式 都 可 以 展开 成 z 的 升 客 形式 . 可 以 求 得 z” 的 系数 是 
Apsinng + Bsin{(n+t1)o9} 
ap™tl sing 
如 果 |z| > p, 我 们 类 似 地 得 到 一 个 按照 降 寡 排列 的 展开 式 . 如 果 |z| = p, 则 这 样 的 展开 式 是 不 
可 能 锯 
28. 证 明 : 如 果 |z| < 1, 那么 





1 十 2z 十 3 十 … 十 (n 二 1)z? 二 +.… 二 1/ (1 一 2)?. 
a vy 1—z” nz” 
[ 它 的 前 n 项 和 为 (2) i ] 
29. 将 L/ (z 一 a)? 按照 z 的 索 展 开 , 并 根据 |z| < |a| 还 是 |z| > |a| 按照 升 寡 或 者 降 寡 
展开 . 
30. 证 明 : 如 果 如 二 ac 且 |az| < ,那么 
4z 十 万 > 过 
pr 
其 中 pn = (a)”57” 了 {rn 十 1)aB 一 nb4}); 如 果 |az| > | 求 出 相应 的 按照 z 的 降 短 排列 
的 展开 式 . 
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31. 如 果 a/ (ae 十 bz 十 cz22) 二 1 十 p1z 十 p2Z? 十 …, 那么 


Q 十 CZ a? 


v 次 
De a—cza?—(b2—2ac)zt+ 22 





(Math. Trip. 1900) 
32. 如 果 当 一 co 时 sin2"br 一 1, 那么 1 = 0, 且 9 是 一 个 分 母 是 2 的 短 的 有 理 数 . 
[显然 
2™0 = pn +t c+ nn, 


其 中 pw 是 整数 , c 是 常数 , mn 一 0; 所 以 


Pn+1 — 2pn — C+ rmt — 27m = 0. 





由 于 pn+1 一 2pn 是 整数 , 因此 这 仅 当 (i) c= 0 (所 以 1 = 0) 以 及 (ii 从 的 某 个 值 开始 , 比 
方 说 对 n> no 有 pn+l= 2pn 且 m41 = 27。 时 才 有 可 能 . 但 是 那样 就 会 有 : 当 z 一 co 时 


2 71no = no+v 一 0; 


而 这 仅 当 mn = 0 时 才 有 可 能 , 所 以 2”00 = pno. 
考虑 sin ao"brr 是 富有 教 益 的 , 其 中 a 是 大 于 2 的 整数 . 此 时 有 可 能 1 关 0; 例如 当 0 = 3 
时 有 sin9"br 一 工 ] 
33. 如 果 PP (n) 是 关于 m 的 mm 次 整 系数 多 项 式 , 且 sn {P (mn) 9n} 一 0, 那么 0 是 有 理 数 . 
[最 好 是 证 明 得 更 多 一 些 ?, 也 即 证 明 : 如 果 
P(n)0= kn tt aan en, (1) 


其 中 ji 是 整数 , an 取 某 任意 有 限 多 个 值 中 的 某 个 值 , 而 sn 一 0, 那么 9 是 有 理 数 . 

首先 , 如 果 我 们 在 (1) 中 用 n 十 1 来 代替 n, 再 相 减 , 并 注意 到 (i) Pn 二 1) 一 P(n) 是 
m 一 1 次 多 项 式 以 及 (ii) aw+1 一 an 仅 有 有 限 多 个 可 能 的 值 , 我 们 就 得 到 从 m 一 1 到 m 的 归 
纳 法 . 于 是 问题 就 转化 成 讨论 m = 1 的 情形 , 此 时 P(n) = An 十 B. 在 此 情形 (1) 给 出 


40 = (knti— kn) + (anti— an) + (ent1— En). 
这 仅 当 对 n > no 有 en41 一 en% = 二 0 成 立时 才 有 可 能 ; 此 时 有 
an = ano + ln + (n— no) A0, 


其 中 当即 > no 时 4 是 整数 . 由 于 an 仅 有 有 限 多 个 值 , 所 以 4 十 n40 也 仅 有 有 限 多 个 值 , 从 
而 9 是 有 理 数 . ] 





@ 这 个 方法 来 源 于 Ingham 先生 . 
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90. z 趋向 ce 时 的 极限 


现在 转 而 研究 一 个 连续 实 变量 的 函数 . 我 们 将 完全 局 限于 讨论 单 值 (one- 
valued) 函数 ?， 并 将 把 这 样 的 函数 记 为 %(z)， 假 设 x 取 与 位 于 基本 直线 4 上 
从 某 个 确定 的 点 开始 一 直 向 右 延伸 的 点 所 对 应 的 所 有 连续 不 断 的 值 . 在 这 些 情形 ， 
我 们 就 说 z 趋向 无 穷 , 或 者 co, 并 写成 z 一 co. 在 第 4 章 里 讨论 过 的 “趋向 oo” 
与 这 里 说 的 “zx 趋向 oo0” 二 者 之 间 仅 有 的 区 别 在 于 : 当 z 趋向 oo 时 , 它 取 所 有 的 
值 . 也 就 是 说 , 与 x 对 应 的 点 PP 依次 与 4 上 从 起 始点 向 右 的 每 一 点 重合 , 而 n 趋 
向 co 则 是 通过 一 系列 的 跳跃 趋向 co. 我 们 可 以 说 成 “zx 连续 地 趋向 co” 来 表达 
这 种 区 别 . 

如 同 在 第 4 章 开头 所 说 明 的 那样 , 在 x 的 函数 与 n 的 函数 之 间 有 一 个 十 分 紧 
密 的 对 应 关系 . 每 个 的 函数 都 可 以 看 成 是 从 一 个 z 的 函数 的 值 中 选取 出 来 的 . 
第 4 章 讨论 了 可 以 用 来 刻画 当 ? 趋向 co 时 函数 8(n) 的 性 状 的 那些 特性 . 现在 我 
们 要 关心 的 是 关于 函数 %(z) 的 同样 问题 ; 要 导出 的 定义 和 定理 实际 上 是 第 4 章 
中 定义 和 定理 的 重复 . 例如 , 与 第 58 节 的 定义 工 相对 应 , 我 们 有 以 下 定义 . 

定义 1 函数 9(7) 称 为 当 2 趋向 co 时 趋向 一 个 极限 I, 如果 给 定 无 论 多 么 
小 的 一 个 正 数 6, 都 能 选取 到 一 个 数 x0(5), 使 得 对 于 所 有 大 于 等 于 zo(6) 的 z 值 ， 
gz) 与 1 的 差 都 小 于 6, 也 就 是 当 之 zo(6) 时 有 

bz) 一 上 < 4. 
当 定义 中 的 情形 发 生 时 , 我 们 可 以 记 为 
lim $(2) 一 

或 者 当 不 可 能 出 现 混 淆 时 , 就 简单 记 为 lm 9(x) = 1, 或 者 写成 9(x) 一 1 类似 地 
我 们 有 定义 2. 

定义 2 函数 9(z) 称 为 与 2 一 起 趋向 co, 如 果 给 定 无 论 多 么 大 的 一 个 数 A， 
我 们 都 能 选取 到 一 个 数 zo(A), 使 得 当 xz > zo(A) 时 有 

(7) > A. 








Q@ 例如 在 本 章 中 Vz 就 表示 单 值 函 数 十 Vz, 而 不 是 ( 像 在 第 26 节 中 那样 ) 指 取 值 为 十 Vz 以 及 一 Vz 的 那个 
双 值 函数 . 
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此 时 我 们 记 
gzZ) 一 oo， 

我 们 可 以 类 似 地 定义 %(z) 一 -co9. 最 后 我 们 有 如 下 定义 . 

定义 3 如 果 上 面 两 个 定义 中 的 条 件 都 不 满足 , 就 称 bg(z) 当 x 趋向 co 时 是 
振荡 的 .如果 |b(z)| 当 x > zo(A) 时 小 于 某 个 常数 K®, 那么 就 称 %(z) 是 有 限 
振荡 的 , 反之 则 称 它 是 无 限 振荡 的 . 

读者 应 该 记 住 : 在 第 4 章 里 我 们 已 经 相当 仔细 地 考虑 过 用 各 种 不 太 正 式 的 方 
法 来 表达 公式 9(n) 一 ! 和 p(n) 一 co 所 表示 的 事实 类似 的 表示 模式 当然 也 可 
以 用 于 现在 的 情形 . 比如 , 利用 词汇 “很 小 “接近 于 ”“ 很 大 ”与 在 第 4 章 中 所 用 
到 的 类 似 的 含义 , 我 们 可 以 说 %(z) 很 小 、%(z) 接近 于 1、V(x) 很 大 . 

例 XXXTIV 

(1) 考虑 下 列 函 数 当 x 一 co 时 的 性 状 : 

/zx, 1+(1/z), 2 zx, [x], z—[s], [zs]+Vz— [al. 

前 四 个 函数 恰好 与 第 4 章 中 充分 讨论 过 的 n 的 函数 对 应 . 后 三 个 函数 的 图 画 在 第 2 章 中 
( 例 XVI 第 (1)(2)(4) 题 ), 读者 可 以 立即 看 出 : [z] 一 co, x 一 [z] 有 限 振 荡 , [xz]+Vzx 一 [x] 一 co. 

在 此 可 以 插入 一 个 简单 的 说 明 . 函数 %(z) = zx 一 [z] 在 0 与 1 之 间 振荡 , 这 由 它 的 图 形 可 
以 明显 看 出 来 . 当 z 为 整数 时 它 等 于 零 , 所 以 由 它 导 出 的 函数 8(n) 永远 取 值 为 零 , 当然 也 趋向 
零 . 如 果 








$7) = sinzn, 9(n)= sinnn= 0, 
则 同样 的 结论 为 真 . 显然 , %(z) 一 4, 或 者 bz) 一 co, 或 者 (7) 一 -co 都 包含 了 bm) 的 对 
应 性 质 , 但 是 其 逆 通常 不 真 . 
(2) 用 同样 的 方法 考虑 函数 


sin ZT , 2 tan ZX 2 ,2 
， Xsinzn, (zsinzn)’, tanzn, 一 一 ， Qacos’ rn+t bsin’ rn, 
ba 





9 
用 函数 的 图 形 来 描述 你 的 见解 . 

(3) 对 定义 1 给 出 一 个 与 第 4 章 第 59 节 所 给 出 的 类 似 的 几何 解释 . 

(4) 如 果 %(z) 一 1, 且 1 不 是 零 , 那么 %z)coszr 和 %(z)sin zr 都 是 有 限 振荡 的 ， 如 
果 9(z) 、 oo 或 者 gz) 一 oo, 那么 它们 是 无 限 振荡 的 . 每 个 函数 的 图 形 都 是 夹 在 曲线 y = 
9(z) 和 Y== 一 9(7x) 之 间 振 荡 的 一 条 波浪 形 曲 线 . 

(5) 讨论 函数 

y = f(z) cos2 zn + F(x)sin? en 

当 z 一 co 时 的 性 状 , 其 中 f(x) 和 F(z) 是 一 对 简单 的 函数 (例如 x 和 z?). [y 的 图 形 是 一 条 
在 曲线 y = f(x) 与 y= 了 (z) 之 间 振 荡 的 曲线 . ] 








@ 有 时 我 们 会 发 现 , 用 +co, z 一 +eo, %(z) 一 十 co 来 代替 co, z 一 co, bg(z) 一 co 是 很 方便 的 . 

@ 在 第 62 节 对 应 的 定义 里 , 我 们 假设 了 对 于 n 所 有 的 值 , 而 不 仅仅 是 对 mn > no 有 |%(m)| < K 成 立 . 不 过 在 那 
里 这 两 个 假设 条 件 是 等 价 的 ; 因为 如 果 当 n > no 时 有 |%(m)| < K, 那么 对 n 所 有 的 值 也 都 有 |9$(n)| < 天 

其 中 K' 是 18(1)|, 1$(2)|,…, |$(ro 一 1)| 以 及 KK 中 之 最 大 者 .然而 这 里 的 问题 不 是 那么 简单 ， 因 为 小 

于 zo 的 zx 值 有 无 穷 多 个 . 
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91. 当 z 趋向 一 ce 时 的 极限 
读者 对 于 定义 论断 “x 趋同 -co” 或 者 “z 一 -00” 以 及 


lim $x)=l, Pz) 0 p(X) 一 一 co 


=? 一 DO 


的 意义 将 不 会 有 任何 困难 . 事实 上 , 如 果 xz = -y 且 $(z) = 9(-y) = VC 那么 
当 z 一 一 00 时 有 y 趋向 co, 于 是 研究 当 z 趋向 -co 时 %(z) 的 性 状 就 与 研究 
当 % 趋同 oo 时 %(y) 的 性 状 是 同样 的 问题 . 


92. 与 第 4 章 第 63~69 节 的 结论 对 应 的 定理 


在 第 4 章 里 关于 函数 的 和 、 积 以 及 商 所 证 明 的 定理 对 于 连续 变量 x 的 函数 来 说 全 都 成 
立 (在 表述 上 显然 要 有 改动 , 读者 将 能 毫 无 困难 地 予以 补足 ). 不 仅 定理 的 表述 , 而 且 它 们 的 证 
明 在 本 质 上 仍然 是 相同 的 . 

与 第 69 节 的 定义 对 应 的 定义 叙述 如 下 : 如 果 只 要 za > zl 就 有 9(z2) > gzi)， 那 么 函 
数 bg(z) 称 为 是 随 x 递增 的 . 当然 , 在 许多 情形 中 , 此 条 件 仅 仅 是 对 从 某 个 确定 的 x 值 开始 往 
后 才 满足 的 , 也 就 是 说 , 此 条 件 是 当 za > zi > zo 时 才 满 足 的 . 第 69 节 接 下 来 的 定理 不 需要 
改动 , 不 过 要 将 n 改 成 z: 除了 在 表述 上 有 明显 的 改变 之 外 , 证 明 也 是 一 样 的 . 

如 果 只 要 za > zi, 就 有 %(z2) > p(xz1)， 即 排除 掉 相等 的 可 能 性 ， 那么 %(z) 称 为 是 
稳定 和 严格 递增 的 (steadily and strictly increasing), 或 者 简单 说 成 是 严格 递增 的 (strictly 
increasing). 我 们 将 会 发 现 这 一 区 分 常常 是 很 重要 的 ( 见 第 109, 110 节 )， 

读者 应 该 考虑 下 面 的 函数 是 否 随 x 一 起 递增 ( 或 者 至 少 是 从 xz 的 某 个 值 开 始 是 递增 的 ) : 
72— x, Tsinz, t+2sinz, r2+2sinz, [zl, [2] +sinz, [z] + Vz—[z]. 当 z 一 co 时 所 有 
这 些 函 数 都 趋向 oc. 


93. 当 x 趋向 0 时 的 极限 
设 %(z) 是 z 的 函数 ， im 9(7) = 4 令 y=1/z. 那么 就 有 
(7x) = 9(1/y) = 人 


当 z 趋向 oo 时 , y 趋向 极限 0, w(y) 趋向 极限 1. 

现在 我 们 不 考虑 x, 而 把 %(y) 直接 看 成 y 的 函数 来 加 以 考虑 .暂时 我 们 只 
关心 y 的 那些 与 很 大 的 正 数值 x 对 应 的 值 , 也 就 是 说 , 只 考虑 y 很 小 的 正 数值 . 
%(y) 有 如 下 性 质 : 取 y 足够 小 , 可 以 使 V%(y) 与 1 的 差 小 到 我 们 所 希望 的 任何 程 
度 . 更 精确 地 说 , 由 lim %(z) = ! 所 表示 的 命题 的 意义 在 于 : 无 论 指 定 一 个 多 人 么 小 
的 正 数 5, 我 们 都 能 选取 zo, 使 得 对 所 有 大 于 等 于 zo 的 z 值 都 有 |%(z) 一 !| < 6. 
这 与 说 “可 以 选取 yo = 1/zo, 使 得 对 所 有 小 于 等 于 yo 的 y 值 都 有 |w(y) 一 中 <5” 
是 一 回 事 . 

于 是 我 们 有 如 下 定义 . 
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A. 如 果 对 于 给 定 的 无 论 多 小 的 正 数 6, 我 们 都 能 选取 yo(6), 使 得 当 0 < y < 
yo(6) 时 都 有 
|o) 一 中 < 0， 
那么 我 们 就 称 当 4y 取 正 值 且 趋向 0 时 by) 趋向 极限 1 记 为 
sd 
B. 如 果 对 于 给 定 的 无 论 多 大 的 数 A, 我 们 都 能 选取 Wo(A), 使 得 当 0 < vy < 
yo(A) 时 都 有 
4(y) > A, 
那么 我 们 就 称 当 y 取 正 值 且 趋向 0 时 9(y) 趋向 co, 记 为 


%(y) 一 co. 


可 以 用 类 似 的 方法 来 定义 “ 当 y 取 负 值 且 趋向 0 时 p(y) 趋向 极限 1!” 也 就 
是 “ 当 y 一 -0 时 有 lim y%(y) = 1” 事实 上 我 们 只 需 在 定义 A 中 将 0 < y < vyo(6) 
改 成 -yo(6) < y < 0 即 可 . 当然 还 有 一 个 与 定义 B 对 应 的 类 似 结果 , 类 似 地 可 以 
定义 当 y 一 +0 或 者 y 一 -0 时 有 


$(Y) 一 一 co 
如 果 lim %(y) = 7 且 lim $(y) = ,我 们 就 简 记 为 
2 一 十 0 2 一 一 0 


lim 9(y) =1. 


4 一 0 
这 种 情形 是 如 此 重要 , 值得 对 它 给 出 一 个 正式 定义 . 

如 果 对 于 给 定 的 无 论 多 小 的 正 数 9, 我 们 都 能 选取 yo(6), 使 得 对 于 所 有 异 于 
零 且 绝对 值 小 于 等 于 yo(5) 的 y 的 值 , 9(y) 与 1 相差 都 小 于 6, 那么 我 们 就 称 当 y 
趋向 0 时 9(y) 趋向 极限 1， 记 为 


lim ¢(y) =1. 


vy0 

同样 地 , 如 果 当 yy 一 +0 时 有 %(y) 一 co, 当 y 一 -0 时 也 有 %(y) 一 co， 
那么 我 们 就 称 当 y 一 0 时 有 %(y) 一 oo， 类似 地 我 们 可 以 定义 “ 当 wy 一 0 时 
有 $(Y) 一 一 co” 

最 后 , 如 果 当 y 一 +0 时 %(y) 既 不 趋向 极限 , 也 不 趋向 co 或 者 一 00, 我 们 就 
称 当 y 一 +0 时 p(y) 是 振荡 的 , 它 是 有 限 振荡 还 是 无 限 振荡 则 要 根据 具体 情形 来 
判断 ; 我 们 还 可 以 类 似 地 定义 当 y 一 -0 时 函数 是 振荡 的 . 

前 面 这 些 定义 都 是 用 记 成 y 的 这 个 变量 来 表述 的 ， 当 然 , 用 哪个 字母 来 表述 
是 无 关 紧 要 的 , 因此 我 们 可 以 始终 假设 用 x 来 代替 vy. 
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94. 当 z 趋向 a 时 的 极限 
接 下 来 假设 当 y 一 0 时 有 %(y) 二 14, 并 记 
y=7—a, PY)= PT—a)= Yr). 

如 果 y 一 0, 那么 z 一 a 且 w(x) 二 4 于 是 我 们 自然 就 写成 

lim W(z) = 
或 者 简单 记 为 lim y(z) = 1 或 者 写成 y(z) 一 1 并 说 成 当 xz 趋向 a 时 (x) 趋向 
极限 i， 此 等 式 的 含义 可 以 正式 地 直接 定义 如 下 : 如 果 对 于 给 定 的 6, 我 们 总 可 以 
确定 数 e(5), 使 得 当 0 <|zx 一 a| < e(6) 时 有 

|9(z)—1| <5, 


那么 
lim %(z) =1. 


限制 x 仅 取 大 于 a 的 值 , 也 就 是 用 a < x < a 二 el(0) 代 奉 0< |x 一 a| < e(5)， 
我 们 就 定义 了 “ 当 x 从 右边 趋向 a 时 wz) 趋向 ”, 可 以 把 它 写成 


gl $l7) 
用 同样 的 方法 我 们 可 以 定义 
lim 9(7)=7. 


于 是 lim %(z) = 1 等 价 于 两 个 结论 
lim (7x)=1, Jim ， dz) =1. 


2Z 一 Q 十 0 

我 们 还 可 以 给 出 与 下 列 诸 情形 有 关 的 定义 : 当 x 取 大 于 a 的 值 趋向 a 或 者 
取 小 于 a 的 值 趋向 a 时 9(x) 一 co 或 者 %(z) 一 -co; 但 是 大 概 不 需要 进一步 将 
这 些 定义 仔细 加 以 陈述 , 因为 它们 与 上 面 陈述 过 的 当 a = 0 时 的 特殊 情形 下 的 那 
些 定义 非常 类 似 , 通过 令 x 一 a = y 并 假设 y 一 0, 我 们 总 可 以 讨论 wz) 当 z 二 a 
时 的 性 状 . 
95. 递增 以 及 递减 的 函数 

如 果 有 一 个 数 s, 使 得 只 要 a 一 se < x <x” < a+t+e, 就 有 wz) < 8$(x”), 那么 我 们 就 
称 $(x) 在 x = a 的 邻 域内 是 递增 的 . 

首先 假设 zx < a 并 置 y = 1/(a 一 z). 那么 当 z 二 a 一 0 时 有 y 一 co, 且 %(z) = wy) 
是 y 的 递增 函数 , 它 从 不 大 于 p(a). 由 第 92 节 推 出 , %(z) 趋向 一 个 不 大 于 9(a) 的 极限 . 记 为 

lim bz) = 9(a— 0)°. 


za—0 





外 当然 这 应 该 理解 成 : %(a 一 0) 除了 作为 左 极限 的 约定 缩写 符号 之 外 , 没有 其 他 含义 . 
只 要 符号 p(a 十 0) 和 %(a 一 0) 所 定义 的 极限 存在 , 我 们 就 可 以 用 这 样 的 符号 ; 不 过 它们 通常 并 不 满足 与 
本 教程 中 相似 的 那些 不 等 式 . 
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我 们 可 以 用 类 似 的 方法 定义 $(a 十 0); 明显 有 
$la—0) < bla) < plat+0). 
显然 , 类 似 的 考虑 还 可 以 应 用 到 递减 的 函数 中 去 . 
如 果 只 要 a 一 e < x <x” <ate, 就 有 VB(z') < $(z”), 即 排除 了 等 号 出 现 的 可 能 性 , 那 
么 就 称 %(z) 是 在 严格 意义 下 的 递增 函数 . 


96. 不 定 元 的 极限 以 及 收敛 原理 


第 80~84 节 中 所 有 的 论证 都 可 以 应 用 到 一 个 趋向 极限 a 的 连续 变量 x 的 函数 上 去 . 特别 
地 , 如 果 4%(z) 是 在 某 个 包含 a 的 区 间 内 有 界 的 函数 ( 也 就 是 说 , 如 果 我 们 可 以 找到 =, 如 和 五， 
使 得 只 要 a 一 e < x a+e, 就 有 五 < p(x) < 天 )9, 这 样 我 们 就 能 定义 入 和 4, 即 当 zz 一 a 
时 %(z) 的 不 定 元 的 下 极限 和 上 极限 , 并 证 明 入 = 4= 1 是 $(z) 趋向 ;7 的 充分 必要 条 件 . 我 们 
还 可 以 建立 与 收敛 原理 类 似 的 结论 , 也 就 是 证 明 : $(x) 趋向 极限 的 充分 必要 条 件 是 , 给 定 5 > 0， 
我 们 可 以 选取 s(6), 使 得 当 0 < lzz 一 a| < |zi 一 a| < e(6) 时 就 有 |9(z2) 一 9(z1)| < 6. 类 似 地 ， 
当 z 一 co 时 op(x) 趋向 极限 的 充分 必要 条 件 是 , 当 za > zl > X(5) 时 就 有 |$(x2) 一 $(x1)| < 6. 

例 XXXV 

(1) 如 果 当 xz 二 a 时 9(z) 二 1 vw(z) 二 1, 那么 

$2) + YT tL Pr)w(z) FU gz 人 VCZ) 一 2 
在 最 后 一 种 情形 中 除去 /= 0. 

[在 第 92 节 中 我 们 看 到 : 第 4 章 第 63 节 及 以 后 的 几 节 中 的 定理 当 x 一 co 或 者 z 一 一 co 
时 , 对 于 z 的 函数 依然 成 立 . 置 z = 1/y, 我 们 可 以 将 这 些 定理 推广 到 y 的 函数 当 y 一 0 的 情 
形 , 又 令 y = zz 一 a 则 可 以 推广 到 > 的 函数 当 z 一 a 的 情形 . 

读者 也 可 以 用 上 面 给 出 的 规范 定义 来 直接 证 明 它们 . 例如 , 为 了 得 到 第 一 个 结论 的 一 个 直 
接 证 明 , 只 需 取 第 63 节 定 理工 的 证 明 , 并 自始至终 用 xz 代替 n, 用 a 代替 oo, 用 0 <|z-al<e 
代替 n > no 即 可 . ] 

(2) 如 果 m 是 正 整 数 , 那么 当 xz 一 0 时 有 zx™ 一 0. 

(3) 如 果 m 是 负 整 数 , 那么 当 x 一 +0 时 有 zm 一 +co, 当 z 一 -0 时 有 xzm 一 一 co 
或 者 z” 一 十 oo, 具体 要 根据 m 是 奇数 还 是 偶数 而 确定 ， 如果 m = 0, 那么 x”= 1, 从 
而 z7 一 工 . 

(4) lim(a+bz+ cr + + kr™) = 

加 Jiny = 2 全 二 一 人 除非 ae 一 0 如 果 a 二 0 而 a 关 0,6 关 0, 那么 
当 x 一 +0 时 该 函数 趋向 十 oo 还 是 -co, 要 根据 a 和 8 是 有 相同 还 是 相反 的 符号 而 定 ; 如 
果 z 一 一 0, 则 情形 正好 相反 . a 和 a 两 者 都 为 零 的 情形 在 例 XXXVI 第 (5) 题 中 已 经 考虑 过 
了 . 请 讨论 当 a 冯 0 且 分 母 的 前 面 几 个 系数 中 有 多 于 一 个 为 零 时 的 情形 . 

(6) 如 果 m 是 任意 正 整数 或 负 整数 , 则 有 lim z 二 om, 除非 a = 0 且 m 是 负 的 . [如 
果 m > 0, 置 x =y 十 a, 并 应 用 第 (4) 题 . 当 m < 0 时 , 结论 从 上 面 的 第 (1) 题 得 出 . 由 此 立 
即 推出 : 如 果 P(z) 是 任何 一 个 多 项 式 , 那么 lim P(x) = P(a).] 





























@ 见 第 103 节 . 
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(7) 如 果 忌 表示 任何 一 个 有 理 函数 , 且 a 不 是 它 的 分 母 的 根 , 那么 lim R(z) = R(a). 
(8) 证 明 : 对 m 所 有 的 有 理 数值 , 有 lim z” = a™, 除非 a = 0 且 m 是 负 的 . [ 当 a 是 
正 数 时 , 这 可 以 立即 由 第 74 节 的 不 等 式 (9) 或 者 (10) 得 出 . 因为 lzm - am| < Hlz 一 al, 其 
中 五 是 mz™ ”和 ma™ 中 绝对 值 的 较 大 者 ( 参见 例 XXVIII 第 (4) 题 ). 如 果 a 是 负 的 ， 
我 们 记 z = 一 y 以 及 a = 一 b. 那么 
limz™ =1lim(—1)”y™” 三 (一 Do 一 ao 


97. 不 定 元 的 极限 以 及 收敛 原理 ( 续 ) 


一 开始 读者 有 可 能 未 能 看 出 : 对 像 上 面 的 第 (4)(5)(6)(7)(8) 题 那样 的 结果 中 
的 任意 一 个 结论 给 出 证 明 是 必要 的 . 

他 可 能 会 问 :“ 为 什么 不 直接 令 x = 0 或 者 x = a 呢 ? 当然, 那样 我 们 就 得 
到 a,a/a,a™,P(a), R(a) 了 ”非常 重要 的 是 , 他 应 该 看 到 这 恰恰 就 是 他 犯错 误 的 




















地 方 . 于 是 , 在 过 渡 到 讨论 任何 进一步 的 例子 之 前 , 我 们 应 该 仔细 考虑 这 一 点 . 
命题 


lim gz) =1 
是 当 x 取 任 何 异 于 零 且 与 零 相差 很 小 的 值 时 有 关 6(z) 的 值 的 命题 ?而 不 是 
当 xz = 0 时 关于 9(z) 的 值 的 命题 . 当 给 出 该 命题 时 , 我 们 断言 “ 当 x 几乎 等 于 0 
时 , 8(z) 几乎 等 于 1 我 们 并 没有 对 当 z 实际 上 等 于 0 时 会 发 生 什么 结果 做 出 
任何 论断 ， 到 目前 为 止 , 就 我 们 所 知 而 言 ,9(z) 可 能 对 x = 0 根本 就 没有 定义 ; 
或 者 也 可 能 在 该 点 取 某 个 异 于 1 的 值 . 例如 , 考虑 对 所 有 的 x 值 都 有 定义 的 由 等 
式 8(z) = 0 给 出 的 函数 . 显然 





lim $(x) = 0. (1) 
现在 考虑 函数 V(z), 它 与 (zx) 的 区 别 仅 在 于 当 xz = 0 时 有 w(x) = 1. 那么 
lim w(z) = 0. (2) 


因为 , 当 z 几乎 等 于 零 时 , w(x) 不仅 几乎 , 而 且 恰 好 就 等 于 零 . 但 是 w(0) = 1. 此 
函数 的 图 形 由 xz 轴 挖 掉 点 z = 0, 并 添加 一 个 孤立 点 , 也 就 是 添加 点 (0,1) 所 组 成 . 
等 式 (2) 表示 这 样 一 个 事实 : 如 果 我 们 沿 着 该 图 形 无 论 从 哪 一 边 向 y 轴 移 动 , 该 
曲线 的 纵 坐 标 ( 它 总 是 等 于 零 ) 都 趋向 极限 零 . 这 个 事实 无 论 如 何 都 不 会 受到 孤立 
点 (0, 1) 的 影响 . 

读者 或 许 会 因为 这 个 例子 过 于 人 为 制造 而 不 接受 它 ， 我 们 也 容易 写 出 简单 的 
公式 , 它们 表示 的 函数 在 接近 xz = 0 处 性 状 恰 与 此 相 象 . 其 中 一 个 函数 就 是 

v(x) = [1 — 22"), 

其 中 [1 一 x?] 表示 通常 的 不 超过 1 一 x? 的 最 大 整数 . 如 果 z = 0, 那么 (x)=[1]=1 
如 果 0<zxz<1, 或 者 -1<xz<0, 那 么 0<1-zx?<1, 所 以 w(x)= [1 一 x?]=0. 


中 例如 在 第 93 节 的 定义 A 中 , 我 们 对 满足 0 < y < yo 的 y 值 给 出 一 个 命题 , 第 一 个 不 等 式 很 明确 地 是 为 了 排 
除 取 到 y = 0 这 个 值 . 
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考虑 在 第 2 章 第 24 节 (2) 中 讨论 过 的 函数 
4 一 Z/z. 
对 除了 xz = 0 以 外 的 所 有 x 值 , 这 个 函数 取 值 都 为 1. 当 x = 0 时 它 不 等 于 1, 事 
实 上 它 对 于 z = 0 根本 没有 定义 ， 因 为 当 说 到 %(z) 对 x = 0 有 定义 时 , 我 们 是 
指 (如 同 在 第 2 章 的 前 述 引 文 处 所 说 明 的 那样 ) : 能 在 定义 %(z) 的 公式 中 置 z=0 
算出 函数 在 x = 0 处 的 值 . 而 在 上 述 情形 中 我 们 不 能 做 到 这 一 点 . 当 在 %(z) 中 
置 x = 0 时 , 我 们 得 到 0/0, 它 是 没有 意义 的 . 读者 或 许 会 以 “分 子 和 分 母 同 除 
以 z” 作 为 反对 的 理由 , 但 这 在 x = 0 时 是 不 可 能 的 . 所 以 y = z/z 是 一 个 仅仅 
在 z= 0 没有 定义 这 点 上 与 y = 1 有 不 同 之 处 的 函数 . 尽管 如 此 , 仍 有 
lim(z/z) = 1, 


因为 不 论 z 与 零 的 差距 有 多 小 , 只 要 z 异 于 零 , z/z 就 等 于 1. 

类 似 地 , 只 要 z 不 等 于 零 , 就 有 %(z) = {(z 十 1)? 一 1}/z = 人 x 十 2, 而 当 z=0 
时 它 没有 定义 . 尽管 如 此 , 仍 有 lim 9(x) = 2. 

另 一 方面 , 自然 没有 任何 东西 能 阻止 当 x 趋向 零 时 , $(x) 的 极限 等 于 %(z) 
在 xz = 0 时 的 值 %0) 这 种 情况 的 发 生 . 例如 , 如 果 %(z) = zx, 那么 $(0) = 0, 且 
有 1lim bg(z) = 0. 

例 XXXVI 





汪汪 宝 :一刀 


2) 如 果 m 是 任何 一 个 整数 (包含 零 在 内 ) 那么 lim 一 


Ta 由 一 他 
3) 证 明 : 只 要 a 是 正 数 , 则 对 m 所 有 的 有 理 数值 , 第 (2) 题 的 结果 依然 为 真 . [这 可 以 立 
即 从 第 74 节 的 不 等 式 (9) 和 (10) 得 出 . ] 


2 一 275 二 1 


m 


= ma™-l. 























4 lim 三 一人 一 = 1. [注意 x 一 1 是 分 子 和 分 母 两 者 的 因子 . ] 
z 一 123 一 322 十 2 
5 讨论 m m+t+1l1 m++k 
QoT 十 Q17 十 … :十 QKX 
gz) = 





bozZm 十 DZT+T .+ brnt+t! 
当 xz 取 正 的 值 或 者 负 的 值 趋向 零 时 的 性 状 , 其 中 ao 去 0, bo 去 0. 

[如 果 m > n, 则 有 lim bg(z) = 0 如果 和 mm = n, 则 有 lim 9(x) = ao/bo. 如 果 m <n 
且 n 一 m 是 偶数 , 那么 %(z) 一 十 oo 还 是 %(z) 一 一 00, 要 根据 ao/bo > 0 还 是 ao/bo < 0 而 定 . 
如 果 m <n 且 n 一 m 是 奇数 , 那么 当 z 一 +0 时 9(x) 一 +co, 而 当 z 一 一 0 时 V(x) 一 一 co， 
或 者 当 z 一 +0 时 bz) 一 一 00, 而 当 x 一 -0 时 p(x) 一 十 oo, 这 要 根据 ao/bo。 > 0 还 
是 ao/bo < 0 而 定 . ] 

(6) 如 果 a 和 5。 是 正 数 , 那么 





lim | he [| =0. 
Z 一 十 0 QLX a T+0TLa 


当 z 取 负 值 趋向 零 时 , 这 些 函 数 的 性 状 如 何 ? 





7)9limVvVI+z=lnv-z=1 [ 令 1+x 二 vy, 或 者 1 一 x = wv, 并 利用 例 XXXV 
第 (8) 题 . ] 

8) im{VI 寺 x 一 Vi 一 zx}/z 二 1. [用 Vi 二 x 十 V1i 一 x 来 乘 分 子 和 分 母 . ] 

9) 如 果 mm 和 是 正 整数 , 考虑 当 z 一 0 时 {VI 二 zm™ 一 VI 一 zm™}/x" 的 性 状 . 

10) lim {VITET 二 过 3 


AVILT+Z 一 V1I 十 号 i 
Vl—7x2— V1l—z . 


-| 
YT NaI zi wi wi ZT-—1 Zz 7Z—§ 7 


的 图 . 当 x 一 0 时 它 有 极限 吗 ? [除了 z = 1,3, 寺 , 主 之 外 均 有 y==1, 在 x= 1, 才 , 才 ， 
有 定义 , 当 z 一 0 时 有 y 一 1.] 


sinz 


(13) lim 本 = 


[可 以 从 三 角 比 的 定义 推出 ” : 如 果 z 是 正 数 且 小 于 jn, 那么 就 有 


sinZ < 2Z <tan2， 











11) 1 

















心 | 二 心 | 呈 | 
也 
< 
汪 








即 sinz 
cosT <©—— <1, 
这 也 就 是 
0<1 | cosz 一 2sin 37. 
L 


但 是 2 sin? 3 <2 (#7)” 三 2 从 而 

















Z 一 十 0 Zr 一 十 0 XT 
由 于 了 是 侦 函数 , 结论 得 证 . ] 
14) lim + = (15) lim 一 = a. 此 结论 对 a = 0 成 立 吗 ? 
16) lim arcsin zx 1 (17) Jim tan QQ i arctan ax 二 总 
六 也 2 

. cscZ 一 cotZ 1 .1++cosnr 1 
i. Wn 
20) 当 x 一 0 时 函数 sin(1/7x), (1/zx)sin(1/7x),xsin(1/7x) 性 状 如 何 ? [第 一 个 函数 有 限 振 








荡 , 第 二 个 函数 无 限 振荡 , 第 三 个 冰 数 趋向 极限 零 . 当 z = 0 时 没有 一 个 函数 有 定义 . 见 例 XV 
第 (6)(7)(8) 题 . ] 
(21) 当 xz 趋向 0 时 , 函数 
y= (sin$) /sin 二 ) 
是 否 趋向 一 个 极限 ? [ 否 . 除了 sin + = 0 之 外 , 该 函数 的 值 都 等 于 1; 也 就 是 除了 x = 1/m 
1/2r, …… ,一 1/7, 一 1/27,.… 之 外 其 值 均 为 1. 对 于 z 的 这 些 值 , y 的 定义 公式 取 没有 意义 的 形 
式 0/0, 所 以 对 于 无 穷 多 个 接近 x ==0 的 xz 值 y 没有 定义 .| 











@ 在 接 下 来 的 一 些 例子 中 都 假设 取 x 一 0 时 的 极限 , 除非 (如同 在 第 (19)(22) 题 中 那样 ) 明显 指出 相反 的 情形 
@ 这 里 用 到 的 诸 不 等 式 的 证 明 依 赖 于 扇形 “面积 ” 的 某 种 性 质 , 它们 通常 可 视 为 几何 直观 . 例如 , 扇形 的 面积 大 于 

该 扇形 的 内 接 三 角形 的 面积 . 验证 这 些 前 提 条 件 的 合法 性 要 推迟 到 第 7 章 中 才能 给 出 . 
@ 原 书 此 处 误 写 为 2sin? 3z < 2 (32)? < 3z2. 一 译 者 注 
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(22) 证 明 : 如 果 m 是 任意 一 个 整数 , 那么 当 一 m 十 0 时 , 有 [xz] 一 到 以 及 zz 一 [z] 一 0， 
当 z 一 m 一 0 时 ,有 [二 mm 一 1 以 及 zw 一 [x] 一 1. 


98. 符号 O,o, ~ : 小 量 和 大 量 的 阶 


在 做 了 显然 的 修改 之 后 , 第 89 节 中 的 定义 可 以 推广 到 趋向 无 穷 或 者 趋向 一 
个 极限 的 连续 变量 的 函数 上 去 . 例如 , 当 z 一 oo 时 f = 0(9) 的 含义 是 对 z > zo 
有 |f| < Ky; f = o(9) 的 含义 是 f/9 一 0; 了 ~ 19 (其 中 1 取 0) 的 含义 是 f/9 一 1/ 
类 似 地 , 当 x 一 a 时 f = 0(9) 的 含义 是 : 对 所 有 异 于 a 但 充分 接近 a 的 xz 值 
有 |f|< Ky. 

于 是 , 当 x 一 co 时 有 

t+r =O((r), z=or), r+r ~r, sinz=O0(l), vz-3=o0(1), 
而 当 z 一 0 时 有 
z+ri = Or), z=or), zie~r, sin(l/z)=O0(1), vi =o(1). 
为 确定 起 见 , 假设 x 一 0. 则 诸 函 数 
Z, zx2, 03， a 
构成 一 个 尺度 , 其 中 每 一 个 成 员 都 比 它 前 面 那个 成 员 更 快 地 趋向 零 , 这 是 因为 对 
每 个 正 整数 m 都 有 
rz™ = o(z™ 1), 全 人 十 二 Ee o(2™); 
所 以 自然 可 以 用 它们 来 对 任何 一 个 与 x 一 起 趋向 零 的 函数 的 “小 量 的 阶 ”进行 度 
量 . 如 果 当 x 一 0 时 有 
$7) ~ lr™, 

其 中 1 关 0, 那么 我 们 就 称 : 当 z 很 小 时 , %(z) 是 一 个 m 阶 的 小 量 %. 

当然 , 这 一 尺度 无 论 如 何 都 是 不 完全 的 . 例如 , 9(z) = x5 比 z 趋向 零 更 快 ， 
但 是 比 x? 趋向 零 更 慢 ， 我 们 可 能 会 试图 通过 添加 分 数 阶 的 无 穷 小 来 使 之 变 得 更 
加 完全 . 例如 , 可 以 说 z5 是 了 阶 的 小 量 . 不 过 在 第 9 章 中 将 会 看 到 , 即使 那样 做 ， 
我 们 用 于 度量 小 量 的 阶 的 尺度 依然 是 不 完全 的 . 

类 似 地 我 们 可 以 定义 大 量 的 阶 . 例如 , 如 果 当 x 二 0 时 9(z)/z-™ = 2z™9(z) 
趋向 一 个 不 等 于 零 的 极限 1, 我 们 就 说 %(z) 是 一 个 m 阶 的 大 量 . 
@ 更 加 一 般 地 , 如 果 存 在 正常 数 4, B 使 得 


4lz| < |9(7)| < Blzl™, 
我 们 就 说 %(z) 是 一 个 mm 阶 的 小 量 . 对 于 我 们 的 用 途 来 说 , 正文 中 给 出 的 定义 是 相当 一 般 的 . 
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这 些 定义 涉及 的 是 z 0 的 情形 . 自然 , 当 z -co 或 者 z -> a 时 也 有 对 应 
的 定义 . 例如 , 如 果 当 x 一 co 时 , zp(z) 趋向 一 个 不 等 于 零 的 极限 , 我 们 就 说 : 
对 于 很 大 的 z, g(z) 是 一 个 m 阶 的 小 量 ; 如 果 当 z 一 a 时 ,(z - ojmd(z) 趋向 一 
个 不 等 于 零 的 极限 , 我 们 就 说 : 对 于 很 接近 a 的 x, %(z) 是 一 个 m 阶 的 大 量 . 
最 后 这 组 例子 中 有 许多 可 以 用 本 节 的 语言 重新 表述 . 例如 
sinoaz ~ ar, 工 一 cos7 ~ Sr, csc7 一 cotz do, 


其 中 第 二 个 函数 是 一 个 2 阶 小 量 , 其 余 的 均 为 1 阶 小 量 . 


99.， 一 个 实 变量 的 连续 函数 


读者 对 于 一 条 连续 曲线 (continuous curve) 所 蕴含 的 思想 是 不 会 有 怀疑 的 . 
例如 , 他 会 把 图 27 中 的 曲线 C 称 为 连续 的 ,而 把 曲线 C' 称 为 总 体 上 连续 、 但 
在 x=& 以 及 7z= 8 是 不 连续 的 . 
JY 








这 些 曲线 中 的 每 一 条 都 可 以 看 成 是 一 个 函数 %(z) 的 图 形 ， 如果 一 个 函数 的 
图 形 是 一 条 连续 的 曲线 , 自然 就 把 此 函数 称 为 连续 函数 , 反之 则 称 它 是 不 连续 的 . 
我 们 可 以 把 它 当 作 一 个 临时 性 的 定义 并 力图 将 其 中 涉及 的 某 些 性 质 更 精确 地 加 以 
区 分 . 

首先 显然 的 是 , 以 C 作为 其 图 形 的 函数 y = 9(z) 的 性 质 可 以 分 解 成 该 曲线 在 
它 的 每 一 点 具有 的 某 种 性 质 . 为 了 能 对 所 有 的 x 值 定 义 连 续 性 , 我 们 首先 必须 对 
任何 一 个 特殊 的 z 值 定义 连续 性 . 让 我 们 固定 某 一 个 特殊 的 zx 值 , 比方 说 z = &， 
它 与 图 形 上 的 点 P 对 应 . 与 这 个 z 值 对 应 的 (x) 有 什么 样 的 特性 呢 ? 

第 一 , %(z) 对 z= & 有 定义 . 这 显然 是 有 基本 重要 性 的 . 如 果 9(&) 在 该 点 没 


第 二 , %(z) 对 所 有 接近 x 二 & 的 工 值 都 有 定义 ; 也 就 是 说 , 我 们 可 以 找到 一 
个 包含 x = & 在 其 内 部 的 区 间 , 对 该 区 间 内 所 有 的 点 %(z) 都 有 定义 . 

第 三 , 无 论 rz 从 哪 一 边 接近 上, gb(z) 都 会 接近 极限 $(&). 

这 样 定义 的 性 质 还 远 不 能 将 常人 的 眼睛 所 观察 到 的 曲线 图 形 的 那些 性 质 都 网 
罗 殖 尽 , 这 些 曲 线 是 从 直线 以 及 圆 这 样 特殊 的 曲线 推 而 广 之 得 到 的 . 但 是 它们 有 
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最 简单 也 是 最 基本 的 性 质 : 任何 具有 这 些 性 质 的 函数 的 图 形 都 会 满足 我 们 对 于 一 
条 连续 曲线 所 应 该 具有 的 几何 直 感 , 正如 到 目前 为 止 实际 上 可 能 画 出 的 那样 . 
此 我 们 选取 它们 来 作为 连续 性 这 一 数学 概念 的 载体 . 这 样 就 导出 下 面 的 定义 . 

定义 ”如 果 当 x 从 每 一 边 趋向 《bg(z) 都 趋向 一 个 极限 ， 且 这 些 极限 都 等 
于 0(6, 我 们 就 称 函 数 B(X) 在 X= 二 & 是 连续 的 . 

于 是 , 如 果 9(&), 9(& 一 0) 以 及 9(& 二 0) 都 存在 且 相 等 , 那么 B(x) 在 z= 

现在 我 们 可 以 来 定义 在 整个 区 间 上 的 连续 性 .如 果 函 数 $(z) 在 某 个 取 值 区 
间 中 的 所 有 xz 值 都 是 连续 的 ， 那么 就 说 这 个 函数 在 该 区 间 上 是 连续 的 ， 如 果 一 
个 函数 对 x 的 每 个 值 都 连续 ， 那么 就 说 这 个 函数 是 处 处 连续 的 ， 于 是 [z] 在 区 
间 (s,1 -= s) 内 是 连续 的 , 其 中 s 是 一 个 小 于 3 的 正 数 , 但 是 它 在 z=0 和 z=1 
并 不 连续 , 在 包含 这 两 点 中 任意 一 点 在 内 的 任何 一 个 区 间 上 也 都 不 连续 , 而 1 和 x 
则 是 处 处 连续 的 . 

如 果 重 新 回 到 极限 的 定义 , 可 以 看 出 我 们 的 定义 等 价 于 “如 果 给 定 6, 我 们 就 
可 以 选取 e(6), 使 得 当 0 芝 lz 一 引 世 <s(6) 时 就 有 |9(x) 一 9(86)| < 6, 那么 gz) 
在 x 二 & 处 连续 .” 

我 们 还 常 需要 考虑 仅 在 一 个 区 间 (a,5) 有 定义 的 函数 . 在 这 种 情形 , 将 函数 连 
续 性 的 定义 在 特殊 点 a 和 ?处 稍 作 自然 的 改变 是 很 方便 的 . 如 果 p(a 十 0) 存在 且 
等 于 g(a), 我 们 称 %(z) 在 x = a 是 连续 的 . 如 果 gp(5 - 0) 存在 且 等 于 (5), 则 
称 %(z) 在 x=。b 是 连续 的 .? 


100. 一 个 实 变量 的 连续 范 数 ( 续 ) 


上 一 节 给 出 的 连续 性 定义 可 以 用 几何 方法 描述 如 下 ， 画 出 两 条 水 平 线 y = 
9$(&) 一 6 和 y= 46+0 如 图 28 所 示 . 那么 19(zx) 一 8(&)| < 6 表示 这 样 的 事实 : 曲 
线 上 与 xz 对 应 的 点 落 在 这 两 条 直线 之 间 . 类 似 地 , |z 一 | < = 表示 这 样 的 事实 :z 落 











Q@ 用 现在 通用 的 数学 语言 来 说 , 我 们 称 满足 上 述 条 件 的 函数 p(x) 在 x = a 是 右 连续 的 , 而 在 x = 5 是 左 连续 
的 . 一 一 译 者 注 
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在 区 间 (6 一 e,& + s) 之 中 . 于 是 由 定义 断言 : 如 果 画 出 两 条 这 样 的 水 平 直线 , 无 
论 它 们 多 么 靠近 , 我 们 都 能 通过 画 出 两 条 竖 直 的 直线 在 平面 上 切 出 一 个 竖 的 带 状 
区 域 , 使 得 该 函数 包含 在 这 个 条 状 区 域 之 内 的 图 形 完全 夹 在 这 两 条 水 平 直线 之 间 . 
无 论 & 取 什 么 样 的 值 , 这 对 于 图 27 中 的 曲线 C 显然 为 真 . 

现在 我 们 来 讨论 某 些 特殊 类 型 的 函数 的 连续 性 . 这 里 得 出 的 某 些 结论 在 第 2 章 

中 被 视 为 理所当然 地 成 立 (如 我 们 那 时 指出 的 ). 

例 六 XXVII 

1) 在 一 点 连续 的 两 个 函数 的 和 以 及 乘积 在 该 点 连续 . 其 商 也 连续 , 除非 分 母 在 该 点 取 值 为 
零 . [立即 由 例 XXXV 第 (1) 题 得 出 . ] 

2) 任何 多 项 式 对 所 有 的 x 值 都 是 连续 的 . 任何 有 理 函 数 在 除了 使 得 分 母 取 值 为 零 的 zx 值 
之 外 都 是 连续 的 [由 例 XXXV 第 (6) 和 第 (7) 题 得 出 . ] 

3) Vz 对 所 有 正 的 x 值 都 是 连续 的 ( 例 XXXV 第 (8) 题 ). 它 对 x < 0 没有 定义 , 但 是 根 
据 第 99 节 末 尾 所 作 的 说 明 , 它 在 x = 0 是 连续 的 ?. 对 于 z”” 也 有 同样 的 结论 成 立 , 这 里 m 
和 n 是 任何 正 整数 , 且 n 是 偶数 . 

(4) 如 果 nn 为 奇数 , 那么 z™” 对 于 所 有 的 z 值 都 是 连续 的 . 

(5) 1/z 在 x = 0 不 连续 . 它 在 z = 0 没有 函数 值 , 且 当 x 一 0 时 也 没有 极限 ， 事实 
上 1/z 一 十 oo 或 者 1/z 一 一 00, 要 根据 z 是 取 正 值 趋向 零 还 是 取 负 值 趋向 零 而 定 . 

(6) 讨论 z-™" 在 z = 0 的 连续 性 , 其 中 m 和 n 是 正 整数 . 

(7) 标准 的 有 理 函 数 R(x) = P(x)/Q(x) 在 z = a 不 连续 , 这 里 a 是 Q(z) = 0 的 任意 一 
个 根 . 于 是 (xz? 十 1)/(z? 一 3z 十 2) 在 z= 1 不 连续 . 应 该 注意 到 , 在 有 理 函 数 的 情形 , 不 连续 
性 总 是 与 以 下 事实 有 关 : (a) 对 z 的 某 个 特殊 值 没有 定义 , 以 及 (b) 当 x 从 某 一 边 趋向 这 个 值 
时 , 函数 趋向 +ee 或 者 一 oo. 这 样 的 一 种 特殊 种 类 的 不 连续 点 通常 说 成 是 函数 的 一 个 无 穷 大 点 
(infinity).“ 无 穷 大 点 ”是 在 日 常 研究 工作 中 最 经 常 出 现 的 一 类 不 连续 点 . 


(8) 讨论 
VE oC Yeo-a, Ves, Vi 
的 连续 性 


9) sinx 和 cosz 对 所 有 的 x 值 都 连续 . 
我 们 有 























sin(z + h) — sinx = 2sin $hcos (z+ nh), 
它 在 绝对 值 上 小 于 h 的 数值 . ] 
10) 对 何 种 x 值 , tan z, cot x, secz 以 及 csc x 是 连续 的 和 不 连续 的 ? 
11) 如 果 f(y) 在 y = 7 连续 , 而 %z) 是 x 的 连续 函数 , 它 在 x = & 时 取 值 为 nm, 那 
么 f{9(7z)} 在 x = & 连续 . 
12) 如 果 %(z) 在 x 的 任意 一 个 特殊 值 处 是 连续 的 , 那么 任何 关于 %(z) 的 多 项 式 ( 例如 
像 af 9(z)}” 十 … ) 也 是 连续 的 . 
13) 讨论 

(acos2z +bsin x) !, V2+cosz， Vi+sinz, (1+sinz) 








一 
过 


@ 用 现在 的 数学 语言 , 这 应 该 表述 成 “Vz 在 x = 0 是 右 连续 的 ” 才 更 加 准确 , 以 下 同 此 , 不 再 效 述 . 一 一 译 者 注 
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sin(1/zj,zsin(1/z) 和 z2sin(1/z) 除 x = 0 之 外 均 连 续 . 
当 xz 关 0 时 等 于 zsin(1/z), 当 z = 0 时 等 于 零 的 函数 对 所 有 的 z 值 均 连 续 . 
[z] 和 z=[z] 对 zx 的 所 有 整数 值 均 不 连续 . 
对 什么 样 的 xz 值 (如 果 这 样 的 值 存在 的 话 ), 下 列 函数 是 不 连续 的 : 

[x3], [Vz), zt—[z], [z+vVz—l[zl, [2z], [lz]+ [=~2] 
18) 不 连续 的 分 类 . 前 面 的 某 些 例子 启发 我 们 对 不 同 的 间断 类 型 加 以 分 类 . 
i) 假设 当 x 无 论 从 小 于 还 是 大 于 a 的 值 趋向 a 时 , %(z) 都 趋向 一 个 极限 ， 如 同 在 第 95 
节 中 那样 , 分 别 将 这 些 极限 记 为 $(a 一 0) 和 %(a 十 0). 那么 , %(z) 在 z = a 连续 的 充分 必要 条 
件 是 : %(z) 在 x =a 有 定义 , 且 

$la—0)= 9(a) = Wla+0). 

间断 可 能 以 任何 一 种 方式 发 生 . 

(a) %(a 一 0) 等 于 g(a 十 0), 但 9(a) 没有 定义 , 或 者 %(a) 与 $(a 一 0) 以 及 p(a 十 0) 不 
相等 . 例如 , %(z) = zsin(1/z) 和 ”a= 0 就 是 这 种 情形 . $(0 一 0) = $(0 十 0) = 0, 然而 %(z) 
在 x = 0 没有 定义 . 或 者 取 %(z) = 上 一 23] 以 及 a=0, 则 有 8(0 一 0) = (0 十 0)=0, 然 
而 8(0) = 1 

(8) p(a 一 0) 与 %(a 十 0) 不 相等 ， 在 此 情形 $(a) 有 可 能 等 于 其 中 的 一 个 , 或 者 与 哪 一 
个 都 不 相等 , 或 者 它 没有 定义 ， 第 一 种 情形 由 %(z) = [zx] 给 出 例证 , 对 此 函数 有 %(0 一 0) = 
一 1, $(0 十 0) = 8(0) = 0; 第 二 种 情形 由 %(z) = [z] 一 [一 z] 给 出 例证 , 对 此 函数 有 $(0 一 0) = 
一 1,8(0 十 0) = 1,9(0) = 0; 第 三 种 情形 由 $(z) = [zx] 十 xsin(1/x) 给 出 例证 ， 对 此 函数 
有 9(0 一 0) = 一 1, $(0 十 0) = 0, $(0) 没有 定义 . 





加 到 这 些 情形 中 去 : %(z) 仪 在 x = a 的 一 边 有 定义 , %(a 一 0) 或 者 %(a 十 0) 存在 (根据 $(z) 
在 哪 一 边 有 定义 ), 但 是 %(z) 要 么 在 x = a 没有 定义 , 要 么 在 此 点 处 的 函数 值 与 $(a 一 0) 或 
者 %(a 十 0) 不 等 . 

由 第 95 节 显 然 可 见 , 一 个 在 = a 的 邻 域 内 递增 或 者 递减 的 函数 在 x 二 a 处 至 多 有 一 个 
简单 间断 点 . 

(让) 有 可 能 发 生 这 样 的 情况 : 当 x 从 每 一 边 趋 向 a 时 ，%(z) 都 趋向 一 个 极限 ， 或 者 趋 
向 十 ceo, 或 者 趋向 一 00, 而 且 至 少 当 x 从 某 一 边 趋 向 a 时 , %(z) 趋向 二 oo, 或 者 趋向 -co. 比 
方 说 , 如 果 9(z) 是 1/z, 或 者 是 1/z2 时 , 或 者 , 如 果 对 于 正 的 z 值 wz) 是 1/z, 而 对 负 的 z 值 


是 sn(1/z) 的 振荡 间断 点 . 
(19) 诸 函 数 


的 [z] 十 王 z]， cscz, >. 1 CSC > 2 
在 z=0 间断 的 特征 是 什么 ? 

(20) 当 z 是 有 理 数 时 取 值 为 1, 而 当 x 是 无 理 数 时 取 值 为 0 的 函数 (第 2 章 例 XVI 
第 (10) 题 ) 对 所 有 的 x 值 均 间断 . 任何 仅 对 x 的 有 理 数值 有 定义 或 者 仅 对 z 的 无 理 数值 有 定 
义 的 函数 亦 有 此 性 质 . 
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(21) 当 x 是 无 理 数 时 取 值 为 zx, 而 当 x 是 有 理 分 数 p/gq 时 取 值 为 V(L 十 p2)/(I 十 92) 的 
函数 (第 2 章 例 XVI 第 (11) 题 ) 对 所 有 负 的 x 值 以 及 所 有 正 有 理 数 的 x 值 均 间断 , 但 对 正 无 
理 数 的 z 值 均 连 续 . 

(22) 第 4 章 例 XXXI 中 考虑 的 函数 在 什么 样 的 点 处 是 间断 的 ? 它们 间断 的 性 质 又 是 什么 ? 
[例如 , 考虑 函数 y = limz"( 第 (5) 题 ). 这 里 y 仅 对 -1 < x < 1 有 定义 : 当 -1<z<1l 时 
它 等 于 零 , 而 当 z = 1 时 它 等 于 1. 点 z= 1 以 及 x= 一 1 是 简单 间断 点 . ] 


101. 连续 函数 的 基本 性 质 


通常 意义 下 的 “连续 曲线 ” 有 另外 一 些 特征 性 质 . 设 4 和 B 是 Wz) 的 图 形 
上 两 个 点 , 其 坐标 为 zo, g(zo) 以 及 z1,9(z1), 令 入 是 穿 过 4 和 B 中 间 的 一 条 直 
线 . 那么 , 如 果 该 图 形 看 起 来 是 连续 的 , 则 它 必定 与 入 相交 

显然 , 如 果 我 们 把 此 性 质 视 为 连续 曲线 的 一 个 内 在 几何 性 质 , 那么 假设 和 与 x 
轴 平 行 并 不 会 真正 失去 其 一 般 性 . 在 此 情形 4 和 B 的 纵 坐 标 不 可 能 相等 , 为 了 确 
定 起 见 , 假设 6(z1) > $(zo). 又 设 和 是 直线 y 二 其 中 G(x0) < < 8(z1). 那 
么 , 说 “gfz) 的 图 形 必定 与 A 相交 ”与 说 “存在 一 个 介 于 zo 与 zi 之 间 的 x 值 ， 
使 得 $(z) = 完全 是 同一 回 事 . 

然后 我 们 可 以 断言 , 连续 函数 %(z) 应 该 具有 下 面 的 性 质 : 如 果 








0(2Z0) 二 V0， 0(Z1) 二 V1， 


且 yo < 7< Wi, 那么 就 存在 介 于 zo 与 Z1 之 间 的 一 个 Z 值 , 使 得 9(x) = mn. 换 言 
之 , 当 z 从 zo 变 到 zi 时 , y 必定 取 遍 yo 与 外 之 间 的 每 个 值 至 少 一 次 . 

我 们 现在 要 来 证 明 : 如 果 4%(z) 是 在 第 99 节 定 义 的 意义 下 的 连续 函数 ， 那 
么 它 实 际 上 的 确 具 有 这 一 性 质 ， 在 zo 的 右边 有 z 的 一 个 取 值 范围 , 在 此 范围 
内 有 %(z) < 7 成 立 ， 因 为 9(z0) < mn， 因此 ,如果 g(x) - 9(z0) 的 绝对 值 小 
于 nm 一 9(z0), 那么 $(x) 也 一 定 小 于 wn. 但 是 由 于 $(x) 在 x = zo 是 连续 的 , 所 以 
如 果 z 充分 接近 于 zo, 那么 这 个 条 件 一 定 是 满足 的 . 类 似 地 , 在 zi 的 左边 有 z 的 
一 个 取 值 范围 , 在 此 范围 内 有 %(z) > 7. 

让 我 们 把 介 于 zo 和 zi 之 间 的 xz 值 如 下 分 成 两 类 也, R: 

(1) 在 类 元 中 放 和 人 所 有 这 样 的 z 值 上 : 对 x =& 以 及 所 有 介 于 xo 和 & 之 间 
的 所 有 z 值 , 都 有 %(z) < 7 成 立 ; 

(2) 将 所 有 其 他 的 x 值 放 入 类 R 中 , 也 即将 “使 得 8(€) > 7 成立, 或 者 存在 
一 个 介 于 zo 和 & 之 间 的 z 值 使 得 9(x) > 7 成立” 的 所 有 & 归 入 类 R 中 . 

那么 显然 , 这 两 个 类 满足 第 17 节 中 加 在 类 L,R 上 的 所 有 条 件 , 从 而 它们 构 
成 了 实数 的 一 个 分 割 . 设 &0 是 与 这 个 分 割 对 应 的 数 . 
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首先 , 假设 9(&0) > w, 所 以 &0 属于 上 类 , 比方 说 , 可 设 9(&0) = nm 十, 其 中 
k > 0. 那么 , 对 所 有 小 于 & 的 值 , 就 有 9(&) < ,从 而 

$(é0) — 0(€) >&, 
而 这 与 在 x = 人 连续 的 条 件 矛盾 . 

其 次 , 假设 $(&0) =7 一 k < nm. 那么 , 如 果 & 是 任何 一 个 大 于 人 的 数 , 则 要 
么 有 %(6) ,要 么 可 以 找到 一 个 介 于 名 和 8 之 间 的 数 Er 使 得 (5”) > 人 在 
每 一 种 情形 , 我 们 都 能 找到 一 个 任意 接近 于 5 的 数 , 使 得 它们 对 应 的 p(x) 的 值 
相差 大 于 有. 这 再 次 与 9(x) 在 x = &0 连续 的 假设 矛盾 . 

于 是 有 %(5) = n, 定理 就 得 到 了 证 明 . 应 该 注意 到 , 我 们 所 证 明 的 要 比 定理 
中 明确 给 出 的 结论 更 多 . 实际 上 我 们 是 证 明了 : &0 是 使 得 (x) = 7 成 立 的 最 小 
的 z 值 . 并 非 显然 但 是 一 般 来 说 的 确 成 立 的 结论 是 : 在 所 有 使 得 该 函数 取 到 一 个 
给 定 值 的 x 值 中 , 有 一 个 最 小 的 值 存在 , 尽管 这 对 于 连续 函数 来 说 为 真 . 

容易 看 出 , 刚才 证 明 的 定理 的 逆 不 成 立 ， 例 如 像 图 29 表示 的 函数 显然 取 到 介 于 w(zo) 
和 %(zi) 之 间 的 每 个 值 至 少 一 次 : 然而 %(z) 却 是 不 连续 的 .的确 ,甚至 下 面 的 结论 也 不 真 : 
当 %(z) 取 每 个 值 一 次 且 恰好 一 次 时 , 它 必定 是 连续 的 . 例如 , 设 $8(z) 从 z=0 到 z=1 定义 
如 下 : 如 果 z=0, 令 bz) =0; 如 果 0<zxz<1, 令 V(x)=1 一 zx; 如果 z=1 令 0z)=1. 
这 个 函数 的 图 形 画 在 图 30 中 ; 它 包 含 点 0, C, 但 不 包含 点 4, B. 显然 , 当 x 从 0 变 到 1 时 ， 
9(z) 取 $(0) = 0 与 $9(1) = 1 之 间 的 每 个 值 一 次 且 恰 好 一 次 ; 但 是 %z) 在 z=0 以 及 z=1 
是 间断 的 . A C 





图 29 图 30 

初等 数学 中 出 现 的 曲线 通常 都 是 由 有 限 多 个 曲线 段 组 成 的 , 且 y 总 是 顺 着 这 样 的 曲线 段 沿 
同一 方向 变化 . 容易 证 明 : 如 果 y = 4%(z) 总 是 沿 同一 方向 变化 , 也 即 当 x 从 zo 变 到 zi 时 它 
递增 或 者 递减 , 那么 关于 连续 性 的 两 个 概念 实际 是 等 价 的 , 也 就 是 说 , 如 果 p(x) 取 介 于 9(z0) 
和 %(zi) 之 间 的 每 个 值 , 那么 它 必定 是 在 第 99 节 意 义 下 的 连续 函数 . 假设 上 是 介 于 zo 和 za 
之 间 的 任意 一 个 xz 值 . 当 x 取 小 于 & 的 值 趋 向 & 时 , %(z) 趋向 极限 $(€ 一 0)( 第 95 节 ). 类 似 
地 , 当 xz 取 大 于 & 的 值 趋 向 € 时 , 9(z) 趋向 极限 8(& 十 0). 因此 当 且 仅 当 

$(E—0)= 9(€) = 9(E+0) 

成 立时 , 该 函数 在 x = & 才 是 连续 的 . 但 是 , 如 果 这 些 等 式 中 的 某 一 个 不 成 立 , 比方 说 第 一 个 等 
式 不 成 立 , 那么 显然 , %(z) 不 会 取 到 介 于 $(&€ 一 0) 和 9(&) 之 间 的 任何 值 , 而 这 与 我 们 的 假设 矛 
盾 . 从 而 %(z) 必定 是 连续 的 . 
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102. 连续 函数 的 进一步 的 性 质 


在 本 节 以 及 以 下 诸 节 中 , 我 们 要 证 明 一 系列 重要 的 一 般 性 定理 . 

定理 1 假设 9(z) 在 x = 二 & 连续 , 且 8(&) 是 正 数 . 那么 我 们 可 以 确定 一 个 
正 数 s, 使 得 (x) 在 整个 区 间 (& 一 se,E 十 Ee) 中 都 是 正 的 . 

因为 , 在 第 99 节 的 基本 不 等 式 中 取 6 = 39(&), 我 们 就 可 以 选取 =, 使 得 在 整 
个 区 间 (£ 一 = 上 +es) 中 有 


[9(z) 一 9 < 30(8), 
这 样 就 有 
g(z) > $6) — 19(7) 一 96 > 309(8) > 0， 

所 以 B(x) 是 正 的 . 对 于 (x) 的 负 值 显然 有 一 个 对 应 的 定理 . 

定理 2 ”如果 9(z) 在 x =& 连续 , 且 对 任意 接近 的 值 bz) 取 值 为 替 ， 
或 者 对 任意 接近 & 的 x 值 %(z) 既 取 到 正 的 值 也 取 到 负 的 值 , 那么 $(£) = 0. 

这 是 定理 1 的 一 个 显然 的 推论 . 如 果 4%(6) 不 为 零 , 那么 它 必 定 是 正 的 或 者 是 
负 的 ; 例如 , 如 果 它 是 正 的 , 9(z) 就 会 对 充分 接近 上 的 所 有 zx 值 取 正 值 , 这 与 定理 
的 假设 矛盾 . 


103. 连续 函数 的 取 值 范围 


让 我 们 来 考虑 这 样 一 个 函数 $(z), 目前 仅仅 假设 它 对 区 间 (a,5) 中 的 每 个 x 
值 都 有 定义 . 

对 于 在 区 间 (a,5) 中 的 z 值 , %(z) 所 取 的 值 构成 一 个 集合 5, 我 们 可 以 对 此 
集合 应 用 第 80 节 中 的 方法 , 如 同 我 们 在 第 81 节 中 将 这 些 方 法 应 用 于 变量 n 的 
函数 所 取 值 的 集合 所 做 的 那样 . 如 果 存 在 一 个 数 K, 使 得 对 问题 中 所 有 的 x 值 都 
有 %(z) < KK, 我 们 就 称 (x) 是 有 上 界 的 . 在 此 情形 , %(z) 有 一 个 上 界 M: w(z) 
的 值 都 不 会 超过 M, 但 是 任何 小 于 M 的 数 都 会 小 于 4%(z) 的 至 少 一 个 值 . 类 似 地 ， 
作为 对 于 一 个 连续 变量 x 的 函数 的 应 用 , 我 们 可 以 定义 “有 下 界 的 “下 界 ”“ 有 
界 ” 等 概念 . 

定理 1 如 果 (x) 在 整个 区 间 (a,b) 是 连续 的 , 那么 它 在 (a,0) 中 有 界 ?. 














Q 这 里 的 条 件 “%(z) 在 整个 区 间 (a,5) 是 连续 的 ”与 我 们 现代 所 用 的 表面 上 同样 的 说 法 的 含义 实际 上 完全 不 同 . 
现代 分 析 中 说 “%(z) 在 整个 区 间 (a, b) 是 连续 的 ” 指 的 仅仅 是 %(z) 在 开 区 间 (oa, 5) 内 部 的 每 一 点 都 连续 ， 
而 在 两 端点 处 是 否 有 某 种 连续 性 则 未 给 出 任何 说 明 ; 而 在 本 书 中 说 的 “%(z) 在 整个 区 间 (a, 5b) 是 连续 的 ”不 
仅仅 指 %(z) 在 开 区 间 (a,5b) 内 部 的 每 一 点 都 连续 , 而 且 $(z) 还 在 区 间 左 端点 x = a 处 右 连 续 , 在 右 端 
点 x 二 了 处 左 连续 ， 换 言 之 , 本 书 中 这 句 话 的 真实 含义 与 现代 数学 语言 所 表述 的 “%(z) 在 整个 闭 区 间 [a, 如 
是 连续 的 ”等 价 . 请 注意 , 如 果 按 照 现 代 分 析 的 符号 和 说 法 的 含义 来 理解 定理 1 的 条 件 , 那么 一 般 来 说 该 定理 
的 结论 是 不 成 立 的 . 例如 , 取 在 现代 符号 的 开 区 间 (0, 1) 上 有 定义 的 函数 y = 1/z, 它 显然 在 开 区 间 (0, 1) 内 
每 一 点 都 连续 , 但 它 在 此 区 间 上 不 可 能 有 界 . 所 以 我 们 再 次 提醒 读者 : 正确 理解 这 本 著作 中 符号 和 概念 原来 的 
含义 , 不 要 产生 不 应 有 的 误解 , 是 十 分 重要 的 . 一 一 译 者 注 
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我 们 一 定 可 以 确定 一 个 区 间 (a,6, 它 从 a 向 右 延 伸 , 在 该 区 间 中 wz) 有 
界 . 这 是 因为 , 由 于 p(x) 在 x = a 连续 , 给 定 任意 正 数 6, 我 们 都 能 确定 一 个 区 
间 (a, 6), 在 整个 这 一 区 间 中 %(z) 的 值 都 介 于 $(a) 一 6 和 9(a) 十 6 之 间 ; 显然 $(2) 
在 这 个 区 间 中 是 有 界 的 . 

现在 将 区 间 (ob 中 的 点 &€ 分 成 两 类 卫 , R, 如 果 p(x) 在 (a,&) 中 有 界 , 就 
将 & 归 入 类 工 之 中 , 如 若 不 然 就 将 它 归 入 类 如 之 中 .由 上 所 述 可 以 推出 : 类 工 
一 定 存在 , 我 们 打算 要 证 明 的 是 R 不 存在 . 假设 R 的 确 存 在 , 设 8 是 与 下 类 以 及 
上 类 分 别 为 工 和 五 的 分 割 所 对 应 的 数 . 由 于 $(z) 在 x = 8 连续 , 对 于 无 论 多 么 
小 的 5, 我 们 总 能 确定 一 个 区 间 (8 一 n,6 十 0)”, 使 得 在 整个 这 一 区 间 中 都 有 


$6)—6 < gz) < (8)+5. 


从 而 %(z) 在 (8 一 n,B 十 n) 中 有 界 . 现在 6 一 n 属于 二 于 是 $(z) 在 (a,6 一 n) 中 
有 界 ; 这 样 一 来 它 就 在 整个 区 间 (a, 8 +7) 中 有 界 . 但 是 8 十 n 属于 R, 所 以 9(z) 
在 (a,6 +7) 中 不 是 有 界 的 ， 这 个 矛盾 表明 R 并 不 存在 , 所 以 %(z) 在 整个 区 
间 (a,5b) 中 是 有 界 的 . 

定理 2 如果 %(z) 在 整个 区 间 (a,5) 中 是 连续 的 , 且 MM 和 m 是 它 的 上 界 
和 下 界 , 那么 W(z) 在 该 区 间 中 取 M 和 m 中 的 每 一 个 值 至 少 一 次 . 

因为 , 给 定 任何 正 数 0, 我们 都 能 找到 z 的 一 个 值 , 使 得 M 一 bg(z) < 0, 从 而 
有 1/{M 一 9(z)} > 1/5. 因此 1/{M 一 9$(z)} 不 是 有 界 的 , 这 样 一 来 , 根据 定理 1， 
它 也 不 是 连续 的 . 但 是 M - (zx) 是 连续 函数 , 因此 1/{M 一 9(z)} 在 分 母 不 为 
零 的 任意 一 点 也 都 是 连续 的 ( 例 XXXVII 第 (1) 题 ). 于 是 必定 有 一 点 使 其 分 母 为 
零 , 在 这 一 点 有 9$(x) = M. 类 似 地 可 以 证 明 , 存在 一 点 使 得 $(x) = m. 

刚才 给 出 的 证 明 是 间接 的 , 鉴于 此 定理 的 极端 重要 性 , 值得 在 此 指出 另 一 条 
证 明 的 路 线 . 不 过 目前 还 是 把 这 些 内 容 往 后 推迟 一 下 更 为 方便 %. 

例 XXXVIII 
1) 如 果 除 了 当 xz = 0 之 外 , 都 有 9(7x) = 1/z, 而 当 z=0 时 wz) = 0, 那么 %(z) 在 像 区 
间 (一 1, 十 1) 这 样 的 包含 x = 0 在 其 内 部 的 任意 一 个 区 间 中 既 没 有 上 界 也 没有 下 界 . 
2) 如 果 除 了 当 x = 0 的 情形 之 外 , 都 有 %(z) = 1/z”, 而 当 z = 0 时 4%(z) = 0, 那么 %z) 
在 区 间 (-1 +1) 中 有 下 界 0, 但 是 没有 上 界 . 
3) 如 果 除 了 当 z = 0 的 情形 之 外 , 都 有 %(z) = sin(1/z), 而 当 z = 0 时 %(z) = 0, 那 
么 9(z) 在 x = 0 不 连续 . 在 任何 区 间 (一 5 +6) 中 下 界 都 是 -1, 上 界 都 是 +1, %(z) 取 这 两 个 
值 中 的 每 一 个 值 无 穷 多 次 . 
4) 设 %(z) = x 一 [z]. 这 个 函数 对 xz 的 所 有 的 整数 值 都 是 不 连续 的 . 在 区 间 (0,1) 中 它 的 
下 界 是 0, 上 界 是 1. 当 x = 0 或 者 x = 1 时 它 等 于 0, 但 它 从 来 不 等 于 1. 因此 p(x) 从 来 不 取 
与 其 上 界 相等 的 值 . 


@ 如 果 6 = 6, 我 们 必须 在 接 下 来 的 整个 讨论 中 用 (8 一 nm, 8) 代替 这 个 区 间 , 用 6 代替 B 十 小 . 
@ 见 第 105 节 . 
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(5) 设 当 z 为 无 理 数 时 p(x) = 0, 当 z 为 有 理 分 数 p/q 时 9$(x) = q. 那么 %(z) 在 任何 区 
间 (a,5b) 中 有 下 界 0, 而 却 没 有 上 界 . 但 是 如 果 当 x = p/g 时 p(x) = (--1)?gq, 那么 B(x) 在 任 
何 区 间 中 既 没 有 上 界 , 也 没有 下 界 . 


104. 函数 在 区 间 中 的 振幅 


设 %(z) 是 在 整个 区 间 (a,5) 中 有 界 的 函数 , 且 M 和 m 是 它 的 上 界 和 下 界 . 
为 了 表明 M 和 m 对 于 a 和 5， 的 依赖 关系 , 现在 我 们 用 记号 M(a,5),m(a,b) 代 
替 M,m, 并 记 

O(a,b) = M(a,b) — ml(a, b). 
我 们 把 这 个 数 O(a,5), 即 %(z) 在 (a,5) 中 的 上 界 与 下 界 之 差 , 称 为 9(x) 在 (a,05) 
中 的 振幅 (oscillation). 函数 M (a,5),m(a,05), O(a,。b) 最 简单 的 性 质 如 下 所 示 . 

OU WR DN 
等 于 m(a,c) 与 m(c,b) 中 较 小 者 . 

(2) M(a,b) 是 b 的 增 函 数 , m(a,b) 是 5b 的 减 函数 , O(a,b) 是 口 的 增 函 数 . 

(3) O(a,b) < O(a,c) + O(c,b). 

前 两 个 性 质 几 乎 是 定义 的 直接 推论 . 设 风 是 M(a,c) 与 M(c 中 较 大 者 ， 
令 6 是 任意 正 数 . 那么 , 在 整个 区 间 (a,c) 以 及 (c,5) 上 都 有 b%(z) < 1, 从 而 在 整 
个 区 间 (a,5) 上 也 有 此 不 等 式 成 立 ; 而 在 (a, co) 或 者 (c,5) 中 的 某 处 有 dg%(z) > 1 一 0， 
于 是 在 (a,0) 的 某 点 处 亦 然 ， 从 而 M (a,5) = 从 关于 m 的 命题 可 以 类 似 地 加 以 
证 明 . 这 样 就 证 明了 (1), 而 (2) 是 一 个 显然 的 推论 . 

现在 假设 Mi 是 M(a,c) 与 M(c,b) 中 较 大 者 ,M2 是 其 中 较 小 者 , 又 设 mi 
是 m(a,oc) 与 m(c,b) 中 较 小 者 , ma 是 其 中 较 大 者 . 那么 , 由 于 c 属于 这 两 个 区 间 ， 
所 以 %(c) 既 不 大 于 M2, 也 不 小 于 m2， 从 而 Ma > m2, 而 不 论 这 两 个 数 是 否 对 
应 (a,c) 和 (c,b) 这 两 个 区 间 中 的 同一 个 区 间 , 这 样 就 有 

O(a,b0D)=M—m < Mt+M— mi— mo. 





但 是 
O(a, ce) 十 O(c， 0) 一 Mi 十 M, — M1 — 72, 


这 就 得 出 (3). 
105. 第 103 节 定 理 2 的 另外 的 证 明 


第 103 节 定 理 2 最 直接 的 证 明 如 下 . 设 € 是 区 间 (a, 已 中 任意 一 个 数 . 函数 M(a,6) 与 
一 起 递增 , 且 永 远 不 会 超过 M， 于 是 我 们 可 以 构造 数 & 的 一 个 分 割 : 根据 M(a,t) < M 还 
是 M(a,é) = M 来 将 & 放 人 类 工 或 者 RR 中 . 设 6 是 与 这 个 分 割 对 应 的 数 . 如 果 a < 6 < 几 
那么 对 于 所 有 正 的 ” 值 我 们 就 有 

M(a,8—n)<M, M(a,B+”n)=M, 
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所 以 , 根据 第 104 节 的 (1) 就 有 
M(B—n,B+n)=M. 

于 是 , 对 于 任意 接近 6 的 z 值 , %(z) 取 任 意 接近 M 的 值 , 又 因为 p(x) 连续 , 所 以 8(6) 必定 
等 于 M. 

如 果 6=a, 那么 M(a,a+n) = M. 如 果 6=5, 那么 M(a,b--n) < M, 所 以 M(b 一 n,b) = 
MM. 不 论 哪 种 情形 , 论证 都 可 以 如 前 一 样 完 成 . 

此 定理 也 可 以 用 第 71 节 中 用 到 的 反复 等 分 的 方法 加 以 证 明 . 如 果 M 是 $(z) 在 一 
个 区 间 PQ 中 的 上 界 , 而 PQ 被 分 成 两 个 相等 的 部 分 ， 那么 就 可 能 找到 其 中 的 一 半 已 Qi， 
使 得 函数 在 其 中 的 上 界 仍 旧 是 M.， 如 在 第 71 节 中 那样 做 下 去 ， 我 们 就 构造 出 一 个 区 间 序 
列 PQ,; PQi, 忆 Q2,…, 在 每 一 个 区 间 中 $(z) 的 上 界 都 是 M. 如 同 在 第 71 节 中 一 样 , 这 些 
区 间 收 敛 于 一 点 T, 容易 证 明 4%(z) 在 该 点 的 值 就 是 M. 


106. 直线 上 的 区 间 集 合 , Heine-Borel 定理 


现在 我 们 着 手 来 证 明 关 于 振荡 函数 的 若干 个 定理 , 如 同 以 后 将 要 看 到 的 那样 ， 
它们 在 积分 理论 中 有 特别 重要 的 意义 . 这 些 定理 依赖 于 有 关 直 线 上 区 间 的 一 个 一 
般 性 定理 . 

假设 给 定 直 线 上 的 一 组 区 间 ， 即 给 定 一 个 集合 ,其 中 每 个 成 员 都 是 一 个 区 间 
(a, 6)， 对 这 些 区 间 的 特征 我 们 不 加 任何 限制 ; 在 数量 上 它们 可 以 是 有 限 的 , 也 可 
以 是 无 限 的 ; 它们 可 以 相互 重合 , 也 可 以 不 互相 重合 *; 而 且 任 意 多 个 区 间 都 可 以 
包含 在 其 他 的 区 间 中 . 

在 此 值得 花 点 时 间 给 出 几 个 区 间 集 合 的 例子 , 我 们 以 后 还 会 有 机 会 再 次 研究 这 些 例 子 . 

(i) 如 果 区 间 (0,1) 被 分 成 ”个 相等 的 部 分 , 那么 这 样 得 到 的 n 个 区 间 就 定义 了 不 互相 重 
三 的 有 限 区 间 集 合 , 它们 刚好 盖 住 整个 线段 . 

(i) 取 区 间 (0,1) 中 的 每 个 点 € (0 和 1 除外 ), 与 相伴 给 出 一 个 区 间 (€ 一 =s, 上 十 es), 其 
中 = 是 小 于 1 的 正 数 , 对 于 例外 的 点 0 赋予 区 间 (0,e), 对 点 1 赋予 区 间 (1 - s, 1), 一 般 来 说 ， 
去 掉 任 何 一 个 区 间 的 超出 区 间 (0, 1) 以 外 的 任何 部 分 . 这 样 我 们 就 定义 了 一 个 无 限 的 区 间 集 合 ， 
显然 , 它们 中 有 许多 是 相互 重 炙 的 . 

(说 ) 取 区 间 (0, 1) 中 的 有 理 点 p/g, 对 点 p/g 赋予 区 间 


BE 
(8 g3” 4 与) 
其 中 。 是 小 于 1 的 正 数 . 我 们 把 0 看 成 是 0/1, 把 1 看 成 是 1/1: 在 这 两 种 情形 , 丢弃 该 区 间 


位 于 (0,1) 外 面 的 那 部 分 . 这 样 我 们 就 得 到 一 个 无 穷 的 区 间 集 合 , 它们 显然 是 相互 重合 的 , 这 是 
因为 在 赋予 p/g 的 区 间 中 除了 p/g 之 外 还 有 无 穷 多 个 有 理 点 . 








@ “重奏 (overlap)” 一 词 按照 它 显然 的 意义 使 用 :两 个 区 间 重 天, 如 果 它们 有 非 端 点 的 公共 点 . 
例如 (0, 3) 和 (3,1) 是 重大 的 . 而 一 对 像 (0, 3) 和 (二 1) 这 样 的 区 间 可 以 说 成 是 “邻接 的 (abut)” 
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Heine-Borel 定理 给 定 区 间 (a,b) 以 及 一 个 区 间 集 合 J, 了 中 每 一 个 成 员 
都 包含 在 (a,0) 之 中 . 假设 了 具有 如 下 性 质 : 

(i) (a,5) 中 除了 a 和 bb 之 外 的 每 一 点 都 在 了 中 至 少 一 个 区 间 的 内 部 ，; 

(让) a 是 了 中 至 少 一 个 区 间 的 左 端点 ,5b 是 了 中 至 少 一 个 区 间 的 右 端点 . 

那么 就 能 从 集合 T 中 选取 有 限 多 个 区 间 , 它们 构成 一 个 具有 性 质 (i) 和 (这 
的 区 间 集 合 . 

我 们 知道 a 是 了 中 至 少 一 个 区 间 一 一 比如 说 (oa ai) 一 一 的 左 端点 . 我 们 也 知 
道 ai 在 了 中 至 少 一 个 区 间 一 一 比如 说 (aoi ,az) 一 一 的 内 部 . 类 似 地 , as 在 了 中 的 
区 间 (as,a3) 的 内 部 . 参看 图 31. 显然 , 除非 在 有 限 的 步骤 后 a,, 与 5 重合 , 否则 
这 个 论证 可 以 无 限 地 重复 下 去 . 





a 0 al ao Qa2 € Qa3 EC 1 5b 


图 31 


如 果 a,, 在 有 限 的 步骤 后 与 5 重合 , 那么 就 没有 什么 可 进一步 证 明 的 了 , 因为 
我 们 已 经 得 到 了 一 组 从 了 中 选取 的 具有 所 需 特性 的 有 限 多 个 区 间 . 如 果 oa 从 不 
与 重合 , 则 点 ai,aa,as,…… 必定 ( 因为 每 一 点 都 在 前 一 点 的 右边 ) 趋向 于 一 个 
极限 位 置 , 但 是 这 个 极限 位 置 , 就 我 们 所 知 , 可 以 位 于 (a,5) 中 的 任何 位 置 . 

现在 我 们 从 a 开始 , 以 所 有 可 能 的 方式 执行 刚才 指出 的 过 程 , 这 样 就 得 到 了 
ai, a2, a3,"…， 的 所 有 可 能 的 序列 . 然后 我 们 能 够 证 明 至 少 有 一 个 这 样 的 序列 在 有 
限 的 步骤 后 到 达 b. 

对 于 a 和 之 间 的 任何 点 上 有 两 种 可 能 : 要 么 (i) & 位 于 某 个 序列 的 某 个 
点 on 的 左 侧 , 要 么 ( 芝 不 是 这 样 . 根据 (i) 或 ( 划 是 否 为 真 , 我 们 将 点 & 分 为 两 
类 工 和 RR. 类 工 当 然 存在 , 因为 区 间 (a,ai) 的 所 有 点 都 属于 工 .我 们 现在 来 证 
明 RR 不 存在 , 所 以 每 个 点 € 都 属于 工 . 

如 果 存在, 那么 工 完全 位 于 R 的 左 侧 , 并 且 类 L, RR 构成 a 和 5。 之 间 的 实 
数 的 一 个 分 割 , 与 之 对 应 的 分 割 点 是 数 &0. 点 &0 位 于 了 中 的 一 个 区 间 一 一 比如 说 
(#2 一 一 内 , 且 & 属于 工 , 因此 2 位 于 某 个 序列 的 某 个 点 on 的 左 侧 . 但 我 们 
可 以 取 (&',&”) 为 序列 a1,a2,as,… 中 与 on 相关 的 区 间 (a ,an41), 且 和 左边 的 
所 有 点 都 在 aa+l 的 左边 . 因此, 6 的 右边 有 工 中 的 点 , 这 与 R 的 定义 矛盾 . 因 
此 , R 不 可 能 存在 . 

因此 每 个 点 € 都 属于 到 . 现在 5 是 了 中 的 一 个 区 间 一 一 比如 说 (51,0) 一 一 的 
右 端 点 , 且 bi 属于 工 . 因此 序列 ai, az,aas,，…… 中 有 一 个 成 员 an 满足 un > bi. 但 

















Q@ 这 里 是 说 “在 其 内 部 而 不 是 在 其 一 端 ” 
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我 们 可 以 取 a 对 应 的 区 间 (oan+i) 为 (01,5), 从 而 得 到 第 n 项 之 后 与 b 重合 
的 序列 , 于 是 得 到 具有 所 需 性 质 的 有 限 个 区 间 的 集合 . 因此 我 们 证 明了 这 个 定理 . 
借助 于 此 定理 来 考虑 本 节 开 头 的 几 个 例子 是 很 有 教 益 的 . 
(i) 这 里 定理 的 条 件 不 满足 . 诸 点 1/n,2/n,3/n,… 不 在 了 中 的 任何 区 间 的 内 部 . 
(ii) 这 里 定理 的 条 件 满足 . 与 诸 点 ,2e,3e,… ,1 一 e 相对 应 给 出 的 区 间 集 合 
(0, 2e), (e, 3e), (2e, 4e),:…: , (1 — 2e, 1) 





具有 所 要 求 的 性 质 . 

(过 ) 在 此 情形 , 利用 该 定理 我 们 可 以 证 明 : 如 果 s 足够 小 , 则 区 间 (0, 1) 中 有 不 在 了 中 的 
任何 区 间 内 的 点 存在 . 

如 果 (0,1) 的 每 个 点 都 在 了 的 一 个 区 间 的 内 部 (显然 要 限制 端点 除外 ), 那么 我 们 就 能 找 
到 了 中 具有 同样 性 质 的 有 限 个 区 间 , 且 它 们 的 总 长 度 大 于 1. 现在 有 两 个 总 长 度 为 2 的 区 间 ， 
对 它们 有 gq = 1, 以 及 有 gq 一 1 个 总 长 度 为 2z(g 一 1)/q 的 区 间 存 在 , 它 与 q 的 另外 一 个 值 相 
关联 . 这 样 一 来 , 中 的 任意 有 限 多 个 区 间 的 和 不 可 能 大 于 级 数 

1 2 3 
a 

之 和 的 2e 倍 , 在 第 8 章 里 将 会 证 明 这 个 级 数 是 收敛 的 . 由 此 得 出 , 如 果 < 是 够 小 , 那么 (0, 1) 
中 的 每 个 点 都 在 了 的 一 个 区 间 的 内 部 这 一 假设 将 会 导致 矛盾 . 

读者 可 能 会 倾向 于 认为 此 证 明 过 于 续 密 , 他 们 会 认为 不 在 了 的 任何 区 间 中 的 点 的 存在 性 可 
以 由 所 有 这 些 区 间 的 和 小 于 1 这 一 事实 立即 得 出 . 但 是 我 们 需要 借助 的 这 一 定理 ( 当 区 间 集 合 
为 无 限时 ) 远 非 是 显然 的 结论 , 它 只 能 如 同 在 正文 中 所 做 的 那样 , 用 Heine-Borel 定理 来 严格 地 
加 以 证 明 . 


107. 连续 函数 的 振幅 


我 们 现在 要 用 Heine-Borel 定理 来 证 明 两 个 关于 连续 函数 振幅 的 重要 定理 . 

定理 I 如 果 %(z) 在 整个 区 间 (a,5) 连续 , 那么 我 们 就 能 将 (a,5) 分 成 有 限 
多 个 子 区 间 (az (ZX1, 22),… , (zn,5), 9%(zZ) 在 每 一 个 区 间 中 的 振幅 都 小 于 一 个 
预先 指定 的 正 数 6. 

设 上 是 介 于 a 与 5 之 间 的 任意 一 个 数 . 由 于 p(x) 在 x = & 连续 , 我 们 可 以 确 
定 一 个 区 间 (& 一 =, 和 + es), 使 得 9(x) 在 这 个 区 间 中 的 振幅 小 于 5. 确实 显然 可 见 ， 
对 每 个 5 和 每 个 6 有 无 穷 多 个 这 样 的 区 间 存 在 , 因为 如 果 该 条 件 对 任何 一 个 特殊 
的 = 满足 , 那么 它 也 理所当然 地 被 任何 更 小 的 值 所 满足 . 什么 样 的 s 值 是 允许 的 ， 
这 自然 与 5 有 关 ; 目前 我 们 没有 理由 假设 对 于 & 的 一 个 值 可 以 允许 的 = 值 对 另 一 
个 & 值 也 是 可 以 允许 的 = 值 . 我 们 将 把 这 样 一 个 与 上 相关 联 的 区 间 称 为 & 的 一 
个 6 区 间 . 

如 果 & = a, 那么 我 们 可 以 确定 一 个 区 间 (a,a + e), 如 此 下 去 可 以 确定 无 穷 多 
个 这 样 的 区 间 , 它们 都 有 同样 的 性 质 . 我 们 把 这 些 区 间 称 为 a 的 6 区 间 , 类 似 地 可 
以 定义 5b 的 5 区 间 . 
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现在 考虑 (wb) 中 所 有 点 的 6 区 间 构 成 的 区 间 集 合 TI” 显然, 这 个 集合 满 
足 Heine-Borel 定理 的 条 件 ; 区 间 中 的 每 一 个 内 点 也 都 是 了 中 至 少 一 个 区 间 的 内 


由 了 中 有 限 多 个 区 间 组 成 , 且 与 工本 身 具 有 同样 的 性 质 . 

组 成 了 的 诸 区 间 一 般 来 说 是 重 炙 的 , 如 图 32 
所 示 . 但 是 它们 的 端点 显然 将 (a,5) 分 成 为 有 限 个 cr 
区 间 的 集合 7, 其 中 每 一 个 区 间 都 包含 在 7 的 一 《1/ 
个 区 间 之 中 , 且 在 每 一 个 区 间 中 %(z) 的 振幅 都 小 图 32 
于 6. 这 就 证 明了 定理 工 

定理 II 给 定 任意 正 数 5, 我 们 都 能 找到 一 个 数 由 使 得 如 果 按 照 任何 方式 
将 区 间 (a,5) 分 成 长 度 小 于 mn 的 子 区 间 , 那么 9(z) 在 每 个 小 区 间 上 的 振幅 都 将 
小 于 56. 

取 561 < 36, 并 像 在 定理 工 中 那样 构造 一 个 由 子 区 间 7 组 成 的 有 限 集合 , 在 
每 一 个 子 区 间 中 %(z) 的 振幅 都 小 于 61. 设 7 是 这 些 子 区 间 7 中 最 小 的 长 度 . 如 
果 我 们 现在 将 (a,5) 分 成 长 度 均 小 于 7 的 若干 个 部 分 , 那么 任何 这 样 一 个 部 分 都 
必定 整个 地 处 于 至 多 两 个 相连 接 的 子 区 间 7 中 . 从 而 , 鉴于 第 104 节 的 (3) 可 知 ， 
9(z) 在 长 度 小 于 7 的 诸 部 分 中 之 一 的 振幅 不 可 能 超过 %(z) 在 一 个 子 区 间 7 中 最 
大 振幅 的 两 倍 , 于 是 它 小 于 251, 所 以 小 于 6. 

这 个 定理 在 定 积分 的 理论 中 具有 基本 性 的 重要 意义 (第 7 章 ). 如 果 不 用 此 定 
理 或 者 类 似 的 定理 , 就 不 可 能 证 明 在 这 个 区 间 上 连续 的 函数 在 该 区 间 必 有 定 积 
存在 . 


108. 多 元 连续 函数 


连续 和 间断 的 概念 可 以 延 拓 到 多 元 函数 中 去 (第 2 章 第 31 节 以 及 其 后 诸 节 ). 
不 过 , 它们 对 于 这 种 函数 的 应 用 会 提出 比 我 们 在 本 章 里 考虑 过 的 更 为 复杂 和 更 加 
困难 的 问题 . 对 我 们 来 说 , 在 这 里 对 这 些 问题 详尽 地 加 以 讨论 是 不 可 能 的 ; 但 是 随 
后 需要 了 解 二 元 连续 也 数 的 含义 是 什么 , 所 以 我 们 给 出 如 下 的 定义 . 它 是 第 99 节 
中 最 后 一 种 形式 的 定义 的 一 个 直接 推广 . 

两 个 变量 z 和 yy 的 函数 bg(z;,y) 说 成 在 xX 二 &,y 二 1 是 连续 的 ,如果 给 定 
一 个 任意 的 无 论 多 么 小 的 正 数 5, 都 能 选取 s(6), 使 得 当 0 < |z 一 < 2(6) 以 
及 0<ly 一 中 < e(0) 时 有 





[9(z,y) — BE, < 6. 
这 也 就 是 说 , 如 果 我 们 画 一 个 各 边 与 坐标 轴 平 行 、 边 长 为 2e(5) 且 中 心 在 点 (和 ,人 
的 正方 形 ,那么 (x,y) 在 其 内 部 或 者 边界 上 任意 一 点 处 的 值 与 (8,7) 的 差 都 
小 和 60 


中 读者 应 该 画 一 个 图 来 描述 这 个 定义 
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当然 , 此 定义 预先 假定 %(z,y) 在 所 讨论 的 正方 形 的 所 有 点 都 有 定义 , 特别 地 ， 
在 点 (&,n) 有 定义 . 表述 这 个 定义 的 另 一 个 方法 是 : 如 果 当 以 任意 的 方式 2 一 6， 
一 7 时 , 都 有 9(z,y) 一 0 四, 我 们 就 说 $(z,Yy) 在 z= &,y = 二 连续 . 这 种 表 
述 显 然 更 加 简单 ; 但 是 它 包 含 了 一 些 其 确切 含义 未 予以 解释 的 术语 ,而 这 些 术 语 
只 能 借助 使 用 与 我 们 在 原来 的 表述 中 所 使 用 的 类 似 的 不 等 式 才能 给 予 解 释 . 

容易 证 明 : 二 元 连续 函数 的 和 、 乘 积 以 及 (一 般 来 说 ) 商 也 都 是 连续 的 . 对 于 
变量 的 所 有 值 , 两 个 变量 的 多 项 式 是 连续 的 , 在 通常 的 分 析 中 出 现 的 x 和 y 的 党 
用 函数 一 般 来 说 都 是 连续 的 , 也 就 是 说 , 除了 由 特殊 的 关系 式 所 连接 的 x 和 y 的 
数值 对 之 外 , 这 样 的 函数 一 般 都 是 连续 的 . 

读者 应 该 仔细 注意 : 论 及 $(x,y) 关于 两 个 变量 x 和 y 的 连续 性 与 分 别 考虑 它 关 于 每 一 个 
变量 的 连续 性 , 其 内 涵 要 多 得 多 . 显然 , 如 果 $(z,y) 关于 x 和 y 连续 , 那么 当 对 另 一 个 变量 y 
(或 者 x) 指定 任何 一 个 固定 的 值 时 , $(x,y) 关于 xz (或 者 y) 是 连续 的 . 但 是 其 逆 不 成 立 . 例如 ， 
假设 当 > 和 y 均 不 为 零 时 , 有 


27Yy 
p(T,Y) 和 zx2 十 22， 


而 当 xz 或 者 y 为 零 时 , 9(x,y) = 0， 那 么 , 如 果 yy 取 任 意 一 个 固定 的 值 (0 或 者 非 零 的 值 )， 
9(z,y) 都 是 zx 的 连续 函数 , 特别 地 , 它 在 x = 0 是 连续 的 ; 因为 当 x = 0 时 其 值 为 零 , 当 z 一 0 
时 其 极限 为 零 ， 同 样 的 方法 可 以 证 明 : %(z,y) 是 y 的 连续 函数 .但 是 在 x = 0,y = 0 处 ， 
9(z,y) 不 是 x 和 vy 的 连续 函数 . 当 x = 0,y =0 时 , $(x,y) 的 值 为 零 ; 但 是 如 果 x 和 沿 直 
线 y = az 趋向 零 , 那么 就 有 

P(r,Y) = i 
它 可 以 取 到 -1 和 1 之 间 的 任何 一 个 值 . 
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2a 
lim $(7x,y) = T+o2’ 


在 第 2 章 里 , 我 们 已 经 接触 到 了 隐 范 数 (implicit function) 的 思想 . 例如 , 如 果 z 和 w 由 
y -Ty—-y—7z=0 (1) 
联系 在 一 起 , 那么 y 就 是 x 的 一 个 “ 隐 函 数 ” 

但 是 , 像 这 样 的 一 个 方程 的 确 能 定义 y 是 x 的 一 个 函数 远 不 是 那么 明显 . 在 第 2 章 里 我 们 
满足 于 将 它 视 为 理所当然 的 结论 . 现在 我 们 有 能 力 来 研究 那 时 所 做 的 这 个 假设 是 否 合理 . 

我 们 将 会 发 现下 面 的 术语 是 有 用 的 . 假设 像 在 第 108 节 中 那样 , 有 可 能 用 一 个 正方 形 包围 
一 点 (a,0b), 使 得 在 整个 正方 形 上 满足 某 种 条 件 . 我 们 就 把 这 样 一 个 正方 形 称 为 (a,5) 的 一 个 邻 
域 , 并 说 成 所 讨论 的 条 件 在 (a,5) 的 邻 域 , 或 者 说 邻近 (a,5) 时 是 满足 的 , 这 样 说 的 含义 简单 说 
就 是 : 可 能 找到 某 个 正方 形 , 在 整个 正方 形 上 该 条 件 满足 ， 显 然 , 当 我 们 在 处 理 单个 变量 的 时 
候 , 可 以 使 用 类 似 的 语言 , 不 过 此 时 需 用 直线 上 的 一 个 区 间 来 取代 这 里 的 正方 形 . 

定理 ”如 果 (i) f(x,y) 在 (a,0) 的 邻 域内 是 x 和 3 的 连续 函数 ; 

(ii) fla,b) = 0; 

(ii) 对 a 的 邻 域 内 所 有 的 x 值 , f(x,y) 是 y 的 递增 函数 (在 第 95 节 的 严格 意义 下 ); 
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那么 (1) 存在 唯一 的 函数 y = %(z),， 当 将 它 代入 方程 f(x,y) = 0 时 ，jz,g%(z)) = 0 对 
于 a 的 邻 域内 所 有 的 x 值 都 同样 满足 . 

(2) 对 于 a 的 邻 域内 所 有 的 x 值 %(z) 是 连续 的 . 

在 图 33 中 , 该 正方 形 表示 (a,25) 的 一 个 “ 邻 域 ”, 在 整个 
正方 形 中 条 件 (i) 和 (这 ) 都 是 满足 的 , P 是 点 (a,5)， 如 果 我 
们 如 在 图 33 中 那样 取 Q 和 R, 则 由 (过 ) 推出 : f(z,y) 在 Q@ 
是 正 的 , 在 R 是 负 的 . 若是 如 此 , 由 于 f(z,y) 在 Q@ 以 及 在 尽 
是 连续 的 , 我 们 可 以 画 出 与 OX 平行 的 直线 QQ' 和 RR', 使 
得 尽 Q@' 与 OY 平行 , 而 f(x,y) 在 QQ 上 的 所 有 点 都 是 正 的 ， 
在 RR 上 的 所 有 点 都 是 负 的 . 特别 地 , f(z,y) 在 Q' 是正 的 ， 
在 R' 是 负 的 , 这 样 一 来 , 鉴于 (这 ) 以 及 第 101 节 , f(x,y) 就 
在 RQ 上 的 一 点 P' 一 次 而 且 仅 仅 一 次 取 值 为 零 . 同样 的 构 
造 在 RQ 与 RQ' 之 间 的 每 一 个 纵 坐 标 上 都 给 出 唯一 的 一 点 ， 
在 该 点 有 f(x,y) = 0. 此 外 显然 , 同样 的 构造 可 以 转移 到 RQ 的 左边 . 像 已 这 样 的 点 的 集合 
就 给 出 所 要 求 的 函数 y = p(x) 的 图 形 . 

接 下 来 要 证 明 p(x) 是 连续 的 . 利用 当 x 一 a 时 Bb(z) 的 “不 定 元 的 极限 ”的 思想 (第 96 
节 ), 此 证 明 可 以 最 直接 地 加 以 实现 . 假设 z 一 a, 并 设 入 和 4 是 当 z 一 a 时 %(z) 的 不 定 元 
的 极限 . 显然 , 点 (a, 入) 和 (a, 4) 在 QR 上 . 此 外 , 我 们 可 以 找到 一 列 x 的 值 , 当 x 取 这 列 值 
趋向 a 时 有 %(z) 一 入; 由 于 f{x,w(z)} =0, 且 f(x,vy) 是 x 和 的 连续 函数 , 所 以 我 们 有 


j(a, 入) = 0. 


从 而 入 = 5; 类 似 地 有 4 = 5b. 于 是 当 x 一 a 时 dz) 趋向 极限 5, 所 以 dz) 在 x = a 连续 . 显 
然 , 我 们 可 以 用 完全 一 样 的 方法 证 明 , 在 a 的 邻 域内 的 任何 一 个 x 值 6(z) 都 是 连续 的 . 
显然 , 如 果 在 条 件 ( 诈 ) 中 将 “增加 ” 改 成 “减少 ”, 则 定理 的 正确 性 不 受 影响 . 
作为 一 个 例子 , 我 们 来 考虑 方程 (1), 取 a = 0,b = 0. 显然 条 件 (i) 和 (让 是 满足 的 . 此 外 ， 
当 zy 以 及 y 充分 小 时 ， 











fo fay) = yy RY IY HW +Y £1) 
有 与 vy 一 y 相反 的 符号 . 于 是 条 件 (者) (用 “减少 ” 代 蔡 “增加 ”) 是 满足 的 . 由 此 推出 : 有 且 仅 
有 一 个 连续 函数 y, 它 总 是 满足 方程 (1) 且 与 x 同时 取 值 零 . 


如 果 方 程 是 
y 一 2y 一 y 一 2 三 0， 


也 可 以 得 出 同样 的 结论 . 在 这 一 情形 , 所 讨论 的 函数 是 


y=3 (ltr VITO Tm), 


其 中 的 平方 根 是 正 的 . 平方 根 的 符号 改变 所 得 到 的 第 二 个 根 不 满足 与 z 一 起 取 值 零 这 一 条 件 . 

证 明 中 有 一 点 读者 应 该 仔细 注意 . 我 们 假设 了 : 定理 的 前 提 “ 在 (a,5) 的 邻 域 中 ”是 满足 
的 , 这 就 是 说 在 某 个 正方 形 & 一 e < x < 二 ,nm 一 ey < 十 中 是 满足 的 . 结论 “在 zx =a 
的 邻 域 中 ”成 立 , 就 是 说 结论 在 某 个 区 间 € 一 21 < x < & 十 el 中 成 立 . 至 于 结论 中 的 sl 是 否 就 
是 假设 中 的 =, 这 没有 什么 要 证 明 的 , 的 确 , 一 般 来 说 此 结论 并 不 成 立 . 
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110. 反 函 数 


特别 地 , 假设 f(z,y) 形 如 FF(y) 一 x. 这 样 我 们 就 得 到 下 面 的 定理 . 

如 果 F(y) 是 9 的 函数 , 它 在 y = 二 5 的 邻 域 中 连续 且 在 第 95 节 的 严格 意义 下 是 递增 (或 
者 递减 ) 的 , 且 下 (5) = a, 那么 存在 唯一 一 个 连续 函数 y 二 $(X), 当 x 二 a 时 它 的 值 等 于 b, 在 
2Z 三 Q 的 邻 域内 总 是 满足 方程 PF(y) = 2 

这 样 定义 的 函数 称 为 已 (y) 的 反 函 数 (inverse function). 

例如 , 假设 yw = xz, a = 0, 5 = 0. 则 定理 所 有 的 条 件 都 满足 . 其 反 函 数 是 x = 35. 

如 果 我 们 假设 y = zx, 那么 定理 的 条 件 并 没有 被 满足 , 因为 y? 在 包含 y = 0 的 任何 区 间 
都 不 是 y 的 递增 函数 : 当 y 是 负数 时 它 减少 , 而 当 y 是 正 数 时 它 增 加 ， 在 这 种 情形 , 定理 的 
结论 并 不 成 立 , 因为 yw = x 定义 了 z 的 两 个 函数 , 也 就 是 y = Vz 和 y = 一 Vx, 它们 两 者 
当 x = 0 时 都 变 为 零 , 且 每 一 个 函数 都 仅 对 正 的 x 的 值 有 定义 , 所 以 该 方程 有 时 有 两 个 解 , 有 
时 又 没有 解 . 读者 可 以 用 同样 的 方法 考虑 更 一 般 的 方程 


2n 2n+l1 
y =Y, Y 二 





es 
另 一 个 有 意思 的 例子 由 方程 
-yz=0 


给 出 , 此 方程 已 经 在 例 XIV 第 (7) 题 中 考虑 过 了 . 
类 似 地 , 方程 


siny 三 

恰 有 一 个 解 与 x 一 起 取 值 为 0, 也 即 arcsin x 的 值 与 x 一 起 取 值 0. 当然 此 方程 有 无 穷 多 个 解 ， 
这 些 解 由 arcsin x 的 其 他 的 值 给 出 (参见 例 XV 第 (10) 题 ), 这 些 解 并 不 满足 这 个 条 件 . 

到 目前 为 止 , 我 们 只 考虑 了 在 x 的 一 个 特殊 值 的 邻 域内 发 生 了 什么 . 现在 我 们 假设 F(y) 
在 整个 区 间 (a,5) 中 是 正 的 且 递 增 (或 者 递减 ). 给 定 (a,5) 中 任意 一 个 点 &, 我 们 都 能 确定 包 
含 & 的 一 个 区 间 i 和 在 整个 区 间 i 上 有 定义 的 唯一 的 连续 反 函 数 9;(7x). 

根据 Heine-Borel 定理 , 从 区 间 i 的 集合 了 出 发 , 我 们 可 以 取出 一 个 覆盖 住 整个 区 间 (a, 5) 
的 有 限 子 集 , 显然 , 与 这 样 选取 的 区 间 i 做 成 的 子 集 对 应 的 函数 Bi;(x) 组 成 的 有 限 集合 合 起 来 
就 定义 了 在 整个 (a,5) 上 连续 的 唯一 反 兄 数 $(z). 

这 样 我 们 就 得 到 了 定理 : 如 果 zz = FF(y), 其 中 FF(y) 是 连续 和 递增 的 , 且 当 yy 从 a 增加 到 
b 时 , 该 函数 严格 地 从 A 增加 到 BB, 那么 有 唯一 的 反 函 数 y = 四 (z) 存在 , 它 是 连续 和 递增 的 ， 
当 x 从 A 增加 到 BB 时, 该 函数 严格 地 从 a 增加 到 上 b. 

现在 值得 花 点 时 间 来 指出 : 不 借用 第 109 节 中 更 为 困难 的 定理 , 可 以 怎样 直接 得 到 这 个 
定理 . 假设 4 < 上 < B, 并 考虑 满足 下 述 诸 条 件 的 y 值 组 成 的 类 : (i) a < y <5b 以 及 (和 
了 (y) < &, 此 类 有 一 个 上 界 四 且 显 然 (nm) < &. 如 果 五 (m) 小 于 &, 我 们 就 能 求 得 y 的 一 个 值 ， 
使 得 y > 7 以 及 下 (y) < &, 所 以 7 就 不 是 我 们 所 考虑 的 这 个 类 的 上 界 . 从 而 下 (m) = &. 这 样 
一 来 , 方程 FE(y) = 就 有 唯一 的 解 y = 7 = 4%(6), 最 后 一 步 是 我 们 的 定义 . 显然 7 随 着 一 
起 连续 地 递增 , 这 就 证 明了 定理 . 


第 5 章 杂 例 


1. 证 明 : 一 般 地 有 




















te b 
Azx"++ Br"-1++:..…++K 
其 中 a=a/4,B6=(bA-aB)/ 
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2， 确 定 a, 6 和 7, 使 得 


2 
++ 
其 中 7 是 当 z 很 大 时 的 一 阶 小 量 . 指出 任何 例外 的 情形 . 
3. 证明 : 如 果 P(x) 是 多 项 式 ax” 十 bz”! 十.… 十, 它 的 第 一 个 系数 a 是 正 的 , 那 
么 P(z 十 h) 一 P(z) 和 P(x 十 2h) 一 2P(z 十 h) 十 P(x) 从 zz 的 某 个 值 开始 往 后 都 是 递增 的 . 
4. 证 明 : 当 z 一 oo 时 
P(x+h)— P(x)~ nhar™”!, Plz 二 2 内 一 2P(z 十 内 十 Pz) ~ n(n— Dhar ™?. 
5. 证 明 





lim Vr (Vit+a— Vr) = $a. 

[利用 公式 Vz 十 a 一 Vx=a/ (Vx+a+t Vz).] 

6. 证 明 Vz 干 & 二 Vz 十 4az-3(1 十), 其 中 站 是 当 z 很 大 时 的 一 阶 小 量 . 

7. 求 a 和 6 的 值 , 使 得 当 x 一 co 时 Vaz? 十 2bz 十 c 一 ax 一 B 有 极限 0; 并 证 明 

limz (Vaz? + 3br +e QZ 0) = (ac DO) /2aVa. 

8. 计算 lim 2° (v X22 十 Vx4 十 1 一 V3). 

9. 证 明 : 当 w 一 Brn 时 有 secx 一 tanz 一 0. 

10. 证 明 : 当 >z 很 小 时 , %(z) = 1 一 cos(1 一 cosx) 是 四 阶 小 量 ; 并 求 当 z 一 0 时 V(x)/x 
的 极限 . 

11. 证 明 : 当 xz 很 小 时 , %(z) = zsin(sin x) 一 sin? x 是 六 阶 小 量 ; 并 求 当 zz 一 0 时 9(zx)/x5 
的 极限 . 

12. 从 一 个 圆 的 一 条 半径 OA 上 位 于 该 圆 外 部 的 一 点 P 作 圆 的 切线 PT, 与 圆 相 切 于 7， 
作 TN 与 O4 垂直. 证 明 : 当 PP 点 趋向 A 时 ,有 NA/AP 一 1. 

13， 在 圆 弧 的 中 点 以 及 端点 作 圆 的 切线 A 是 该 圆 弧 的 弦 与 经 过 弧 的 两 端点 的 切线 构 
成 的 三 角形 的 面积 ，A' 是 由 这 三 条 切线 构成 的 三 角形 的 面积 证明: 当 弧 的 长 度 趋向 零 时 ， 
有 A/A’ 一 4 

14， 对 什么 样 的 a 值 , 当 z 一 0 时 {fa+sin(l/z)}/z 趋向 (1)co, (2) 一 0o0? [如 果 a > 1， 
则 趋向 co, 如 果 a < 一 1, 则 趋向 -co: 其 他 情形 该 函数 振荡 . ] 

15. 如 果 当 x = p/g 时 有 %(z) = 1/g, 当 z 为 无 理 数 时 有 B(x) = 0, 那么 %(z) 对 z 的 所 
有 无 理 数值 是 连续 的 , 对 x 的 所 有 有 理 数值 是 间断 的 . 

16. 证 明 : 图 形 画 在 图 30 中 的 函数 可 以 用 下 面 公式 中 的 任意 一 个 表示 


2n 二 











1—z+[z| [lizx, 1—-7z— lim (cos”t! zx). 
no0 


17. 证 明 : 当 x = 0 时 取 值 为 0, 当 0 < x < 上 时 取 值 为 二 一 x, 当 x= 时 取 值 为 二， 
当 直 < wx<1 时 取 值 为 3 一 zx, 当 z=1 时 取 值 为 1 的 函数 9(x), 当 z 从 0 增加 到 1 时 取 0 
与 1 之 间 的 每 一 个 值 一 次 且 仅 仅 一 次 , 但 是 在 x = 0,x = 以 及 x = 1 是 间断 的 . 再 证 明 该 函 
数 可 以 用 以 下 公式 表示 . 

一 十 [2x] 一 二 — 22]. 

18. 设 当 x 是 有 理 数 时 有 %(z) = z, 当 z 是 无 理 数 时 有 %(z) = 1 一 zx. 证 明 : 当 z 从 0 
增加 到 1 时 , %(z) 取 0 与 1 之 间 的 每 个 值 一 次 且 仅仅 一 次 , 但 是 它 除了 x = 3 之 外 , 对 其 他 每 
个 z 值 都 是 间断 的 . 


166 ”第 5 音 一 个 连续 变量 的 函数 之 极限 , 连续 函数 和 不 连续 函数 


19. 证 明 : 在 (a,5) 中 每 个 点 都 增加 的 函数 在 (a,5) 中 是 增 函 数 . 

证 明 : 在 (a,5) 中 每 个 点 的 “右边 增加 ”的 函数 不 一 定 是 在 (a,5) 中 的 增 函 数 , 但 是 如 果 它 
还 是 连续 的 , 则 此 结论 正确 . (Math. Trip. 1926) 

[ 当 人 对 于 z 右边 的 某 个 区 间 中 所 有 点 xz' 都 有 %(z') > %(z) 且 (ij 对 于 z 左边 的 某 个 
区 间 中 所 有 点 z' 都 有 %(z') < 9(zx) 成 立时 , 我 们 就 说 “%(z) 在 z 是 增加 的 ” 当 只 有 (i) 给 出 
时 , 我 们 就 称 %(z) 是 “在 右边 增加 的 ” 

需要 证 明 : 如 果 a < zi < za < 5b, 则 有 9(x2) > 9(zx1). 我 们 将 (xz1,5) 中 的 点 上 分 成 两 个 
类 工 和 RR, 如 果 对 (zx1,&) 中 所 有 点 zx/ 都 有 %(z) > 9(z1), 那么 & 就 属于 工 , 而 在 相反 的 情 
形 , & 就 属于 R, 并 用 8 记 与 这 个 分 割 对 应 的 数 ， 如果 8 = 5 (也 就 是 如 果 RR 不 存在 ), 那 就 得 
出 了 结论 . 

如 果 6 <5 且 办 68) > 9(z1), 那么 根据 (i), 我 们 可 以 找到 6 右边 的 一 个 区 间 , 在 该 区 间 中 
有 9(z) > 8(B) > 9$(z1), 而 这 与 8 的 定义 矛盾 . 于 是 , 如 果 8 < b, 就 有 %(6) < p(x1). 到 目 
前 为 止 我 们 仅仅 用 到 了 (i). 

如 果 ( 记 ) 也 为 真 , 则 在 8 的 左边 存在 点 使 得 9(z) < 6$(8) < %(zi) 成 立 , 这 再 次 与 8 的 定 
义 矛 盾 . 故 正如 所 要 求 的 那样 有 6 = b. 如 果 仪 给 出 条 件 外), 但 %(z) 是 连续 的 , 则 可 以 得 出 同 
样 的 结论 ; 因为 那 时 对 6 左边 充分 接近 6 的 > 值 有 %(z) < 9(zx1). 

例子 a=0,6=2, 对 0<z<1l 有 f(x)=x, 对 1<x<2 有 f(x) =zx 一 1 表明, 结论 不 
能 单独 由 (i) 得 出 . ] 

20. 当 z 由 一 47 增加 到 3x 时, y = sinz 是 连续 的 , 且 在 严格 意义 下 从 一 1 递增 到 1. 证 
明 存在 一 个 函数 x = arcsiny, 当 yy 由 一 1 增加 到 1 时 , 它 是 y 的 连续 函数 , 并 且 是 增 函 数 . 

21. 证 明 : arctany 的 值 ? 对 y 所 有 的 值 都 是 连续 的 , 且 当 y 取 遍 所 有 实数 值 时 , 它 由 一 7x 
递增 到 区 

22， 检 验方 程 








T+y+P(z,y)=0 

是 否定 义 唯一 一 个 在 x 二 0 取 值 为 0 且 在 x = 0 的 邻 域内 连续 的 函数 , 其 中 P(z, 刀 ) 是 一 个 不 
包含 次 数 小 于 2 的 项 的 多 项 式 . (Math. Trip. 1936) 

23. 按照 第 109~110 节 的 思路 讨论 诸 方 程 

Ee 

在 x = 0,y =0 的 邻 域内 的 解 . 

24. 如 果 az? 十 2bxy 十 cy 十 2dz 十 2ey = 二 0 且 A = 2bde 一 ae? 一 cq?, 那么 y 的 一 个 值 
由 y= az 十 bz? 十 yz 十 O(z4) 给 出 , 其 中 

a=—d/e, B= A/2e, y= (cd— be)A/2e. 
[如 果 y 一 ax = n, 那么 , 就 有 
—2en = ax’ + 2bz(n + ar) + cn 十 az) = 4z2 +2Brn + Cm’, 




















这 里 最 后 一 步 是 我 们 的 定义 . 显然, ” 是 二 阶 小 量 , zm 是 三 阶 小 量 , m9? 是 四 阶 小 量 ; 且 一 2en = 
Az? 一 (AB/e)x”, 误差 项 是 四 阶 小 量 . ] 
@ 这 个 定义 指 的 是 现代 中 国 数学 教科 书 中 所 定义 的 反正 切 的 主 值 这 个 单 值 函 数 . 注意 : 国外 数学 教材 中 反正 切 的 


主 值 的 定义 范围 与 中 国 数学 教材 中 的 定义 范围 有 时 可 能 不 同 , 但 在 著名 数学 网 站 mathworld.wolfram.com 中 
反正 切 的 主 值 范 围 与 中 国教 材 一 致 , 都 取 为 (一 地, 直 7T). 一 一 译 者 注 
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25. 如 果 z = ay 十 by? +cya, 那么 vy 的 一 个 值 由 
y= oar Br 十 723 + Ox) 


给 出 , 其 中 a = 1/a,B = 一 b/a3,y = (25? 一 ac)/a5. 
26， 如 果 xz = ay 十 by”, 这 里 n 是 大 于 1 的 整数 , 那么 y 的 一 个 值 由 


39=2) 








y=ar+pBr" +yr" +O( 


给 出 , 其 中 a = 1/a, 8 = 一 /anTly 一 mbD2/a2n+1. 

27. 证 明 : 方程 zy = sin zx 的 最 小 正 根 是 y 在 整个 区 间 (0, 1) 上 的 连续 函数 , 且 当 y 从 0 
增加 到 1 时 , 该 函数 从 zt 递减 到 0. [该 函数 是 (sin z)/z 的 反 函 数 , 利用 第 110 节 . ] 

28. zy = tanx 的 最 小 正 根 是 y 在 整个 区 间 (1, oo) 上 的 连续 函数 , 且 当 vy 从 1 增加 到 co 
时 , 该 函数 从 0 递增 到 jz. 

29. 一 个 函数 %(z) 说 成 是 在 x 为 上 半 连 续 的 (upper semi-continuous), 如 果 对 每 个 正 数 6 
以 及 包围 x 的 一 个 区 间 ( 它 依赖 于 x 和 6) 中 所 有 的 x 都 有 

gz ) < Pz) + 6. 
证 明 : 一 个 在 (a,b) 上 所 有 点 都 是 上 半 连 续 的 函数 有 上 界 , 此 上 界 可 以 在 (a,b) 中 取 到 . 
(Math. Trip. 1924) 

[为 证 明 上 界 M 的 存在 性 , 在 第 103 节 的 定理 1 的 证 明 中 用 “有 上 界 的 ”来 代替 “有 界 的 ” 
为 了 证 明 %(z) 能 取 到 值 M, 在 第 105 节 的 论证 中 作 相 应 的 改变 . 我 们 发 现 , 在 接近 6 处 , $(x) 
取 到 任意 接近 M 的 值 , 然而 , 如 果 $(8) < M 且 9 充分 小 , 这 将 与 不 等 式 W(z) < %(8) 十 5 产 
生 矛 盾 . 

类 似 地 , 我 们 可 以 用 不 等 式 





p(T') > %z) 一 5 
来 定义 下 半 连 续 性 (lower semi-continuity)， 下 半 连 续 函 数 有 一 个 可 以 取 到 的 下 界 . 既是 上 半 
连续 、 又 是 下 半 连 续 的 函数 是 连续 函数 . ] 
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111. 导数 或 者 微分 系数 


我 们 转向 研究 与 曲线 的 概念 自然 相关 的 性 质 . 如 同 在 第 5 章 里 看 到 的 , 第 一 
个 也 是 最 明显 的 性 质 是 赋予 曲线 连通 的 外 表 的 性 质 以 及 关于 连续 函数 的 定义 中 所 
昼 含 的 那些 性 质 . 

像 直线 、 圆 以 及 圆锥 曲线 这 样 在 初等 几何 中 出 现 的 通常 的 曲线 要 比 单独 由 连 
续 性 所 缠 含 的 性 质 有 和 远 远 多 得 多 的 “规律 性 ”特别 地 , 它们 在 每 一 点 有 一 个 确定 
的 方向 ; 在 曲线 的 每 一 点 有 一 条 切线 (tangent). 在 初等 几何 中 , 曲线 在 点 P 的 切 
线 定义 为 “ 当 Q 移动 趋向 与 P 重合 时 , 弦 PQ 的 极限 位 置 ” 让 我 们 来 考虑 在 这 
样 一 个 极限 位 置 的 存在 性 的 假设 中 缠 含 着 什么 . 

在 图 34 中 , P 是 曲线 y = 9 (xz) 上 一 个 固定 的 点 , 而 Q 是 一 个 变动 的 点 ; 
PM,QN 与 OY 平行 , PR 与 OX 平行 . 我 们 用 zx,y 来 记忆 的 华 标 ,用 zx 十 h,y 十 
来 记 @ 的 坐标 : h 是 正 的 还 是 负 的 , 要 根据 N 在 M 的 右边 还 是 左边 而 定 . 





图 34 


我 们 已 经 假设 曲线 在 P 点 有 一 条 切线 , 或 者 说 弦 PQ 有 一 个 确定 的 “极限 位 
置 ”假设 在 P 点 的 切线 PT 与 OX 的 交角 为 多 那么 , 说 “PT 是 PQ 的 极限 位 
置 ”等 价 于 说 “ 当 @ 沿 着 曲线 无 论 从 哪 一 边 趋向 P 时 , 角 QPR 的 极限 都 是 w” 
我 们 现在 要 来 区 分 两 种 情形 : 一 种 一 般 情 形 和 一 种 例外 情形 . 
一 般 情形 就 是 在 其 中 % 不 等 于 3 所 以 PT 不 与 OY 平行 . 在 这 种 情形 ， 
RPQ 趋向 极限 w, 且 
RQ/PR = tan RPQ 


趋向 极限 tan%. 现在 有 


RO _ NO@-MP 9%z+ 站 一 gz) 
PR MN | h 3 
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所 以 
PT+h) — PY) 
h 





lim = tanw. (1) 


读者 应 该 仔细 地 注意 : 在 所 有 这 些 方程 中 , 所 有 的 长 度 都 被 看 成 受到 本 身 符 
号 的 影响 , 比方 说 , 当 8 在 己 的 左边 时 , RQ 是 负 的 ; 而 收敛 于 极限 不 受 h 符号 
的 影响 . 

于 是 , 假设 “%(z) 的 图 形 所 对 应 的 曲线 在 已 有 不 与 x 轴 垂 直 的 切线 ”就 草 含 
“ 当 hh 趋向 零 时 , {g(z 十 各 一 办 2)}/ 太 趋向 一 个 极限 ” 

当然 , 这 蕴含 了 : 当 h 仅 取 正 值 趋向 零 时 ， 

{0(z Fh)— Gr)}/h, {pz—h)— pr)}/(-A) 


两 者 都 趋向 极限 , 且 这 两 个 极限 相等 . 如 果 这 些 极限 存在 但 不 相等 , 那么 该 曲线 在 所 考虑 的 特殊 
的 点 处 有 一 个 角度 , 如 图 35 所 示 . 

现在 让 我 们 假设 曲线 ( 像 贺 和 椭圆 那样 ) 在 它 的 每 一 点 处 都 有 切线 , 或 者 , 至 
少 在 曲线 上 与 z 的 某 个 变化 范围 相对 应 的 长 度 的 每 个 部 分 丝 是 如 此 . 进一步 假设 
这 一 切线 永远 不 与 x 轴 垂 直 ; 当 曲 线 是 一 个 圆 时 , 这 就 将 我 们 限制 在 一 个 小 于 半 
圆周 的 弧 上 . 此 时 , (1) 对 于 落 在 这 个 范围 内 的 所 有 z 值 都 为 真 . 对 每 个 这 样 的 x 
值 都 有 一 个 tan vy 的 值 与 之 对 应 ; tany 是 z 的 函数 , 在 所 考虑 的 取 值 范围 内 它 对 
所 有 的 z 值 都 有 定义 . 我 们 将 把 此 函数 称 为 %z) 的 导数 (derivative), 记 为 


P (7). 


9(X) 的 导数 的 另 一 个 名 字 是 9(x) 的 微分 系数 (differential coefficient); 从 9(x) 
计算 办 (z) 的 运算 通常 称 为 微分 法 (differentiation). 这 个 术语 是 由 于 历史 的 原因 
而 确立 起 来 的 , 见 第 116 节 

在 进一步 考虑 上 面 提 到 的 % = jn 这 一 特殊 情形 之 前 , 我 们 要 用 某 些 一 般 性 
的 注解 以 及 特殊 的 例子 来 对 定义 加 以 说 明 . 





112. 某 些 一 般 性 的 注解 


个 区 间 的 每 个 点 都 连续 . 因为 显然 , 除非 lim V(x 十 h) = 9 (7z), 否则 {9( 
$9 (z)}/h 不 可 能 趋向 一 个 极限 , 而 这 正 是 连续 性 所 表述 的 性 质 . 

(2) 自然 要 问 : 其 逆 是 否 成 立 ? 也 即 : 是 否 每 条 连续 的 曲线 在 每 一 点 都 有 确 
定 的 切线 ? 是 否 每 一 个 函数 在 使 得 它 为 连续 的 每 一 个 x 值 都 有 微分 系数 "? 回答 


Q 我 们 不 考虑 曲线 有 与 OX 垂直 的 切线 这 一 例外 的 情形 (对 此 情形 我 们 仍 需 要 作 检 查 ), 除了 这 种 可 能 性 之 外 ， 
问题 的 两 种 形式 是 等 价 的 . 
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是 否定 的 : 只 需要 考虑 由 相交 形成 一 个 角度 的 两 条 直线 就 够 了 (图 35).， 读 
者 立即 可 以 看 出 , 在 这 种 情形 当 h 取 正 的 值 趋向 零 时 {9 (zx 十 h) 一 $(z)}/h 有 极 
限 tan 6, 而 当 h 取 负 的 值 趋 向 零 时 {9 (zx 十 h) 一 9 (7z)} /h 有 极限 tan a 

当然 , 这 种 情形 可 以 合理 地 说 成 曲线 在 一 个 点 有 两 个 方向 . 但 a 
是 下 面 的 例子 (尽管 它 更 困难 一 些 ) 表明 , 有 这 样 的 情形 存在 : 一 全 
条 连续 曲线 在 它 的 一 个 点 处 不 能 说 有 一 个 方向 或 者 是 有 几 个 方向 . Re i 
画 出 函数 zsin (1/z) 的 图 (第 44 页 图 14). 该 函数 在 x = 0 没有 Ee 
定义 , 所 以 在 z = 0 为 间断 . 另 一 方面 , 由 方程 0 X 





$(7)= xsin(l/x) (x #0), gz)=0 (x=0) 
定义 的 函数 在 z = 0 是 连续 的 ( 例 XXXVII 第 (14)(15) 题 ), 且 这 个 函数 的 图 形 是 一 条 连续 曲 
线 . 
但 是 %(z) 在 x = 0 并 没有 导数 . 因为 根据 定义 , 导数 应 该 是 lim{9(h) 一 8(0)}/h, 也 就 是 
lim sin(1/h), 而 这 样 的 极限 不 存在 . 
已 经 有 人 指出 : 一 个 x 的 连续 函数 有 可 能 在 x 的 任意 一 个 值 都 没有 导数 , 但 是 此 结论 的 证 
明 要 困难 得 多 . 对 此 问题 感 兴趣 的 读者 可 以 参看 Bromwich 所 车 Infinite series 一 书 (第 1 版 ) 
第 490~491 页 , 或 者 参看 Hobson 所 著 Theory of functions of a real variable 一 书 (第 2 版 ) 
第 2 卷 第 411~412 页 . 
(3) 导数 或 者 微分 系数 的 概念 是 由 几何 问题 的 考虑 启发 我 们 产生 的 . 但 是 这 
个 概念 本 身 并 没有 任何 几何 的 内 涵 . 函数 $ (x) 的 导数 内 (z) 可 以 不 用 $ (7x) 的 任 
何 一 种 几何 表示 , 而 只 用 等 式 








来 加 以 定义 ; 对 于 z 的 任何 特殊 值 , $ (x) 有 没有 导数 根据 这 个 极限 存在 还 是 不 存 
在 来 确定 .曲线 的 几何 性 仅仅 是 数学 众多 部 分 中 的 一 个 分 支 , 在 这 个 分 支 中 导数 
的 思想 有 它 的 用 武之 地 . 

另外 一 个 重要 的 应 用 是 在 动力 学 中 . 假设 一 个 粒子 在 一 条 直线 上 以 这 样 一 种 方式 运动 : 在 
时 刻 t 它 离 直线 上 一 个 固定 点 的 距离 是 $ (t). 那么 根据 定义 “该 粒子 在 时 刻 七 时 的 速度 ”就 由 
h 一 0 时 的 极限 

p(t+h)— 9(t) 
h 

给 出 .“ 速 度 ” 这 个 概念 也 仅仅 是 函数 的 导数 这 一 概念 的 一 个 特例 . 

例 XXXIX 

(1) 如 果 $ (x) 是 一 个 常数 , 那么 8' (z) = 0. 用 几何 方法 解释 这 个 结果 . 

(2) 如 果 8 (zx) = az 十 b, 那么 W(x) = a. (i) 用 正式 的 定义 证 明 这 个 结论 , (ii) 用 几何 的 考 
虑 证 明 此 结论 

(3) 如 果 $ (x) = zm, 这 里 m 是 正 整数 , 那么 几 (z) = mz™ 1. 
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4 (z)= lim aa 三 党 





m(m— 1) 
1.2 
读者 应 该 注意 到 , 此 方法 不 可 能 应 用 到 z?/ 的 情形 中 去 , 其 中 p/g 是 一 个 有 理 分 数 , 这 是 
因为 (x +h)” 不 可 能 表示 成 六 的 有 限 寡 级 数 ， 以 后 (第 119 节 ) 我 们 要 证 明 这 个 例子 中 的 
结果 对 于 m 的 所 有 有 理 数 值 都 成 立 . 其 间 读者 还 将 发 现 , 当 mm 取 某 种 特殊 的 分 数值 (例如 3) 
时 , 用 某 种 特殊 的 方法 来 计算 $'(z), 也 将 是 很 有 教 益 的 . ] 
(4) 如 果 $ (x) = sin z, 那么 9'(z) = cosz; 如 果 8$ (x) = coszx, 则 有 9’ (z) = 一 sinx. 
[例如 , 如 果 $ (z) = sin z, 我 们 就 有 
CSB sma oos (e+ 5) | 





= lim {ma + 2 








当 h 一 0 时 它 的 极限 是 cos x, 这 是 因为 lim cos (x 十) = cosz (余弦 函数 是 连续 函数 ), 而 
lim { (sin Ah) /3h} = 1( 例 XXXVI 第 (13) 题 ). ] 

(5) 曲线 y 二 8 (zx) 的 切线 和 法 线 方程 ， 曲 线 在 点 (zo, yo) 的 切线 是 经 过 (zo,yo) 而 与 
OX 做 成 角 vw 的 直线 , 这 里 tan wy = W' (x0). 于 是 其 方程 为 

y— yo = (2— 20) 8 (ro); 
而 法 线 (在 切 点 处 与 切线 垂直 的 直线 ) 方程 为 
一 g) 少 (zo) 十 Z 一 zo 三 0 

我 们 已 经 假设 了 切线 不 与 y 轴 平 行 ， 而 在 这 一 特 丈 情形， 显然 其 切线 和 法 线 分 别 是 x = zo 
和 Y= yo. 

(6) 写 出 抛物 线 xz? = 4ay 在 任意 一 点 的 切线 以 及 法 线 方程 ， 证明: 如 果 zo = 2a/m， 
yo = Q/m?, 那么 它 在 (zo,yo) 处 的 切线 是 z = my 十 (a/m). 


113. 某 些 一 般 性 的 注解 ( 续 ) 


我 们 已 经 看 到 , 如 果 $ (zx) 在 z 的 一 个 值 是 不 连续 的 , 那么 它 在 那个 值 不 可 能 
有 导数 . 例如 像 1/z 或 者 sin (1/z) 这 样 的 函数 (它们 在 x = 0 都 没有 定义 , 所 以 
在 z= 0 必定 是 间断 的 .) 在 x = 0 不 可 能 有 导数 . 或 者 再 看 图 数 [z], 它 在 x 的 每 
个 整数 值 都 是 间断 的 , 从 而 它 在 任何 这 样 的 x 值 都 没有 导数 . 

例 由 于 [z] 在 x 的 每 两 个 整数 值 之 间 是 常数 , 它 的 导数 如 果 存 在 , 其 值 为 零 . 于 是 [x] 的 
导数 (我 们 可 以 用 四 ' 来 表示 它 ) 在 除了 整数 值 之 外 的 所 有 值 都 取 值 为 零 , 而 在 整数 值 没有 定 
义 . 有 趣 的 是 注意 函数 1 ~ 党 恰好 也 有 同样 的 性 质 . 





在 例 XXXVII 第 7 题 中 我 们 也 看 到 , 当 处 理 像 多 项 式 或 者 有 理 函 数 或 者 三 角 
函数 这 样 非 常 简单 的 函数 时 , 最 经 常 出 现 的 间断 类 型 是 与 


9$ (7) 一 十 co 


172 第 6 章 导数 和 积分 


或 者 $(z) 下 -co 这 种 类 型 的 关系 联系 在 一 起 的 .在 所 有 这 些 情形 , 如 同 在 上 而 
所 考虑 过 的 那些 情形 一 样 , 对 某 种 特殊 类 型 的 x 值 不 存在 导数 . 

于 是 , 一 个 函数 6 (z) 的 所 有 间断 点 也 都 是 它 的 导数 VW' (z) 的 间断 点 ， 但 是 
其 逆 不 真 , 正如 我 们 容易 看 出 的 , 如 果 回 到 第 111 乞 今 未 巴 
研究 的 4 (z) 的 图 有 一 条 与 OY 平行 的 切线 这 一 特殊 情形 . 这 一 情形 可 以 被 细 分 
成 几 种 情形 , 其 中 最 典型 的 情形 在 图 36 中 给 出 . 在 情形 (c) (d) 中 , 函数 在 P 
的 一 边 是 双 值 的 , 而 在 另 一 边 没有 定义 . 在 这 些 情形 , 我 们 可 以 将 5 (zx) 的 两 组 值 
(它们 出 现在 已 的 某 一 边 ) 定义 成 不 同 的 函数 办 (z) 和 92 (x), 该 曲线 的 上 面 那 部 


分 与 灿 (7) 对 应 . 


Y 
四 











图 36 
读者 很 容易 确信 , 在 (a) 中 当 h 一 0 时 有 
{9 (z+h) — (7)} /一 十 co， 





在 (b) 中 有 
{9 (+h — $0) /ho -00; 
在 (c) 中 有 
{91 (Tt p(n /Rt {pa (T+) — pb2(7)} /大 一 一 co， 
在 (d) 中 有 


{1 (Tt Pm/ 00, {92 (T+) — bl7)} /hh +, 


当然 , 尽管 在 (c) 中 只 能 考虑 h 的 正 的 值 , 而 在 (d) 中 只 能 考虑 h 的 负 的 值 , 但 根 
据 这 个 事实 本 身 就 能 排除 导数 的 存在 性 . 


r= (WF = (PEs (DyF==2 


所 定义 的 函数 , 可 以 得 到 这 四 种 情形 的 例子 , 其 中 所 考虑 的 z 的 特殊 值 是 x = 0. 
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114. 微分 法 的 某 些 一 般 法 则 

在 接 下 来 的 全 部 定理 中 , 我 们 假设 函数 f(x) 和 已 (z) 在 所 考虑 的 z 值 都 有 
导数 f(z) 和 F(x). 

(1) 如 果 $ (z) = f(z) 十 下 (x), 那么 9$(z) 有 导数 

9 (7)= f (7)+F (72). 
(2) 如 果 $ (z) = kf (zx), 那么 $ (zx) 有 导数 
¢ (7) = kf' (2). 

我 们 把 从 例 XXXV 第 (1) 题 中 一 般 性 的 定理 推导 出 这 些 结果 留 给 读者 作为 
练习 . 

(3) 如 果 %(z) = 站 四 已 (z), 那么 5 (z) 有 导数 

9 (x) = fr)F (x)+ fF (x)F (7). 








=f (0) F(z) +F (2) f(z). 














人 如果 g() = 05 是) 天 0, 那么 %(z) 有 导数 
四- 
央 ， / 
0 
(5) 如 果 6(0) = 下 且 (0) 六 0, 那么 (2) 有 导数 
y 0) OPO -TWP (©) 


这 立即 由 (3) 和 (4) 得 出 . 
(6) 如 果 4(z) 二 {f(z)}, 那么 5(z) 有 导数 
(7) = F {f(x)} Ff (2). 
这 个 定理 的 证 明 需 要 一 点 关注 ® 


Q 在 许多 教科 书 (以 及 本 书 前 3 版 ) 中 , 这 一 定理 的 证 明 都 是 不 精确 的 . 请 见 再 . S. Carslaw 教授 在 Bulletin of 
the American Mathematical Society 第 XXIX 卷 中 所 作 的 注 记 . 
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我 们 记 f(z) =y,f (z+h)=y+k, 因此 当天 一 0 时 有 天 一 0, 且 
k/h > f (7). (1) 


现在 我 们 必须 区 分 两 种 情形 . 
(a) 假设 f(z) 入 0, 又 假设 h 很 小 , 但 不 等 于 零 . 那么 , 根据 (1) 有 有 和 0, 且 
h) 一 Fy+kR)—F(y)E 
$ (z+ $27) __ Fly+ 0 ts 
(b) 假设 (x) = 0, 又 假设 h 很 小 , 但 不 等 于 零 . 现在 有 两 种 可 能 性 . 如 果 
k= 二 0,” 那 么 





(THh) DL) 
h 





= 0. 
如 果 去 0, 那么 
gz 十 月 一 g(z) y+ 一 DR 
h k h 
第 一 个 因子 接近 于 六 (yy), 而 由 于 k/h 一 0, 所 以 第 二 个 因子 很 小 . 因此 在 任何 情 
形 {1b(z 二 月 一 Co)} /hh 都 很 小 从 而 我 们 有 


PLHP(T) 
h 





;0=F (9) f(z). 


我 们 的 最 后 一 个 定理 需要 预先 作 一 些 说 明 . 假设 z=(y), 其 路 (y) 在 y 
的 值 的 某 个 区 间 中 是 连续 的 且 在 第 95 节 的 严格 意义 下 是 递增 (递减 ) 的 . 那么 我 
们 可 以 记 y = $(z), 其 中 9 是 yw 的“ 反 ” 隐 数 (第 110 节 )， 

(7) 如 果 y = 9 (x), 其 中 9 是 光 的 反 葡 数 , 所 以 z= 小 (y), 且 水 () 有 不 等 
于 零 的 导数 ww (y), 那么 %(z) 有 导数 





1 


9 we 
因为 , 如 果 $ (zx 十 h) = yy 十 k, 那么 当 有 一 0 时 就 有 一 0, 且 





h30 (z+h) -2 E30 Y+h) YY) ww (YW) 

115. 复 函 数 的 导数 

到 目前 为 止 , 我 们 都 假设 y = 9 (x) 是 z 的 实 函 数 . 如 果 y 是 复 函 数 %(z) 十 
w(x), 那么 我 们 可 以 将 y 的 导数 定义 为 9'(z) 十 iyw'(x). 读者 不 难看 出 : 当 f(x) 
是 复 函 数 时 , 上 面 的 定理 (1)~(5) 依然 成 立 . 定理 (6) 和 定理 (7) 对 复 函 数 也 有 类 
似 的 结论 , 不 过 这 些 结果 有 束 于 “一 个 复 变 量 的 函数 ”的 一 般 概念 , 目前 我 们 仅仅 
在 几 个 特殊 的 例子 中 遇 到 了 这 个 概念 . 
@ 那些 不 精确 的 证 明 中 的 错误 之 处 在 于 忽视 了 这 种 可 能 性 
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116. 微分 学 的 记号 


我 们 已 经 说 明了 ,导数 也 常 称 为 微分 系数 ， 这 里 经 常用 到 的 不 仅仅 是 一 个 不 
同 的 名 字 , 而 且 是 一 个 不 同 的 概念 ; 函数 y=%(z) 的 导数 也 常用 某 个 其 他 的 表达 式 


来 表示 . 

这 些 记号 中 最 后 一 个 是 最 常用 也 是 最 方便 的 . 不 过 读者 必须 仔细 记 住 , dy/dz 
并 不 表示 “ 某 个 数 dy 被 另 一 个 数 dz 除 ”: 它 的 含义 是 “ 某 个 运算 D; 或 者 d/dz 作 
用 到 y = g(x) 所 得 到 的 结果 ”, 该 运算 是 作 商 {0(z 十 有 一 9(X)}/h, 然后 令 h 一 0. 

当然 , 这 个 符号 初 看 起 来 是 如 此 特殊 , 因而 如 果 没 有 理由 是 不 会 被 采纳 的 . 采纳 它 的 理由 如 
下 . 分 式 {9 (zx 十 及 ) 一 8 (7z)}/h 的 分 母 h 是 自 变 量 xz 的 值 xz 十 疡 与 z 的 差 ; 类 似 地 , 分子 是 因 
变量 y 的 对 应 值 8 (x 十 h) 与 $ (7x) 的 差 . 这 些 差 可 以 分 别称 为 x 与 y 的 增 量 (increment), 并 
用 5x 和 8y 来 表示 它们 . 那么 该 分 式 就 是 5y/5x, 对 于 许多 目的 来 说 , 把 这 个 分 式 的 极限 (此 
极限 与 8' (z) 是 同一 个 东西 ) 记 成 dy/dzx 是 很 方便 的 . 但 是 这 个 记号 目前 必须 被 看 成 是 纯粹 象 
征 意义 的 . 其 中 出 现 的 dy 和 dz 不 能 被 分 开 来 , 它们 自己 本 身 并 没有 任何 意义 . 特别 地 , dy 和 
dz 并 不 表示 lim 5y 和 lim 5x, 这 两 个 极限 都 是 零 . 读者 需要 逐渐 熟悉 这 个 符号 , 不 过 当 你 对 此 
符号 感到 困惑 时 , 你 可 以 将 微分 系数 写成 Day 的 形式 , 或 者 像 我 们 在 本 章 上 面 几 节 中 所 做 的 那 
样 , 用 符号 $5 (x) ,4 (z) 以 避免 这 一 困难 . 

然而 , 在 第 7 章 中 我 们 要 指出 有 可 能 怎样 来 定义 符号 dz 和 dy, 使 得 它们 具有 独立 的 意义 ， 
而 且 实际 上 使 得 导数 dy/dz 就 是 它们 的 商 . 

自然 , 第 114 节 中 的 诸 定理 都 可 以 立即 用 这 种 符号 的 语言 加 以 翻译 . 它们 可 

















dy dy: dy 
(1) 如 果 y 二 i 十 Yo， 那 9 a 2 
dy dy 
2) 斥 二 ky1, 那么 一 二 上 一 一 : 
(2) 如 果 vy == ky1, 那 37 a 
dy dy2 dyi 
和 
1 dy 1 dyi 
4) 女 ee 人 
(4) 如 果 y 各 二 a 
yY1 dy dy dy2 
5) 斥 二 一 那么 
(5) 如 采 态 a (wo 时 ) / 史 
(6) 如 果 y 是 x 的 函数 , 而 z 是 yy 的 函数 , 那么 
dz dzdy 
dz dydzx’ 


(7) 


/fd 
dz dy/ 
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例 XL 
(1) 如 果 y = yiy2ys, 那么 
dy _ dy1 dy2 dy3. 
= Y2Yy3 了 六 天 Y3Yy1 gz 十 Yiy2 qz; 
如 果 gy = yy2 … yn, 那么 
dy dyr 


2 Yr-1Yyr+1l*** Yn gz 


dr 
特别 地 , 如 果 y = z”, 那么 dy/dz = nz”-! (dz/dzx); 如 果 y = xz”, 那么 dy/dz = nz”!; 正 
如 在 例 XXXIX 第 (3) 题 中 用 其 他 方法 所 证 明 的 那样 . 

(2) 如 果 y = yiy2 … yn, 那么 








ldy _ 1 dg | 1 dy 1 dyn 
ydzr dr vy dz yn dz 
1dy _ nds 


特别 地 , 如 果 y = z”, 那么 
117. 标准 形式 


我 们 现在 要 更 加 系统 地 来 研究 几 种 最 简单 类 型 的 函数 的 导数 形式 . 
A. 多项式 . 如 果 bg(z) = aoz 十 aiz" 十 … 十 an 那么 


Vdz zdz. 





由 (zz) = maoz2n t+ no 1)ar 十 十 an 1 


有 时 候 , 利用 一 个 关于 z 的 n 次 多 项 式 的 标准 形式 [所 谓 的 二 项 形式 (binomial 


form)], 即 
Nn nN n—1 nN n—2 
Q07 十 1 QT 站 9 QoT 十 … :十 Qn 


是 更 加 方便 的 . 在 这 种 情形 有 

$ (x) =n {er + ( ) al2Zn-2 十 人 上 aaZn 3 十.… :十 | . 
4(z) 的 二 项 形式 常用 符号 写成 下 列 形式 

(ao ai san © x,1)"; 
此 时 就 有 
a se 
以 后 我 们 将 会 看 到 , $ (x) 总 可 以 表示 成 ”个 因子 的 乘积 的 形式 
gz)=aoZ 一 oa 一 aa (一 an)， 
其 中 诸 a 是 它 的 实 根 或 者 复 根 . 那么 
$ (2) =ao> (7 — 02) (2 — Qs) (7 — an), 
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该 符号 表示 , 我 们 要 作出 所 有 可 能 的 n 一 1 个 因子 的 乘积 , 并 将 它们 相 加 在 一 起 . 
此 结论 的 这 种 形式 甚至 对 于 其 中 有 若干 个 a; 为 相等 的 情形 也 依然 成 立 ; 不 过 当 
然 , 此 时 其 中 右边 会 有 若干 项 是 重复 出 现 的 . 读者 不 难 验证 : 如 果 
$7)=a0(T— 0) (人 2 一 aa) (一 oo) ， 

那么 

Wb’ (xX) = ao >， Mm (za) (一 oo) (ro). 
例 XLI 
1) 证 明 : 如 果 $ (x) 是 一 个 多 项 式 , 那么 内 (z) 就 是 9 (2z 十 h) 按照 六 的 寡 的 展开 式 中 天 
的 系数 . 
2) 如 果 9 (zx) 可 以 被 (z 一 a)? 整除 , 那么 V8’ (z) 可 以 被 x 一 a 整除 . 一 般 说 来 , 如 果 9$ (z) 
可 以 被 (z 一 Qa)” 整除 , 那么 9 (z) 可 以 被 (x 一 a)”! 整除 . 
3) 反 过 来 , 如 果 $ (x) 和 9' (x) 两 者 都 能 被 x 一 a 整除 , 那么 8 (z) 可 以 被 (x 一 a)? 整除 ; 
又 如 果 $ (x) 能 被 x 一 a 整除 , 9' (z) 能 被 (z 一 a)” 整除 , 那么 9 (zx) 可 以 被 (z 一 Qa)” 整除 . 
4) 指出 如 何 尽 可 能 完全 地 用 初等 代数 运算 确定 出 已 (z) = 0 的 重 根 以 及 重 根 的 阶 , 其 中 
P(x) 是 一 个 多 项 式 . 
如 果 Hi 是 PP 和 P' 的 最 高 公 因 子 , H2 是 Hi 和 P” 的 最 高 公 因 子 , Hs 是 有 和 PP” 的 
最 高 公 因 子 , 如 此 等 等 , 那么 HiH3/H2 = 0 的 根 就 是 P = 0 的 二 重 根 , 万 2H4/H3 = 0 的 根 就 
是 P = 0 的 三 重 根 , 如 此 等 等 . 但 是 有 可 能 无 法 求解 Hi Hs/H2 = 0, HaHs/H3 = 0,…. 例 
如 , 如 果 PP(z) = (z 一 1)? (x5 一 z 一 7)” ,那么 HiH3/H3=z5 一 x-7, 而 HaHa/H3=zx-1; 
我 们 无 法 求解 第 一 个 方程 . ] 











(5) 求 
r+3r 3 37 16=0, x +27x — 8 -14z3 二 1lz2 二 28z 十 12 = 0， 
所 有 的 根 及 其 重 根 的 阶 . 


(6) 如 果 az2? + 2bzx + c 有 一 个 二 重 根 , 也 即 它 有 a (zx 一 a)? 的 形式 , 那么 2(az 十 虽 必定 
可 以 被 z 一 a 整除 , 所 以 有 a = 一 b/a. z 的 这 个 值 必定 满足 az? + 20z + c = 0. 验证 这 样 得 到 
的 条 件 就 是 uc 一 刀 = 0. 
7) 方程 1/ (zx 一 Q) 十 1/ (z 一 b) 十 1/ (zx 一 0c) ==0 仪 当 a=b=c 时 有 一 对 相等 的 根 . 
(Math. Trip. 1905) 


8) 证 明 : 到 
az 十 3bx 十 3cz 十 wd=0 
当 G2 十 4 万 3 = 0 时 有 一 个 二 重 根 , 其 中 HH = ac 一 5, G = a2d 一 3abc 十 203. 








令 az 十 b 二 vy, 此 时 方程 化 简 为 由 二 3Fy 二 G = 0. 它 必 定 与 方程 好 十 瑟 = 0 有 一 个 公 
共 根 . ] 





9) 读者 可 以 验证 , 如 果 a, 6, ,5 是 


az4 十 40z3 十 6cz2 十 4dz +e=0 
的 根 , 那么 以 





二 a {(a — BP)(y—6)— (ya) (6-5)} 
以 及 两 个 类 似 的 表达 式 (将 a, 8, 作 循 环 排列 即 可 得 到 ) 作为 其 根 的 方程 是 
4y? — g2y — g3 = 0, 
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其 中 
92 二 ae 一 4bd 十 3c2， 93 一 ace 十 2bcda 一 ad2 — el? 一 c3. 


显然 , 如 果 a, 68,7,5 中 有 两 个 是 相等 的 , 那么 这 个 三 次 方程 的 根 中 将 会 有 两 个 根 是 相等 的 . 利 
用 第 (8) 题 的 结果 , 我 们 得 出 g2 一 2793 = 0. 

(10) 关于 多 项 式 的 Rolle 定理 . 如 果 8 (x) 是 任意 一 个 多 项 式 , 那么 在 $ (x) = 0 的 任意 
一 对 根 之 间 必 有 内 (z) = 0 的 一 个 根 . 

这 个 定理 的 证 明 要 利用 后 面 将 要 给 出 的 更 加 一 般 的 函数 . 下 面 是 仅仅 对 多 项 式 适用 的 一 个 
代数 的 证 明 . 我 们 假设 a, 8 是 它 的 两 个 相 邻 的 根 , 其 重 根 的 阶 分 别 是 m 和 n, 所 以 有 





$(7)= (7— a)™ (zr—B)" 0(z)， 
其 中 0(z) 是 一 个 在 a < xz < 8 中 有 相同 符号 (比方 说 恒 取 正 值 ) 的 多 项 式 . 那么 就 有 


tim(e -B+n(e— loo)) 
eg 


其 中 最 后 一 步 是 我 们 的 定义 . 现在 有 (a) =m(a 一 B)9(a) 以 及 FF(B)=n(B 一 Qa)9(B), 它 
们 有 相反 的 符号 . 于 是 F(x) (从 而 8' (x)) 在 z 的 介 于 ac 和 8 之 间 的 某 个 值 处 取 值 为 零 . 


118. B. 有 理 函 数 
如 果 





其 中 已 和 Q 是 多 项 式 , 由 第 114 节 的 (5) 立即 得 出 


Rs) POL) -PG) 
{Q (2) 
此 公式 使 得 我 们 可 以 给 出 任何 有 理 函 数 的 导数 . 不过, 我 们 所 得 到 的 公式 的 形式 
不 一 定 就 是 最 简单 的 . 如 果 Q (x) 和 Q' (z) 没有 公 因 子 , 也 就 是 如 果 Q (x) 没有 
重 因 子 , 那么 该 公式 就 是 最 简单 的 . 但 是 如 果 Q@ (x) 有 重 因 子 , 那么 我 们 对 R(x) 
得 到 的 表达 式 就 可 以 作 进 一 步 的 化 简 . 
在 对 有 理 函 数 求 导 时 , 应 用 部 分 分 式 的 方法 常常 非常 方便 . 如 同 在 第 117 节 
中 那样 , 我 们 将 假设 8 (z) 表示 成 形式 











2 My 


ao(Z 一 ai (To 02) (一 av) 


119. C. 代数 函数 ”179 


那么 , 在 代数 学 的 专著 "中 证 明了 : R(xz) 可 以 表示 成 形式 




















H(z) 1 A1,2 于 ma 
TQ (zr—ai) (2 — oa1) 
421 4,» 42m 
| 人 a 
其 中 五 (x) 是 一 个 多 项 式 ; 也 就 是 表示 成 一 个 多 项 式 和 若干 个 形 如 
4 
(z— a)” 


的 项 之 和 , 其 中 a 是 Q(z) = 0 的 一 个 根 . 我 们 已 经 知道 如 何 来 求 多 项 式 的 导数 ， 
由 此 根据 第 114 节 中 的 定理 (4) (或 者 , 如 果 a 是 复数 , 则 根据 在 第 115 节 中 指出 
的 推广 的 结果 ) 立即 得 出 : 上 面 最 后 所 写 的 那个 有 理 函 数 的 导数 是 








pA(z—a)” p4 
(x — oa) (CC 一 oa 
现在 我 们 可 以 将 一 般 的 有 理 函 数 R(x) 的 导数 写成 形式 
Ai1 241 2 二 421 242? 


I (x) 





(二 的) 


另外 我 们 还 证 明了 : 对 m 的 所 有 正 的 或 者 负 的 整数 值 (除去 m 是 负数 , 且 z = 0 
的 情形 外 ), x” 的 导数 是 mmzm-1. 
当 需 要 对 一 个 有 理 函 数 多 次 求 导 时 , 本 节 所 阐述 的 方法 特别 有 用 ( 见 例 XLV). 
例 XLII 
(1) 证 明 


(0 





d 六 1— x? d /1—x? 4z 
dz 1 二 +x2 (1 十 z2)2 7 dz 工 十 22 es (十 z2)2- 


d az2 十 207 十 c ) oT+D (Br+O)- (Cr+to)(Art DB) 
dr \ Ar? +2Bzr+OC (4z2 +2Bz + C0) 


(2) 证 明 





(3) 如 果 Q@ 有 一 个 因子 (z - ojm, 那么 R' 的 分 母 ( 当 R' 化 为 最 简 分 式 后 ) 可 以 被 
(z 一 a)"™t! 整除 , 但 不 能 被 = 一 a 的 更 高 次 寡 整 除 . 

(4) 无 论 在 哪 一 种 情形 , 尽 ' 的 分 母 都 不 可 能 有 单 (simple) 因子 x 一 a. 于 是 , 分 母 含 有 单 
因子 的 有 理 函 数 不 可 能 是 有 理 函 数 的 导数 . 例如 , 1/z 不 是 有 理 函数 的 导数 . 
119. C.， 代数 函数 

上 一 节 的 结果 与 第 114 节 中 的 定理 (6) 合 在 一 起 , 使 我 们 能 求 出 任何 显 式 代 
数 函 数 的 导数 . 


@ 例如 , 见 Chrystal 所 著 Algebra 一 书 第 2 版 第 工 卷 , 第 151 页 以 及 其 后 诸 页 . 
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这 样 的 函数 中 最 重要 的 是 z”, 其 中 m 是 有 理 数 . 我 们 已 经 在 第 118 节 看 到 ， 
当 m 是 正 的 或 者 负 的 整数 时 , 这 个 函数 的 导数 是 mz?-:. 现在 要 来 证 明 : 这 个 结 
论 对 于 m 的 所 有 有 理 数值 也 都 成 立 (只 要 x 关 0). 假设 y =z" = zx?/4, 其 中 p 
和 9 都 是 整数 , 上 且 9 是 正 的 ; 又 令 z = x14, 所 以 有 7z = 2 以 及 y= 22. 那么 


dy /dy dry _p De 二 
dz ( 呈 ) / (对 ) a 2 


此 结果 也 可 以 作为 例 XXXVI 第 (3) 题 的 一 个 推论 得 出 . 因为 , 如 果 $(x) = 
2m, 我 们 就 有 











峭 (z) = lim Te a tim — ee 
显然 , 对 m 的 所 有 有 理 数值 有 更 一 般 的 公式 
d m m—1 
dz (oT +0) = ma (az + 2b) 


成 立 . 

隐 函 数 (implicit algebraical function) 的 求 导 涉及 某 些 理论 上 的 困难 , 我 们 将 
在 第 7 章 再 次 回 到 这 个 问题 . 但 是 在 这 种 函数 的 导数 的 实际 计算 中 并 不 存在 实际 
的 困难 : 所 要 采用 的 方法 只 要 用 一 个 例子 来 加 以 说 明 就 足够 了 . 假设 y 由 方程 

zZ3 十 归 一 3azy =0 


给 定 . 关于 z 求 导 , 我 们 得 到 














dz dz 
所 以 
dy 22—ay 
dz 2 一 az 
例 XLIII 
(D 求 
1+Zz QZ 十 b azZ2 十 207 十 ec 元 
a a VY Axz?+2Bzr+C (az + 0)" (cr + dd) 
的 导数 . 
(2) 证 明 








d ( z | a? d ( z ) 2 
dz \Vaz 十 Z2/ (aa 十 xz2) 和 dz 和 \V 呈 一 矶 = a 
(3) 求 以 下 情形 y 的 微分 系数 . 


() ar? +2hry+by 十 2gz 十 21y 二 ce=0， (r+ 5ary =0. 


120. D， 超越 函数 


120. D.， 超越 函数 
我 们 已 经 证 明了 ( 例 XXXIX 第 (4) 题 ) 


Drsinz = cosr, DaucosZzZ = 一 Sin2. 


利用 第 114 节 的 定理 (4) 和 (5), 读者 容易 验证 





























Dutanz 一 sec2C， Docotz 一 一 csc27， 
DisecrT=tanzrzsecr, DarcscZ 三 一 cotZ csc2Z. 
利用 定理 (7) 我 们 可 以 求 出 反 三 角 函数 的 导数 . 请 读者 验证 下 面 的 公式 : 
D i l 万 这 
zarcsinx 三 工 zarCCcogs 了 三 干 
V1 一 22 V1l—x? 
1 1 
Ds: arctan 2 = 1 D:; arccot2Z = 三 一 IT 
D . D 干 
zarcsecx 一 土 5 “arccsc2Z 一 二 
vr 一 1 ZV2Z2 一 1 


181 


在 反正 弦 以 及 反正 割 的 情形 ， 其 中 不 确定 的 正 负 号 与 cos (arcsin x) 的 符号 相同 ， 


在 反 余弦 以 及 反 余 钊 的 情形 , 其 中 不 确定 的 正 负 号 与 sin (arccos x) 的 符号 相同 . 


更 一 般 的 公式 


1 
Dz; arcsin (x/a) = 土 pt Dr arctan (7/a) = py 2 








也 是 相当 重要 的 . 这 些 公式 可 以 很 容易 地 从 第 114 节 的 定理 (6) 和 . 人 
在 第 一 个 结论 中 , 不 确定 的 符号 与 acos {arcsin (zx/a)} 的 符号 相同 , 这 是 因为 , 根 


据 a 是 正 的 还 是 负 的 我 们 有 
avV1— (xz2/a2) = +tVa?— x2. 


最 后 , 利用 第 114 节 定 理 (6), 我 们 可 以 对 既 包含 代数 函数 类 、 又 包含 三 
数 类 的 复合 函数 求 导 , 请 在 以 下 诸 例 中 写 出 任何 这 种 函数 的 导数 . 

例 XLIV ” 

(1) 求 下 列 函 数 的 导数 








mm 全 m™m » Fy 四 。 
cos™ 7z, Sin“ Zz, cosgsZ “SinZz“， cos (sinz)， sin (cosZz)， 





Cos2 Sin 2 
Va?2cos2 z+ bsin? zx 


Zarcsinz 十 V1 一 Zz2， (1l+zx)arctan Vr — Vx. 


Va? cos? x + b?2 sin? %， 




















外 在 这 些 例子 中 , m 是 有 理 数 , a,5,.…… ,a, 8B,…… 的 取 值 使 得 函数 取 实数 值 . 其 中 不 确定 的 符号 有 时 予以 省 略 . 
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(2) 求 下 列 函 数 的 导数 


2\ 各 9 COS 7 Q 十 bcos2 
arcsin (1 8 ) ， tanarcsin x,arctan 





1 十 sinz” b+acosz 
(Math. Trip. 1926, 1929, 1930) 
(3) 求 导数 并 对 结果 的 简单 性 予以 解释 





Q 十 2 
arcsinZ 十 arccosZ， arctan2 十 arccotZ， arctan ( ) 


























1—azx 
(4) 求 导数 
arctan vn ! arcsin ct 
QC 一 02 Vac 二 82” V—a 02—ac 
(5) 证 明 : 函数 
Se -8 nlVC- 人 DG- 
arcsin ， 2arctan ， arcsin 
Q 一 有 Q 一 和 aw 一 
中 的 每 一 个 都 有 导数 1 
(a 一 zz 一 DO) 
(6) 证 明 
d cos30 3 
3 (ae NE 9] = Us 30 (Math. Trip. 1904) 
(7) 证 明 








Ee a ! 
VC (Ac—aC) dz c(4z2 十 C) (4z2 十 C) Vazz 十 c 


eh arccos QOS 2 arctan Cy, tan 2 
a2 — b2 a+bcosr/” Val— ob a++b 2 


中 的 每 一 个 都 有 导数 1/ (a + bcos z). 
(9) 如 果 X =a+bcosz+csinz, 且 








一 i 0 i 0 + + 
二 XV TE 


那么 dy/dz = 1/X. 
(10) 证 明 : 所 [f {9 (x)}H 的 导数 是 
FP [fF {oO (2)H fF {8(2)} 9 (7)， 
并 将 此 结果 推广 到 更 加 复杂 的 情形 . 
(11) 如 果 ww 和 w 是 x 的 函数 , 那么 


VD 一 小 Da 
42 十 V2 





他 
Du arctan — = 
亿 
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(12) y = (tanz 十 secz)” 的 导数 是 my secx. 

(13) y = cos x 十 isinz 的 导数 是 iy. 

(14) 求 zcosz 和 (sinx) /z 的 导数 . 证 明 : 使 得 曲线 y = x cosx,y = (sin z) /z 的 切线 平 
行 于 z 轴 的 z 值 分 别 是 cot x = x 和 tanz = x 的 根 . 

(15) 容易 看 出 ( 例 XVII 第 (5) 题 ), 如 果 a > 1, 那么 除了 x = 0 之 外 , 方程 snz = az 都 
没有 实数 根 , 如 果 0 < a < 1 它 有 有 限 多 个 根 , 且 这 些 根 的 个 数 在 a 减 小 时 增加 . 证 明 : 使 得 
根 的 个 数 改 变 的 a 值 是 cos& 的 值 , 其 中 上 是 方程 tan€ = & 的 一 个 正 根 . [所 要 求 的 值 是 使 得 
y= 二 az 与 y= sinx 相 切 的 a 值 . ] 

(16) 如 果 当 x 关 0 时 有 (zx) = x?sin (1/x), 而 $8(0) = 0, 那么 当 x 关 0 时 有 


p’ (x) = 27 sin (1/7x) — cos (1/7x), 


9 (0)=0. tt Rs yk )). 
(17 ) 求 圆 2 十 = a? 在 点 (zo,yo) 的 切线 以 及 法 线 方程 , 并 将 它们 化 简 成 形式 zzo 十 
yyo = 0 以 及 zyo 一 yzo = 0. 
(18) 求 椭圆 (z/o)” + (WO = 工 以 及 双 曲 线 (z/a)? 一 (y/0)”= 1 在 点 (zo,yo) 的 切线 以 
及 法 线 方程 . 
(19) 曲线 x 三 少 均 ,y = (在 参数 值 为 t 的 点 的 切线 以 及 法 线 方程 是 
2 $() _ yO 
PO 





{zr— $00 (+{y -wD Y (0)=0 
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恰 如 我 们 从 $ (zx) 作出 8' (zx) 一 样 , 我 们 可 以 从 由 (x) 作出 函数 入 (zx). 这 个 
函数 称 为 $ (zx) 的 二 阶 导数 (second derivative) 或 者 二 阶 微分 系数 (second differ- 
ential coefficient). y = $ (7z) 的 二 阶 导数 也 可 以 用 下 列 任意 一 种 形式 表示 


dy d2y 
按照 同样 的 方式 , 我 们 可 以 定义 y = 9 (zx) 的 n 阶 导 数 或 者 n 阶 微分 系数 , 它 可 
以 用 下 列 任意 一 种 形式 表示 
(n) 过 d ) d"y 
$9 0), Dy (BE) » 
但 是 只 有 在 不 多 的 几 种 情形 中 , 才能 很 容易 地 写 出 一 个 给 定 函 数 的 n 阶 导数 的 一 
般 公式 . 其 中 有 些 情形 可 以 在 下 面 给 出 的 例子 中 找到 . 


例 XLV 
(1) 如 果 9 (z) = xz”, 那么 





pV 7)=mm 1 mnt)" 


这 个 结果 使 我 们 可 以 写 出 任何 多 项 式 的 ns 阶 导数 . 
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(2) 如 果 %(z) = (az 十 50)”, 那么 
pV T=mm Dm ntl)ar arth)™". 
在 这 两 个 例子 中 , m 可 以 取 任 何 有 理 数 值 . 如 果 m 是 正 整数 , 且 n > m, 则 有 9 (z) = 0. 


(3) 公式 人 A | 1 PP+1).. p+n—1)4 
dr) (z—a)? (zt— oa) 
使 得 我 们 可 以 写 出 用 部 分 分 式 之 和 的 标准 形式 表示 的 任何 有 理 函 数 的 n 阶 导数 . 
(4) 证 明 : 1/ (1 一 z2) 的 n 阶 导数 是 























求 ZX++l1 rz4 47 
rz2—4” (zx—1)(z—2) (z:—1)*(z+2) 
的 n 阶 导数 . (Math. Trip. 1930, 1933, 1934) 
n 3 
(6) 证 明 : 如 果 n 是 偶数 ,那么 ( 二 ) -之 一 在 x = 0 的 值 是 0, 如 果 n 是 奇数 目 大 
于 1, 则 相应 的 值 是 一 nl. (Math. Trip. 1935) 


(7) Leibniz 定理 . 如 果 y 是 乘积 uv, 且 我 们 可 以 作出 w 和 vw 的 前 n 阶 导数 , 那么 我 们 就 
能 利用 Leibniz 定理 作出 y 的 n 阶 导数 , 该 定理 给 出 法 则 


(uv) = Unv 十 . un-1U1 十 人 Un-2V2 十 … 十 © UnrvVr 十 … 十 Un 


其 中 下 标 表 示 导 数 , 例如 , wn 表示 v 的 n 阶 导数 . 为 证 明 此 定理 , 注意 


(Wu); = viv 十 Uv, 





(Wu)。 = U2v 十 2u1v1 十 uv2, 
等 等 . 显然 , 重复 此 过 程 我 们 就 得 到 形 如 
(uu)， 三 Wu 十 anltun 101 十 anatn_202 十 :十 anirun_ror 十 :十 WUn 
的 公式 ， 假 设 对 7 = 1 2 ,n 一 1,， 有 onr = (”), 并 证 明 : 如 果 此 假设 成 立 , 则 对 ” = 
1,2,… ,n 也 有 antir = (" 革 ) 成 立 , 这 样 一 来 , 根据 数学 归纳 法 原理 就 推 得 , 对 问题 中 讨论 
的 所 有 的 n 值 以 及 7 值 都 有 anr = (”) 成 立 . 
当 我 们 对 (wv);, 求 导 作出 (wv),, 的 时 候 , 显然 可 见 wn+i-rur 的 系数 是 


Qnr 十 Qn,r-l 一 人 +:( g ) = (站 
7 7r—1 7 








这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 
(8) x™f(z) 的 n 阶 导数 是 
ml m—n ml m—n 人 
人 fn) tn nr” f(z) 
a (n > 1) ml RN (x) ss 








1.2 (m—nt+t2)! 
此 级 数 连续 有 n 十 1 项 , 或 者 直到 终结 . 
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(9) 证 明 DY cosz = cos (x 十 $nn) ,DY sinx = sin (z + nn). 
(10) 求 
cos2 z sin TX, CoSZ COS 27 coS 37， Za cos 了 
的 n 阶 导数 . (Math. Trip. 1925, 1930, 1934) 
(11) 如 果 y = Acosmz 十 Bsinmz, 那么 D2y 十 m2y = 0. 又 如 果 
y= Acosmzt+t Bsinmz + Pn (7), 


这 里 PP (x) 是 一 个 n 次 多 项 式 , 那么 D?t3y m2D?t1y 二 0. 
(12) 如 果 z?D2y +zDay 十 y = 0, 那么 
rz2Drt2y+ (2n+1)rDrtly+t (7 +1) Dazy = 0. 
[用 Leibniz 公式 求 导 n 次 . ] 
(13) 如 果 Ui 表示 (Lz 十 M)/ (x? 一 2Bz 十 C0) 的 n 阶 导数 , 那么 
Z2 一 2Bz+C 2(z 一 万) 
nil mi "tt ii 
[首先 在 ”= 0 时 得 到 该 方程 ; 然后 用 Leibniz 定理 求 导 n 次 . ] 
(14) 证 明 : 如 果 w= arctan x, 那么 





Un 二 Un = 0. (Math. Trip. 1900) 





d2 du 
”) dz 人 十 27 dz =0, 
由 此 确定 在 x = 0 处 wu 的 所 有 阶 导数 的 值 . (Math. Trip. 1931) 


(15) a/ (o +z2) 和 zz/ (十) 的 n 阶 导数 . 由 于 


a 1 1 1 交 1 1 1 
a?2+7rx2 2i\z—ai z+tai/’ az+z2 2\r—ai z+ai’ 


pn ( a ) _ (-1)” nl! { 1 1 } 
Na2 十 Z2 2i (zz 一 ai"+l (z+ai)™t/ 


对 D? {z/ (a? +z2)} 也 有 一 个 类 似 的 公式 . 如 果 p = Vz2 + a2, 且 0 是 使 得 余弦 值 以 及 正弦 
值 为 z/p 以 及 a/p 的 绝对 值 最 小 的 角度 , 那么 就 有 z + ai = pCisb 以 及 x 一 ai= pCis (一 0)， 
所 以 


(1+z 








我 们 有 





Dr 2 _ - 3 (Dintip-"-1 [Cis {n+ 1)0} — Cis {— (n+1)0) 
= (1)” ml(z2 十 a2) 去 (+1) sin{(m 十 1)arctan (a/7x)}. 
类 似 地 , 有 


2) 一 n+D og {(n+1)arctan (a/z)}. 


(16) 证 明 


1 1 
2 — 于 候 COS (z 十 ynr) + Qn sin (z 十 ynr) } 0 


万 ? SOT 人 sin ( 十 Snr) — Qncos (z 十 srr) } zl, 
ba 


其 中 已 和 Q 分 别 是 关于 z 的 nn 次 以 及 nn 一 1 次 多 项 式 . 
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(17) 证 明 公式 





dz 时 dy d2x EK d2y dy “ 

dy dz/” dy 2/ dr/ 

d3z d3y dy 3 d2y dy 2 

dy3 dz3 dz ( 吕 ) / (时 ) . 
122. 关于 导数 的 某 些 一 般 性 定理 


在 接 下 来 的 内 容 中 ,“ 闭 ”区 间 与 “ 开 ” 区 间 之 间 的 区 别 常常 是 很 重要 的 . 闭 区 
间 (a,5)" 指 的 是 满足 a < x < 5 的 x 组 成 的 集合 . 而 开 区 间 则 是 满足 a <x <5 
的 x 组 成 的 集合 (也 就 是 从 闭 区 间 中 去 掉 端 点 ).? 

我 们 要 关心 的 是 在 闭 区 间 (a,5) 连续 且 在 开 区 间 (a,5) 可 导 的 函数 . 换言之， 
我 们 将 假设 函数 $ (z) 满足 下 面 的 条 件 : 

(1) $9 (x) 在 a < x<5 中 连续 , 它 在 区 间 端 点 的 连续 性 按照 第 99 节 末 尾 所 说 
的 意义 来 理解 ; 

(2) 对 a < x <5b 中 每 个 x, 4 (z) 都 存在 . 

看 起 来 似乎 很 奇怪 的 是 : 在 一 个 条 件 中 要 用 到 闭 区 间 , 而 在 另 一 个 条 件 中 却 要 用 到 开 区 间 ， 
不 过 我 们 将 会 发 现 这 一 差别 是 重要 的 .显然 , 如 果 我 们 对 于 % (z) 在 (a,5) 以 外 的 情况 一 无 所 
知 , 那么 , 若 没有 新 的 定义 , 我 们 是 不 可 能 将 条 件 (2) 推广 到 覆盖 区 间 的 端点 的 . 

我 们 首先 对 关于 x 的 一 个 特殊 值 给 出 一 个 定理 . 

定理 A 如 果 9'(x0) > 0, 那么 对 于 所 有 小 于 zo 但 充分 靠近 zo 的 x 值 , 都 有 
9 (z) < 8(zo) 成 立 , 对 于 所 有 大 于 zo 但 充分 靠近 zo 的 x 值 , 都 有 (x) > 9 (x0) 
成 立 . 

因为 当 二 0 时 , {9 (zo 十 及 一 $ (zo)} /nh 趋向 一 个 正 的 极限 VW (zo)， 这 仅 
当 对 于 充分 小 的 h 值 , $ (zo 十 h) 一 9(xo) 和 hh 有 相同 的 符号 时 才 可 能 发 生 , 而 
这 正 是 定理 所 述 之 结论 . 当然 , 从 几何 的 观点 来 说 , 这 一 结论 是 很 直观 的 , 不 等 式 
9' (zo) > 0 表述 的 是 这 样 一 个 事实 : 曲线 y = 9 (x) 的 切线 与 x 轴 交 成 一 个 正 的 
锐角 . 读者 自己 可 以 对 8' (zxo) < 0 的 情形 总 结 出 对 应 的 定理 . 

我 们 将 把 定理 A 的 结论 表述 成 : 9 (x) 在 x = zo 是 严格 增加 的 9. 

下 面 的 定理 一 般 称 为 Rolle 定理 , 它 有 特别 的 重要 性 . 

定理 B 如 果 (x) 在 闭 区 间 连 续 , 在 开 区 间 可 导 , 且 它 在 端点 ob 处 的 值 是 
相等 的 , 那么 在 开 区 间 内 存在 一 点 使 得 内 (z) = 0. 











@ 在 现代 的 数学 教材 中 , 以 a 和 5。 为 左右 端点 的 闭 区 间 一 律 用 更 加 规范 和 清楚 的 符号 [a, 5] 来 表示 , 而 不 使 用 本 
书 中 “ 闭 区 间 (a, 5)” 这 样 的 说 法 和 容易 引起 误解 的 符号 , 本 书 中 关于 区 间 符 号 的 这 种 用 法 要 引起 读者 足够 的 

注意 . 译 者 注 
@ 还 可 以 用 不 等 式 a < x < 5 或 者 a < x <5b 来 定义 半 闭 的 区 间 , 不 过 我 们 将 不 使 用 这 些 术 语 . 
@ 与 第 5 章 杂 例 第 19 题 比 较 . 
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可 以 假设 
$l(a)=0, $(b)=0; 

如 果 9 (a) = 9(0) = 有 且 关 0, 则 可 以 用 9(z) 一 天 来 代替 V(x). 

这 里 有 两 种 可 能 性 .如 果 在 整个 区 间 (a,5) 都 有 9 (x) = 0, 那么 对 a<zx<b 
都 有 9' (x) = 0, 这 样 就 无 须 证 明了 . 

如 果 反 过 来 $ (x) 并 不 总 取 值 0, 那么 就 存在 x 的 值 使 得 它 取 正 的 或 者 负 的 
值 . 比方 说 , 假设 它 有 时 取 正 的 值 . 那么 , $ (x) 在 (a,5) 中 就 有 一 个 上 界 M, 且 根 
据 第 103 节 的 定理 2 可 知 , 对 于 (a,5) 中 某 个 &, 有 V8 (6) = M 成 立 ; 显然 , 5 不 是 
a 或 者 b. 如 果 必 (6 是 正 的 或 者 是 负 的 , 那么 根据 定理 A, 就 有 接近 & 的 x 的 值 
( 它 位 于 & 的 某 一 边 ), 使 得 在 该 点 有 9 (x) > M 成 立 , 这 与 M 的 定义 矛盾 . 从 而 
有 (8)=0. 

推论 1 如果 9 (zx) 在 闭 区 间 连 续 , 在 开 区 间 可 导 , 对 开 区 间 中 每 个 x 有 
9' (Zz) > 0, 那么 在 整个 区 间 上 8 (zx) 都 是 x 的 增 函 数 (在 第 95 节 的 严格 意义 下 ). 

我 们 需要 证 明 : 对 a< zi<zx2<0b 有 (zi1) < bg(za) 首先 假设 a < zi < 
2Z2 < 0. 

如 果 $(z1) = 9$ (zo)， 那么 根据 定理 B, 在 zi 与 z 之 间 就 存在 z， 使 得 
9' (z) = 0, 这 与 假设 矛盾 . 

如 果 $ (z1) > 9 (7x2), 那么 根据 定理 A, 就 存在 一 个 接近 且 大 于 zi 的 za, 使 
得 $ (zx3) > 9 (z1) > $ (xz2). 这 样 一 来 , 根据 第 101 节 , 在 zs 与 za 之 间 就 存在 一 
个 zi 使 得 9 (x4) = 9 (x1). 于 是 , 根据 定理 B, 在 zi 与 z4 之 间 就 存在 一 个 z， 
使 得 % (xz) = 0, 这 再 次 与 假设 矛盾 . 

由 此 推出 有 $ (x1) < 9 (x2). 

剩 下 要 将 此 不 等 式 推 广 到 zi = a 或 者 za = 5 的 情形 中 去 . 由 我 们 已 经 证 明 
的 结果 可 推出 : 如 果 a <x<zx <b, 那么 


$ (7) < $7"), 
所 以 , 当 z 从 右边 趋向 a 时 , $ (z) 是 严格 减少 的 . 因此 
$(0) = ,lim $ (0) <$(0). 
类 似 地 有 
$ (7') < $0). 
推论 2 ”如 果 在 整个 区 间 (a,5) 都 有 W(x) > 0, 且 9B(a) 宕 0, 那么 9 (7x) 在 
整个 区 间 都 是 正 的 . 
读者 应 该 将 推论 1 与 定理 A 仔细 加 以 比较 . 如 果 与 在 定理 A 中 一 样 , 仅仅 假设 $' (x) 在 
单独 一 点 x = zo 是 正 的 , 那么 我 们 可 以 证 明 : 当 zi 与 zz 充分 接近 zo 且 zi < zo < za 时 有 
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4(zi) < bg(z2) 成 立 . 这 是 因为 根据 定理 A 有 %(zi) < 98(zo) 以 及 g(zz) > $ (xo). 但 是 这 
并 没有 证 明 存在 一 个 包含 zo 的 区 间 , 在 这 整个 区 间 中 9 (x) 都 是 递增 的 函数 ,因为 “zi 与 x2 
位 于 zo 的 相反 的 两 边 ” 这 一 假设 对 我 们 的 结论 来 说 是 至 关 重 要 的 . 随后 (在 第 125 节 中 ) 我 们 
还 将 回 到 这 一 点 , 并 用 一 个 实际 的 例子 来 加 以 说 明 . 


123. 极 大 和 极 小 


我 们 将 把 $ (x) 在 xz = & 所 取 的 值 $(&) 称 为 一 个 极 大 值 (maximum), 如 果 
9 (&) 大 于 9 (7x) 在 xz =& 的 一 个 邻 域内 所 取 的 任何 其 他 值 , 也 就 是 说 , 如 果 我 们 
能 找到 z 的 值 的 一 个 区 间 (< 一 e,& 十 6), 使 得 当 E-e<x<E 以 及 E<x<Ete 





时 都 有 9 (8) > 9 (7x); 可 以 用 同样 的 方式 定义 极 小 值 (minimum). 于 是 图 37 中 诸 
点 4; 对 应 于 绘 出 其 图 形 的 函数 的 极 大 值 , 而 诸 点 B; 则 对 应 于 该 函数 的 极 小 值 . 
应 该 注意 的 是 :“4s 对 应 于 一 个 极 大 值 而 B1 对 应 于 一 个 极 小 值 ” 这 样 一 个 事实 
与 “该 函数 在 Bi 的 值 大 于 在 4s 的 值 ” 这 一 事实 并 无 任何 抵触 之 处 . 

A 


4 


1 





图 37 
定理 C ”可 导 遂 数 bg(z) 在 x = 二 & 的 值 是 极 大 值 或 者 极 小 值 的 必要 条 件 是 
4 (6) = 0. 
这 立即 可 由 定理 A 得 出 . 由 图 37 中 的 C 点 显然 可 见 , 定理 的 这 一 条 件 不 是 
充分 的 . 例如 , 如 果 y = za, 则 用 (z) = 3z2, 它 当 x = 0 时 取 值 为 零 . 但 是 , 正 
如 从 zs 的 图 形 显然 可 见 的 那样 (第 23 节 图 10), z = 0 既 不 是 z3 的 极 大 值 点 , 也 


但 是 , 如 果 W (5) = 0, 对 所 有 小 于 且 接近 的 z 值 都 有 (7x) > 0, 而 对 所 有 
大 于 且 接 近 上 的 xz 值 都 有 (x) < 0, 那么 在 x 二 & 肯定 有 一 个 极 大 值 ; 又 如 果 这 
两 个 不 等 式 的 符号 反 过 来 ,那么 在 该 点 必定 有 一 个 极 小 值 . 因为 这 样 的 话 , 我 们 就 
能 (根据 第 122 节 的 推论 1) 确定 一 个 区 间 (& 一 e,&), 在 整个 这 一 区 间 中 % (x) 随 
z 一 起 增加 , 又 可 以 确定 一 个 区 间 (é,& + 6), 在 整个 这 一 区 间 中 当 z 增加 时 % (z) 
减 小 . 

此 结果 也 可 以 这 样 来 加 以 陈述 . 如 果 9' (zx) 的 符号 在 x = 和 从 正 的 变 成 负 的 ， 
那么 x = 给 出 9 (zx) 的 一 个 极 大 值 ; 如 果 ww (z) 的 符号 在 x = 上 从 负 的 变 成 正 
的 , 那么 x = 给 出 %(z) 的 一 个 极 小 值 
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如 同 我 们 已 经 定义 的 那样 , 极 大 值 是 严格 的 极 大 值 ; 对 所 有 接近 & 的 x 都 有 由 (5) > 9 (zx). 
可 以 放宽 我 们 的 定义 , 仅仅 要 求 对 所 有 接近 的 xz 都 有 g (5) > 9(z) 成 立 . 例如 , 根据 这 个 定 
义 , 常数 对 于 变量 的 每 一 个 值 都 有 一 个 极 大 值 (以 及 一 个 极 小 值 ). 定理 C 仍然 为 真 . 

一 个 极 大 值 或 者 极 小 值 也 常 称 为 一 个 “ 极 ” 值 或 者 “转向 ” 值 . 


124. 极 大 和 极 小 ( 续 ) 


还 有 另外 一 种 表述 极 大 值 或 者 极 小 值 的 条 件 的 方法 , 它 常常 是 有 用 的 . 

让 我 们 假设 $ (z) 有 二 阶 导数  (z): 这 当然 不 能 从 内 (x) 的 存在 性 得 出 , 正 
如 g' (xz) 的 存在 性 不 能 由 9 (xz) 的 存在 性 得 出 ; 但 是 在 这 种 情形 , 如 同 我 们 现在 可 
能 要 遇 到 的 情形 那样 , 该 条 件 一 般 来 说 是 满足 的 . 

定理 D 如 果 V (6)=0 且 WW'(E) 关 0, 那么 89(z) 在 x 二 € 有 一 个 极 大 值 或 
者 极 小 值 . 当 9”(€) < 0 时 取 极 大 值 , 当 9”(&) > 0 时 取 极 小 值 . 

例如 , 假设 入 (€) < 0. 那么 由 定理 A 可 知 , 当 x 小 于 和 但 充分 接近 于 & 时 ， 
9' (x) 是 正 的 , 而 当 x 大 于 但 充分 接近 于 < 时 , yy (z) 是 负 的 . 从 而 x = & 给 出 
极 大 值 . 


125. 极 大 和 极 小 ( 续 ) 


上 面 我 们 假设 %(z) 在 所 讨论 区 间 中 的 所 有 x 值 都 有 导数 . 
如 果 上 述 条 件 不 满足 , 定理 将 不 再 成 立 . 例如 , 定理 B 对 于 函数 


y=1— Vx? 


失效 , 其 中 的 平方 根 取 正 号 . 这 个 函数 的 图 形 画 在 图 38 中 . 这 里 
有 %(-1) = $(1) = 0. 但 是 , 如 同 从 图 中 显然 可 以 看 到 的 那样 ， 刁 5 和 及 
如 果 z 是 负 的 , 则 db (zx) 等 于 1, 如 果 z 是 正 的 , 则 $' (z) 等 于 图 38 
一 1, 且 9'(z) 不 会 为 零 . 对 x = 0 没有 导数 存在 , 且 在 PP 点 图 形 
没有 切线 . 在 此 情形 x = 0 显然 给 出 $ (xz) 的 一 个 极 大 值 , 但 是 极 大 值 的 判别 法 失效 . 

然而 , 仅 有 的 导数 9'(x) 的 存在 性 是 我 们 假设 的 全 部 内 容 . 这 里 还 有 一 个 我 们 未 曾 做 过 的 
假设 , 即 : 9' (z) 本 身 是 一 个 连续 函数 . 这 提出 了 一 个 有 趣 的 问题 . 是 否 可 能 一 个 函数 $ (x) 对 
所 有 的 z 值 都 有 导数 , 而 $' (z) 本 身 却 是 不 连续 的 呢 ? 换 句 话说 , 一 条 曲线 能 否 在 每 个 点 都 有 
切线 , 然而 切线 的 方向 却 不 是 连续 变化 的 呢 ? 起 初 常识 倾向 于 否定 的 答案 ; 但 是 不 难 指出 这 个 
回答 是 错误 的 . 

考虑 当 x 关 0 时 由 方程 








YH™ 


$ (1) = x sin (1/7) 
来 定义 的 函数 $ (z), 并 假设 5(0) = 0. 那么 $ (x) 对 所 有 的 x 值 都 是 连续 的 . 如 果 x 取 0, 那么 


p’ (x) = 27 sin (1/7x) — cos (1/7x); 


h? sin (1/h) 


h 0 h = 
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所 以 8'(x) 对 所 有 的 x 值 都 是 存在 的 . 但 是 8' (z) 在 x = 0 并 不 连续 ; 因为 2zsin (1/z) 当 
2 一 0 时 趋向 零 , 而 cos (1/z) 则 在 不 定 元 的 界限 值 -1 与 1 之 间 振 荡 , 所 以 内 (z) 也 在 同样 
的 范围 内 振荡 . 

实际 上 同样 的 例子 也 能 用 来 说 明 第 122 节 末 尾 所 提 及 的 问题 . 假设 当 x 关 0 时 有 


b(z) 一 22sin(1/z) + ory, 





其 中 0<a<l 且 8(0)=0. 则 有 (0) = a > 0. 于 是 第 122 节 定理 A 中 的 条 件 是 满足 的 . 
但 是 如 果 xz 关 0, 那么 
$’ (x) = 2xsin (1/7x) — cos (1/z) 十 a， 

当 xz 下 0 时 它 在 不 定 元 的 界限 值 a 1 与 a 十 1 之 间 振荡 . 由 于 a - 1 < 0, 我 们 可 以 求 得 x 
的 任意 接近 于 零 的 值 , 使 得 在 该 处 有 w' (z) < 0 成 立 ; 这 样 一 来 , 不 可 能 找到 任何 包含 = = 0 的 
区 间 , 在 整个 这 个 区 间 中 9 (z) 都 是 z 的 递增 函数 . 

然而 , 要 想 V(x) 具有 第 5 章 ( 例 XXXVII 第 (18) 题 ) 所 说 的 “简单 的 ”不 连续 性 是 不 可 
能 的 . 

如 果 当 z 一 +0 时 有 几 (z) 一 当 z 一 -0 时 有 迪 (z) 一 吕 且 少 (0) = c 那么 
a 二 b=c, 且 Y'(z) 在 z=0 是 连续 的 . 作为 证 明 请 见 第 126 节 例 XLVII 第 (5) 题 . 

例 XLVI 

(1) 对 $(z) = (x 一 a)”(z 一 0)” 以 及 9(z) = (x 一 a)”(z 一 0)” (x 一 c)? 验证 定理 B, 其 
中 m,n,p 是 正 整数 , 而 a <5 < c. 

[第 一 个 函数 当 x = a 以 及 x = 5 时 等 于 零 . 且 





$2)= (ta (rob) {m+n)r mb— na 


在 z = (mb 十 na)/(m 十 n) 时 等 于 零 , x 的 这 个 值 介 于 a 和 2 之 间 . 在 第 二 种 情形 , 我 们 需要 
验证 : 二 次 方程 


(m+n+p)7r {mb+o)+n(cta)+p(at+h)}r+mbc+ncat+pab=0 


有 介 于 a 和 bb 之 间 以 及 介 于 5b 和 cc 之 间 的 根 . ] 

2) 证 明 : zx 一 sinz 在 z 的 任何 区 间 中 都 是 增 函数 , 而 tan zx 一 x 当 z 从 一 3 增加 到 $7 
时 是 增加 的 . 对 于 a 的 什么 样 的 值 , ax - sin z 是 x 的 递增 或 者 递减 函数 ? 

3) 证 明 z/ (sinz) 从 z=0 到 z= 37 是 递增 的 . (Math. Trip. 1927) 
4) 证 明 : tanz 一 + 从 z= 抑 到 z=3x、 从 z=3AX 到 z= 3n………… 都 是 增加 的 , 并 
推导 出 : 方程 tan x = zx 在 每 一 个 这 样 的 区 间 中 有 且 仅 有 一 个 根 (参见 例 XVII 第 (4) 题 ). 

5) 由 第 (2) 题 推导 出 : 如 果 x > 0, 则 有 sinx 一 x < 0, 由 此 推出 cosz 一 1 十 32? > 0, 并 
由 此 推出 snz 一 Zz 十 323 > 0. 一 般 地 , 证 明 : 如 果 

















zx? 有 rT2™ 
C2m 一 cos2Z 一 工 十 Te (—1) CT 
二 2m+1 
了 m TX 
9a2m+l1 一 Sinz 一 2 十 可 (—1) Gm FI 


且 z > 0, 那么 Czm 和 Szm+1 是 正 的 或 者 负 的 , 要 根据 m 是 奇数 还 是 偶数 来 决定 . 
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6) 如 果 f(z) 和 f” (z) 是 连续 的 , 且 在 区 间 (a,5) 中 每 一 点 有 相同 的 符号 , 那么 这 个 区 间 
只 能 包含 方程 f(x) =0 和 f' (xz) = 0 中 任意 一 个 方程 的 至 多 一 个 根 . 

7) 函数 wu 以 及 它们 的 导数 w,v 在 z 取 值 的 某 个 区 间 中 都 是 连续 的 , 且 wv 一 ww 在 
该 区 间 中 任何 点 都 不 为 零 . 证 明 : w = 0 的 任意 两 个 根 之 间 都 有 ~ = 0 的 一 个 根 , 且 反 之 亦 然 . 
对 于 ww = cosz,u = sinz 验证 定理 . 

如 果 w 在 w= 0 的 两 个 根 (比方 说 就 是 a 和 6) 之 间 不 变 为 零 , 那么 函数 w/v 在 整个 区 
间 (a, 8) 中 都 是 连续 的 , 且 在 它 的 端点 处 取 值 为 零 . 于 是 (w/v) = (wv 一 wv ) /wo2 必定 在 a 
与 8 之 间 取 到 零 , 这 与 我 们 的 假设 矛盾 . ] 

8) 求 z -18z2 +96z 在 区 间 (0,9) 中 的 最 大 值 与 最 小 值 . (Math. Trip. 1931) 
9) 讨论 函数 (z 一 a)”(zx 一 0)” 的 极 大 值 与 极 小 值 , 其 中 mm 和 n 是 任意 的 正 整 数 , 根据 
m 和 n 取 奇 数 或 者 偶数 所 出 现 的 不 同 的 情形 加 以 考虑 . 概略 绘 出 此 函数 的 图 形 . 

10) 证 明 : 当 z = 工时 函数 (z 十 5)? (zs 一 10) 有 一 个 极 小 值 , 并 研究 它 的 其 他 的 转向 值 . 


(Math. Trip. 1936) 
1 2 
(“- 二 (4 一 3z ) 


恰 有 一 个 极 大 值 且 恰 有 一 个 极 小 值 , 并 证 明 它 们 的 差 是 


4 TN 
5 ( 皇 2) 
对 于 不 同 的 a 的 值 , 这 个 差 的 最 小 值 是 什么 ? (Math. Trip. 1933) 
(12) 证 明 : 不 论 a,b, c,d 取 什么 样 的 值 , (az 十 6) / (cz 十 qd) 都 没有 极 大 值 或 者 极 小 值 . 画 
出 这 个 函数 的 图 形 . 
(13) 讨论 当 











11) 证 明 : 


y= (az 十 207 十 c)/ (Az? +2Bz+O) 


的 分 母 有 复数 根 时 , 该 函数 的 极 大 值 以 及 极 小 值 . 
[我 们 可 以 假设 a 和 4 是 正 的 , 如 果 


(az+b) (Br+C)— (Ar+B)(br+t+e) = 0, (1) 


则 其 导数 为 零 . 此 方程 必 有 实 根 . 因为 如 果 其 导数 并 不 总 是 有 相同 的 符号 , 则 这 是 不 可 能 的 , 这 
是 由 于 对 所 有 的 z 值 y 都 是 连续 的 , 上 且 当 z 一 +co 或 者 z 一 -co 时 有 y 一 a/A.， 容易 验 
证 : 该 曲线 与 直线 y = a/4 交 于 一 点 且 仅 交 于 一 点 , 对 于 很 大 的 正 的 xz 值 , 此 点 位 于 该 直线 的 
上 方 , 而 对 于 很 大 的 负 的 z 值 , 此 点 位 于 该 直线 的 下 方 , 或 者 反 过 来 , 这 要 根据 b/a > B/A 还 
是 b/a < B/4 来 确定 . 于 是 , 如 果 b/a > B/4, 则 (1) 的 较 大 的 那个 代数 根 将 给 出 一 个 极 大 
值 , 而 在 相反 的 情形 它 给 出 一 个 极 小 值 . ] 

(14) 极 大 值 和 极 小 值 是 使 得 ax? 二 25x 十 c 一 和 (Ax? 十 2Bz 十 C) 成 为 完全 平方 数 的 和 值 . 
[这 就 是 条 件 : y = 入 应 该 与 该 曲线 相 切 . ] 

(15) 如 果 4z2 十 2Bz 十 C= 0 有 实 根 , 那么 如 下 进行 讨论 是 很 方便 的 . 我 们 有 

a 2AZ 十 内 
y 4 一 04zzT2BzT+O)， 
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其 中 入 =b4 一 aB,h = ch 一 aC. 进一步 将 2X 十 4 记 为 5 将 (4/4 和 X27) (4y 一 a) 记 为 7, 我 
们 就 得 到 形 如 
n=é€/{(£—7) (8 — a)} 
的 方程 . y 的 一 个 极 小 值 ( 视 之 为 z 的 函数 ) 对 应 于 7 的 一 个 极 小 值 ( 视 之 为 上 的 函数 ), 且 反 
之 亦 然 , 对 极 大 值 有 类 似 的 结论 . 
如 果 





(£—p)(€—q)—é(£—p)-é€(€ -9)=0, 
或 者 &2 = pq, 那么 n 关于 的 导数 等 于 零 . 于 是 , 如 果 p 和 gq 有 同样 的 符号 , 那么 导数 就 有 两 
个 根 , 如 果 p 和 g 有 相反 的 符号 , 那么 导数 就 没有 根 . 在 后 一 种 情形 , m 的 图 形 画 在 图 39a 中 . 
当 p 和 9 是 正 数 时 , 图 的 一 般 形式 画 在 图 39b 中 , 容易 看 出 : 上 = Vpg 给 出 一 个 极 大 值 ， 
€ 二 一 VP4 给 出 一 个 极 小 值 . 
如 果 入 = 0, 即 o/4 = 6/B, 则 上 面 的 讨论 不 再 适用 . 但 是 , 在 此 情形 我 们 有 , 比方 说 


y—(a/A)=1/{4 (Ax? +2Bz+O)}=4/ {A? (2 — 7X1) (x — x2)}, 


而 dy/dz = 0 就 给 出 单独 一 个 值 z = (zi 十 x2)， 画 出 图 就 会 清楚 地 看 出 : 这 个 值 给 出 一 个 
极 大 值 还 是 极 小 值 , 要 根据 / 是 正 的 还 是 负 的 来 决定 . 图 40 中 所 画 的 图 与 前 一 种 情形 相对 应 . 








图 39 图 40 


(16) 证 明 : 如 果 yy 在 a 和 6 之 间 , 那么 当 z 变化 时 , (x 一 a) (z 一 B)/ (zx 一 Y) 取 到 所 有 
的 实数 值 , 在 相反 的 情形 , 它 取 除了 包含 在 一 个 长 度 为 4Vla 一 )118 一 | 的 区 间 之 中 的 数值 之 
外 所 有 的 值 . 

(17) 证 明 : 如 果 0 <c<1, 那么 


zZ2 十 27 十 c 
YT 到 十 和 十 3 
能 取 到 任意 的 实数 值 , 画 出 该 函数 在 此 情形 的 图 形 . (Math. Trip. 1910) 
(18) 
az+b 
(TU 二 四 
的 图 形 在 点 (2, 一 1) 有 一 个 转向 点 . 求 出 a 和 。b, 并 证 明 : 在 该 转向 点 的 值 是 一 个 极 大 值 . 画 出 
此 曲线 的 略图 . (Math. Trip. 1930) 
(19) 确定 形 如 (ax? 十 2bz 十 c) / (Azx? 十 2Bz 十 0O) 的 函数 , 使 得 它 在 z=1 和 zz= 一 ! 
分 别 有 转 向 值 2 以 及 3, 并 当 x = 0 时 取 值 2.5. (Math. Trip. 1908) 


(20) (z 十 a) (Zz 十 b)/(z 一 a)(z 一 5) 的 极 大 值 与 极 小 值 是 
人 





Va— vb Vat+ vb 
其 中 a 和 是 正 数 . 
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(21) (z 一 1)?/ (z 十 1)” 的 极 大 值 是 蕊 . 
(22) 讨论 
zr(r—1) x4 (x — 1)? (322 — 2% — 37) 
22 二 3z+3” (zl)(r-3 (z+5) (3z2—14r— 1) 
的 极 大 值 以 及 极 小 值 . (Math. Trip. 1898) 
[如 果 将 最 后 一 个 函数 记 为 P(x) /Q@ (z), 可 以 求 得 
PQ— PQ’=72(z—7)(z—3)(z—1)(r+1) (r+2) (+5).] 
(23) 求 wcosz 十 bsinx 的 极 大 值 与 极 小 值 . 通过 将 函数 表 成 A cos (x 一 a) 的 形式 来 验证 
此 结果 . 
(24) 证 明 : sin (z 十 a) / sin (x 十 b) 没有 极 大 值 或 者 极 小 值 . 画 出 该 函数 的 图 形 . 
(25) 证 明 : 函数 








sin2 7 
sin (z+ a)sin (z+0b) 
有 无 穷 多 个 等 于 零 的 极 小 值 以 及 无 穷 多 个 等 于 
sinasinb 
sin? (a 一刀 
的 极 大 值 . (Math. Trip. 1909) 
(26) 当 ab > 0 时 , a? sec? xz 十 已 csc? zx 的 最 小 值 是 (a 十 0)2. 
(27) 证 明 : tan 3z cot 27 不 可 能 介 于 3 和 3 之 间 . 
(28) 证 明 : sin mz cscz 的 极 大 值 与 极 小 值 由 tan mz = mtanz 给 出 , 其 中 mm 是 整数 ; 并 
推导 出 


(0<a<b<7) 











sin2 mz < m? sin2 x. (Math. Trip. 1926) 
[注意 到 , 在 极 大 值 或 者 极 小 值 处 有 
sin2 mz 2 cos2 mz 2 1 十 tan2 7 2 1 十 tan2 7 
Sms 一 097  " Ittammr 1+mtaney. ] 
(29) 求 由 
ay tb 一 sin2z 十 2cosz 十 1 
cy+d 
定义 的 函数 的 极 大 值 以 及 极 小 值 , 其 中 ad 天 bc. (Math. Trip. 1928) 
30) 证 明 : 如 果 一 个 直角 三 角形 的 斜 边 与 男 一 边 的 长 度 之 和 已 经 给 定 , 那么 当 这 两 边 的 夹 
角 是 60” 时 该 三 角形 有 最 大 的 面积 . (Math. Trip. 1909) 


31) 通过 一 个 固定 点 (ab 画 一 直线 与 OX 轴 、 OY 轴 分 别 交 于 已 和 Q. 证 明 : PQ,， 
OP + OQ 以 及 OP .O09 的 最 小 值 分 别 是 (a8 十 与 ) 3 (Va+ vO) 和 4ab. 

32) 椭圆 的 一 条 切线 与 坐标 轴 交 于 已 和 Q. 证 明 : PQ 的 最 小 值 等 于 该 椭圆 诸 半 轴 之 和 . 
33) 一 条 小 埠 与 一 条 18 英尺 宽 的 马路 成 直角 相交 , 问 这 条 小 埠 应 有 多 宽 , 才能 使 得 一 根 45 
英尺 长 的 杆 刚好 可 以 从 马路 进入 到 小 埠 中 , 且 保 持 杆 始终 是 水 平 放置 的 ? (Math. Trip. 1934) 
34) 点 4 和 B 位 于 一 条 直线 上 , 它们 与 该 直线 上 一 个 固定 点 O 的 距离 相等 , 且 位 于 该 点 
相反 的 两 边 ; P 是 不 在 该 直线 上 的 一 个 固定 点 . 证 明 4P 十 BP 与 4B 同时 增加 . 

(Math. Trip. 1934) 
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(35) 求 圆锥 曲线 
azZ2 十 2A2ZV 十 by” 三 ,于 


的 轴 的 长 度 和 方向 . 

[与 x 轴 交 成 9 角 的 半 直 径 的 长 度 > 由 

1/r2 = acos20 十 2pcosbgsing 十 bsin20 
给 出 . 7 取 极 大 值 或 者 极 小 值 的 条 件 是 tan 20 = 2h/ (a 一 5). 在 这 两 个 方程 之 间 消 去 0, 得 到 
{a (1/9)} {0-0} = 
(36) az 十 by 的 最 大 值 是 
2HVa2 — ab 十 02， 

其 中 xz 和 是 正 数 , 且 满 足 z2 + zy 十 只 = 352. 

[如 果 az + by 是 一 个 极 大 值 , 那么 a 十 b (dy/dz) = 0. z 和 wy 之 间 的 关系 给 出 (2z 十 y) 十 
(Zz 十 2y) (dy/dz) = 0. 令 dy/dz 的 这 两 个 值 相等 . ] 

(37) z™”y” 的 最 大 值 是 


mn kt (mn 十 mm 
其 中 z 和 vy 是 正 数 , 且 满 足 z 十 y = 大 . 
(38) 如 果 9 和 % 是 满足 关系 式 
Qsec0O 十 bsec 由 一 cC 


的 锐角 , 其 中 a, b,c 是 正 数 , 那么 , 当 9 = 加 时 acosb 十 bcosd 是 一 个 极 小 值 . 
126.， 中 值 定 理 


现在 我 们 可 以 着 手 来 证 明 另 外 一 个 极 具 重 要 性 的 定理 , 此 定理 通常 称 为 “中 
值 定理 "(the mean value theorem 或 the theorem of the mean). 
定理 ”如果 J (xz) 在 闭 区 间 (a,5) 连续 , 在 该 开 区 间 可 导 , 那么 存在 一 个 介 于 
a 和 上 b 之 间 的 值 6, 使 得 
$(0) — 9(0) = (0— 0) 8 (8). 


在 我 们 对 此 定理 ( 它 是 微分 学 中 最 重要 的 定 
理 之 一 ) 给 出 一 个 严格 的 证 明之 前 , 首先 指出 它 的 
几何 意义 是 值得 的 . 简单 地 说 , 如 果 曲 线 4PB ( 见 
图 41) 在 它 上 面 所 有 的 点 处 都 有 切线 , 那么 就 必定 
有 像 P 这 样 的 一 个 点 存在 , 使 得 在 该 点 处 的 切线 
与 4AB 平行 . 因为 V (5 是 在 已 点 的 切线 与 OX 
所 夹 角 的 正切 , 而 {p 人--b(ol/0--a) 是 4 
与 OX 夹 角 的 正切 , 故 可 得 定理 结论 . 

容易 给 出 一 个 严格 的 证 明 . 考虑 函数 
作 志 总 
b a 
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当 z=a 以 及 z=5 时 它 取 值 为 零 . 从 第 122 节 的 定理 B 推出 : 存在 的 一 个 
值 , 使 得 在 该 点 处 的 导数 为 零 . 但 是 它 的 导数 是 


Sn 


这 就 证 明了 定理 . 应 该 再 次 注意 的 是 , 并 没有 假设 9' (z) 是 连续 的 . 
将 中 值 定理 表 成 形式 
$(b)=0(0)+(D—a)p {at+0(b— a)} 
常常 是 很 方便 的 , 其 中 0 是 一 个 介 于 0 和 1 之 间 的 数 . 当然 , a 十 9 (5 一 a) 仅仅 是 
“ 介 于 a 和 "之 间 的 某 个 数 6 的 另 一 种 表述 方式 . 如 果 置 5 = a 十 hh, 我 们 得 到 
blat+h)=9(0) +hp {at+ Oh}, 
这 是 此 定理 最 经 常 使 用 的 形式 . 
例 XLVII 
(1) 证 明 : 





b— 
$(0) — 8(7) — 2 {$(0) ~ (0)} 
是 曲线 上 一 个 点 的 纵 坐 标 与 弦 上 对 应 的 点 的 纵 坐 标 之 差 
(2) 对 于 9 (x) = xz? 以 及 bg(z) = 2z3 验证 定理 . 
[在 后 一 种 情形 , 我 们 需要 证 明 ( 妇 - aa) / (5 一 4) = 362, 其 中 4a < < 也 就 是 要 证 明 : 
如 果 计 ( 刀 二 ab 十 oa) = 台 , 那么 & 介 于 a 和 之 间 . ] 
(3) 当 








jz)==zZzz 一 lz 一 2)，aw=0， b= 

时 , 求 中 值 定理 中 的 &. (Math. Trip. 1935) 

(4) 用 中 值 定理 来 证 明 第 122 节 推 论 1. 还 要 证 明 : 如 果 必 (zx) > 0, 那么 $ (xz) 是 一 个 在 
较 弱 意义 下 的 增 函 数 . 

(5) 用 中 值 定理 来 证 明 第 125 节 末 尾 所 陈述 的 定理 . 

[由 于 8'(0) = 我 们 可 以 求 得 x 的 一 个 小 的 正 数值 , 使 得 {9 (z) 一 $ (0)} /zx 接近 等 于 ci 
这 样 一 来 , 根据 定理 可 知 , 存在 一 个 小 的 正 数值 &, 使 得 8'(&) 接近 等 于 c, 这 与 Jo 路 (zZ) 一 a 
矛盾 , 除非 a = c. 类 似 地 有 1 = c. ] 

(6) 利用 中 值 定理 证 明 第 114 节 的 定理 (6), 假设 所 出 现 的 导数 是 连续 的 . 

[我 们 有 











FP{f (s+h)}— FP{f (2)}= 7 {f(r)+hf (€)} — F {f(z)} 
= hf" (€) F (n), 


其 中 位 于 z 与 z 十 六 之 间 ,位 于 太 (z) 与 f(z) 十 hf (6) 之 间 . ] 
(7) 证 明 : 如 果 





a a Qn— 
0 二 二 


那么 方程 oz?" + alz" 十:… 十 an_iz 二 an 二 0 至 少 有 一 个 介 于 0 和 1 之 间 的 根 . 
(Math. Trip. 1929) 








十 an 三 0， 
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127.” 中 值 定理 ( 续 ) 


积分 论 中 有 一 个 基本 定理 : 如果 对 于 区 间 中 所 有 的 x 值 都 有 V (z) = 0， 屠 
9 (Zz) 在 该 区 间 中 是 一 个 常数 . 我 们 能 用 中 值 定理 来 证 明 它 . 
因为 , 如 果 a 和 是 x 在 该 区 间 中 的 任意 两 个 值 , 那么 
4 人 一 go) 一 (一 of{a+owb 一 oa =0. 
它 的 一 个 直接 推论 是 :如 果 在 一 个 区 间 中 有 几 (z) = ww (zx), 那么 函数 9 (xz) 和 (7x) 
在 该 区 间 中 相差 一 个 常数 . 
128. Cauchy 中 值 定 理 


有 一 个 由 Cauchy 得 出 的 中 值 定 理 的 推广 , 它 在 应 用 中 有 相当 的 重要 性 ? 

如 果 () 6(z) 和 少 (z) 在 闭 区 间 (ou 连续 , 在 该 开 区 间 中 可 导 ; GD) (元 
y(a); (i) 4 Cg) 与 洲 (z) 在 同一 个 > 值 从 不 同时 为 零 , 那么 在 a 与 5 之 间 存 在 
和 4 全 -4 _ # (© 

0) po) we 
当 (x) = 2Zz 时 , 它 转 化 为 中 值 定理 , 在 此 情形 , 附加 的 条 件 自动 得 以 满足 . 
其 证 明 是 第 126 节 中 定理 证 明 的 一 个 直接 推广 . 当 z = a 以 及 z = 时, 函数 


b(n) — SS {wD) — wa) 


取 值 为 零 . 从 而 它 的 导数 在 a 与 5 之 间 的 某 个 & 处 为 零 , 也 就 是 


ey) 9(D) — 人 


人 (D) 一 
如 果 w (5 为 零 的 话 , 则 几 (5) 亦 然 ， 人 因此 w'(&) 关 0, 用 
w' (5) 来 除 就 得 到 定理 . 
条 件 “V(x) 与 w(x) 在 同一 个 xz 值 从 不 同时 为 零 ” 是 很 重要 的 . 例如 , 假设 
a=—1, b=1, f=, v=2. 
那么 $ (0) 一 $ (a) = 0,(0) 一 (a) = 2, 因此 ,只 有 在 W' (8) = 0, 也 就 是 上 = 0 时 ， 
定理 的 结论 才 有 可 能 为 真 . 但 在 此 情形 w' (&) 也 为 零 , 从 而 该 公式 变 得 没有 意义 . 
129. Darboux 的 一 个 定理 








9 (): 


在 第 101 节 中 我 们 证 明了 : 如 果 %(z) 在 (a,5) 中 连续 , 那么 它 能 在 (a,5) 中 取 到 介 于 
g(a) 和 9 (6b) 之 间 的 每 个 值 . 还 有 其 他 类 型 的 函数 具有 这 个 性 质 , 特别 是 导 函 数组 成 的 类 . 如 
果 V(x) 是 函数 9 (xz) 的 导数 , 那么 (不 论 9' (z) 连续 与 否 ) 它 都 有 所 陈述 的 性 质 





@ 见 第 154 节 . 
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如 果 9(z) 在 a<z<6b 中 可 导 , (a) 一 ay 内 (= 有 且 ? 介 于 a 和 月 之 间 ,那么 
在 a 和 昌之 间 存 在 一 个 E 使 得 办 (5) = 7 
例如 , 假设 a < y < 6, 并 令 
Vz) =P(7)—7Y(7— 0). 
那么 少 (z) 是 连续 的 , 从 而 它 在 (a,5) 中 的 某 个 点 《 处 可 以 取 到 它 在 (a,5) 中 的 下 界 . 这 个 点 
不 可 能 是 a 或 者 b, 这 是 因为 
Vy (a)=a-y<0 wv(0)=6-y>0. 
于 是 少 (z) 在 a 与 5 之 间 的 一 个 点 € 处 有 一 个 极 小 值 ”, 从 而 有 ww (&) = 0, 此 即 $1(&) = . 
130. 积 


我 们 已 经 看 到 了 在 各 种 不 同 的 情形 如 何 来 求 出 一 个 给 定 函 数 $ (xz) 的 导数 ， 
这 也 包含 了 那些 最 常 出 现 的 情形 . 自然 要 考虑 相反 的 问题 : 确定 一 个 函数 , 使 它 的 
导数 是 一 个 给 定 的 函数 . 

假设 少 (z) 是 给 定 的 函数 ， 那 么 我 们 希望 确定 一 个 函数 ,使 得 有 V(x) = 
少 (z). 稍 作 思考 指出 , 此 问题 实际 上 可 以 分 成 三 个 部 分 . 

(1) 首先 , 我 们 想 要 知道 这 样 的 函数 是 否 存在 . 必须 将 这 个 问题 与 “我 们 是 否 
能 找到 一 个 简单 的 公式 来 表示 这 个 函数 (假设 存在 这 样 的 函数 )” 仔 细 地 区 分 开 来 . 

(2) 我 们 想 要 知道 是 否 可 能 有 多 于 一 个 这 样 的 函数 存在 , 即 这 个 问题 的 解 是 否 
是 唯一 的 ， 如果 问 题 的 解 不 是 唯一 的 , 那么 在 这 些 不 同 的 解 之 间 是 否 存 在 一 种 特 
殊 的 关系 , 使 得 我 们 能 够 用 其 中 任何 一 个 特殊 的 解 就 能 将 所 有 的 解 表达 出 来 ? 

(3) 如 果 有 一 个 解 存在 , 我 们 希望 知道 怎样 求 出 它 的 一 个 实际 的 表达 式 . 

如 果 我 们 将 这 三 个 问题 与 关于 函数 求 导 所 提出 来 的 三 个 对 应 问题 加 以 比较 . 
就 会 为 解读 这 三 个 问题 的 本 质 带 来 新 思路 . 

(1) 函数 $ (xz) 有 可 能 对 所 有 的 z 值 都 有 导数 . 例如 , 像 z” 这 样 . 其 中 m 是 
正 整 数 , 或 者 像 snz 这样. 它 也 有 可 能 对 某 个 特殊 的 xz 值 有 一 个 例外 , 像 tan x 
或 者 secz 这 样 . 或 者 它 根 本 没有 导数 , 就 像 例 XXXVII 第 (20) 题 中 的 函数 那样 ， 
它 甚 至 对 任何 x 都 不 是 连续 的 . 

最 后 这 个 函数 对 每 个 x 都 是 间断 的 , 而 tanz 和 secz 在 除了 间断 的 点 之 外 
都 是 可 导 的 . Wz 的 例子 表明 : 一 个 连续 函数 有 可 能 对 特殊 的 x 值 (在 这 里 是 对 
2 = 0) 没有 导数 . 是否 存在 根本 没有 导数 的 连续 函数 或 者 是 否 存在 根本 没有 切 
线 的 连续 曲线 呢 ? 这 是 一 个 到 目前 为 止 仍然 超出 我 们 能 力 范 围 的 更 深层 次 的 问题 . 
常识 给 出 的 回答 是 不 存在 . 但 是 . 如 同 我 们 在 第 112 节 中 已 经 说 过 的 , 这 是 一 个 在 
高 等 数学 中 常识 被 证 明 有 误 的 例子 . 


外 不 一 定 是 严格 意义 下 的 极 小 值 ; 请 参见 第 123 节 倒 数 第 二 段 . 
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但 是 , 无 论 如 何 显然 可 见 的 是 , “9 (x) 有 导数 9' (z) 吗 ? ”这 一 问题 都 是 一 个 
在 不 同情 况 会 有 不 同 答案 的 问题 . 可 以 期 竺 “是否 存 在 以 (x) 作为 其 导 函 数 的 
函数 %(z)? ”这 一 问题 也 会 有 不 同 的 答案 . 我 们 已 经 看 到 , 有 这 样 的 情形 存在 , 在 
这 种 情形 里 问题 的 答案 是 否定 的 . 例如 , 如 果 w(x) 根据 x 是 小 于 零 、 等 于 零 还 是 
大 于 零 而 分 别 取 值 为 a,b 或 者 c, 那么 , 除非 a = 5 = c, 否则 问题 的 答案 是 这 样 的 
函数 不 存在 ( 例 XLVII 第 (5) 题 ). 

这 是 给 出 的 函数 为 间断 的 情形 . 然而 , 一 般 来 说 , 在 下 面 我 们 会 假设 (x) 是 
连续 的 . 此 时 间 题 的 答案 就 是 肯定 的 : 如 果 w(x) 是 连续 的 , 那么 总 有 这 样 的 函数 
9 (Zz) 存在 , 使 得 办 (z) = vw (x). 我 们 将 在 第 7 章 中 给 出 这 个 结论 的 证 明 . 

(2) 第 二 个 问题 没有 什么 困难 . 在 求 导 的 情形 我 们 有 导数 的 直接 定义 . 由 此 从 
一 开始 就 很 显然 不 可 能 有 多 于 一 个 解答 . 在 相反 的 问题 中 , 答案 几乎 同样 简单 , 这 
个 答案 就 是 : 如 果 yp (x) 是 一 个 解 , 那么 , 对 于 任意 的 C 值 , $ (x) 十 C 都 是 另外 一 
个 解 , 而 且 所 有 可 能 的 解答 都 包含 在 形 如 9 (x) 十 C 的 表达 式 之 中 . 这 可 以 立即 由 
第 127 节 推 出 . 

(3) 当 $ (x) 是 用 通常 的 函数 符号 的 某 个 有 限 组 合 所 定义 的 任何 一 个 函数 时 ， 
实际 寻求 9' (z) 的 问题 相对 来 说 是 一 个 较 简单 的 问题 . 而 相反 的 问题 则 要 困难 得 
多 . 这 种 困难 的 本 质 以 后 将 会 更 加 清楚 地 显现 . 

定义 如 果 消 (x) 是 (2) 的 导数 ,那么 我 们 就 称 (1) 是 功 (z) 的 一 个 积 
(integral), 或 者 积分 函数 (integral function)?. 从 小 (Zz) 构造 出 $ (x) 的 运算 称 为 
积分 法 (integration). 

我 们 将 用 记号 








$0)= | $a 
表示 积分 函数 . 几乎 不 需要 指出 , 无 论 如 何在 目前 必须 像 对 待 那样 ,将 / a 
单纯 地 视 为 一 个 运算 符号 : / 和 dz 本 身 的 含义 并 不 比 另 一 个 运算 符号 中 的 4 和 
dz 的 含义 更 多 . 
131. 实际 的 积分 问题 

本 音 前 面部 分 的 结果 使 得 我 们 能 立即 写 出 某 些 最 常见 函数 的 积分 . 例如 


zm+tl 

J 二 fo Zd2 = sin Z， fs 2Zd2 = — cosx. (1) 
m1 

这 些 公 式 必 须 被 理解 成 这 样 的 含义 : 右边 的 函数 是 积分 号 下 的 函数 的 一 个 积 

最 一 般 的 积分 当然 是 在 右边 函数 上 加 一 个 常数 C, 这 个 常数 称 为 积分 的 任意 











现代 数学 语言 称 %(z) 是 %(z) 的 一 个 原 函 数 ， 而 将 %(z) 的 所 有 原 函 数 做 成 的 集合 称 为 小 (z) 的 不 定 积分 . 
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然而 , 对 于 第 一 个 公式 还 有 m = 一 1 这 种 例外 情形 . 正如 我 们 所 料 , 在 此 情形 
该 公式 变 得 没有 意义 , 因为 我 们 已 经 看 到 ( 例 XLII 第 (4) 题 ), 1/z 不 可 能 是 任何 
多 项 式 或 者 有 理 分 式 函 数 的 导数 . 
下 一 章 将 要 证 明 , 确实 有 一 个 函数 (x) 存在, 使 得 D,F (x) = 1/x. 目前 我 
们 仪 满足 于 假设 它 的 存在 性 .这 个 函数 F(x) 一 定 不 是 多 项 式 或 者 有 理 了 水 数 ; 可 
以 证 明 , 它 也 不 是 代数 函数 . 的 确 可 证 明 , F(x) 是 一 个 本 质 上 全 新 的 函数 , 它 与 我 
们 已 经 考虑 过 的 任何 一 类 函数 无 关 , 也 就 是 说 , 不 可 能 用 与 它们 相对 应 的 那些 函 
数 符号 的 任何 有 限 组 合 来 表示 下 (z). 此 结论 的 证 明 过 于 琐 细 , 因此 没有 放 在 本 书 
中 ; 不 过 , 有 关 这 个 论题 的 某 些 进一步 讨论 可 以 在 第 9 章 找 到 , 在 那里 对 (7x) 的 
性 质 作 了 系统 的 研究 . 
首先 假设 z 是 正 的 . 此 时 记 
dz 
二 log 7Z， (2) 
我 们 将 把 这 个 方程 右边 的 函数 称 为 对 数 函 数 (logarithmic function), 到 目前 为 止 
它 只 对 正 的 x 有 定义 . 
其 次 假设 z 是 负 的 . 此 时 -7z 是 正 的 , log (一 x) 有 前 面 所 述 的 定义 . 同样 有 








d —1 1 
i180)= = 
所 以 当 z 为 负数 时 就 有 
全 =-ogCa， (3) 
公式 (2) 和 (3) 可 以 合成 一 个 公式 
d 
二 = log (+7x) = log |z|, (4) 


其 中 不 确定 的 符号 的 选取 是 要 保证 土 x 是 正 的 . 这 些 公 式 对 于 除 z = 0 以 外 的 所 
有 z 值 都 成 立 . 
在 第 9 章 中 将 要 证 明 的 logz 的 最 基本 性 质 由 以 下 诸 等 式 表 示 : 








logl=0, log(1l/zx)=—logx, logxy = logz + logy. 


其 中 第 二 个 公式 是 第 一 和 第 三 个 公式 的 显然 推论 . 对 于 本 章 的 目的 来 说 , 实际 上 并 不 需要 假设 
这 些 公式 中 任何 一 个 公式 成 立 ; 但 是 它们 有 时 使 我 们 能 以 比 其 他 情形 下 可 能 得 到 的 公式 形式 更 
加 紧凑 的 形式 写 出 我 们 的 公式 . 

由 上 面 最 后 一 个 公式 得 出 : 如 果 z > 0. 则 log zx? 等 于 2logz, 而 当 x < 0 时 它 等 于 
21og (一 z), 在 随便 哪 一 种 情形 它 都 等 于 2log |z|. 于 是 (4) 等 价 于 


d 1 
= 518. (5) 
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(1)~(3) 中 的 5 个 公式 是 积分 学 的 5 个 最 基本 的 标准 公式 . 应 该 向 它们 当中 
再 添加 2 个 公式 , 即 


/ arcta 和 arcsin x.° (6) 
~ 二 Ar 卫 化 ， 一 天 一 一 工 arCSID 之 . 
1 十 22 A 





132. 多 项 式 


第 114 节 的 所 有 一 般 性 定理 都 可 以 表述 成 积分 学 的 定理 . 例如 . 首先 我 们 有 
公式 


[ {r+ ro) = {faet Fl)as, 上 


f ir (var = /radr (2) 


当然 . 这 里 假设 了 任意 常数 要 适当 加 以 调节 . 例如 , 公式 (1) 的 结论 是 : f(z) 的 
任意 一 个 积分 与 (zx) 的 任意 一 个 积分 之 和 都 是 f(x) 十 五 (z) 的 一 个 积 

这 些 定理 使 得 我 们 能 立即 写 出 形 如 4,f (x) 的 任何 形式 的 函数 的 积分 , 该 
函数 是 积分 为 已 知 的 有 限 多 个 函数 的 常数 倍 之 和 特别 地 , 我 们 可 以 写 出 任何 多 
项 式 的 积分 , 例如 





oo + a te ton) de = | 上 十 anZ. 


133. 有 理子 数 

下 面 自然 要 将 我 们 的 注意 力 转 问 有 理 函 数 . 假设 R(x) 是 用 第 118 节 中 的 
标准 形式 表达 的 任意 一 个 有 理 函 数 ， 也 就 是 用 一 个 多 项 式 厅 (x) 和 若干 个 形 如 
A/ (x 一 a)? 的 项 之 和 所 表示 的 函数 . 

我 们 能 立即 写 出 多 项 式 的 积分 以 及 除了 p = 1 之 外 的 所 有 其 他 项 的 积分 , 这 
是 因为 , 不 论 a 是 实数 还 是 复数 , 我 们 都 有 (第 118 节 ) 


/ 于 1 
人 
2 三 1 对 应 的 项 的 积分 有 更 多 的 困难 . 根据 第 114 节 定 理 (6) 立即 推出 

/ F' {fF (s) de = F{f (0)}. (3) 


特别 地 , 如 果 取 f (x) = az 十 5, 其 中 a 和 4 是 实数 , 并 将 了 (x) 记 为 $B (7z), 将 
站 (z) 记 为 (7z), 所 以 9$(z) 是 (zx) 的 积分 , 我 们 得 到 


f wlart har = io(rtD). (4) 








@ 确定 正 负 号 的 规则 请 见 第 120 节 . 
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此 我 们 有 





/ ee 
一 二 ax 
ar+i+b a 8 


特别 地 , 如 果 a 是 实数 , 则 有 


dz 
一 -一 =log|lz 一 al|. 
2 一 和 Q 


于 是 , 我 们 可 以 对 p = 1 且 a 为 实数 的 情形 写 出 RR(z) 中 所 有 的 项 的 积分 , 剩 下 
的 就 是 p = 1 且 a 为 复数 的 项 了 . 

为 了 处 理 这 些 项 , 我 们 要 引进 一 个 限制 性 的 假设 , 即 假设 : R(x) 中 所 有 的 系 
数 都 是 实 的 . 那么 , 如 果 a = 7 二 站 是 @ (zx) =0 的 一 个 重 数 为 m 的 根 , 那么 它 的 
共 斩 复 数 a = 一 6i 亦 然 ; 如 果 一 个 部 分 分 式 Ay/ (x 一 aq)? 在 R(x) 的 表达 式 中 
出 现 , 则 4;y/ (z -可 亦 然 , 其 中 4 是 4 的 共 轿 复数 . 这 由 用 来 寻求 部 分 分 式 
分 解 的 代数 过 程 的 性 质 就 可 以 得 出 来 , 它 在 有 关 代 数学 的 专著 中 ?有 详尽 的 介绍 . 

例如 ， 如 果 在 R(x) 的 部 分 分 式 中 出 现 了 一 项 (和 十 ni/ (z 一 7 一 夺 ), 那么 
(人 和 一)/(z 一 7 十 看) 亦 会 在 其 中 出 现 , 这 两 项 之 和 是 


2{AC 一 7 一 A6 





人 二 人 2 
在 实际 问题 中 这 个 分 式 的 最 一 般 形式 是 
Az+B 
a22 十 207 十 c” 
其 中 刀 < ac. 读者 很 容易 验证 这 两 种 形式 的 等 价 性 , ,jy,6 用 4, B,a,b,c 来 表 
达 的 公式 是 4 D b VA 


oD a 
其 中 A=ac-W,D=aB-bA. 
在 (3) 中 假设 {f(z)} 就 是 log|f (z)|, 可 得 





[ FO = we) (9) 
进一步 假设 f(x) = (x 一 入 ?十 12, 我 们 就 得 到 
2 (Zz ey 入 ) 2 2 
/有 az=ag{fle 玉 + hs 


= A 十 2 
又 根据 第 131 节 中 的 方程 (6) 以 及 上 面 的 (4), 可 得 


让 人 dz = 一 20 arctan ( 时 >) 
(z—AN) 十/ H 


@ 例如 , 可 参见 Chrystal 所 著 Algebra 一 书 第 2 版 第 I 卷 第 151~159 页 . 
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这 两 个 公式 使 得 我 们 能 够 对 于 R(x) 的 表达 式 中 所 考虑 的 两 项 之 和 进行 积分 ; 这 
样 我 们 就 能 写 出 任何 实 有 理 冰 数 的 积分 , 如 果 它 的 分 母 中 的 所 有 的 因子 都 能 被 确 
定 出 来 . 任何 这 样 一 个 函数 的 积分 都 是 由 一 个 多 项 式 、 若 干 个 形 如 
4 1 
p—1(z— a 

的 有 理 函 数 、 若 干 个 对 数 函 数 以 及 若干 个 反正 切 函 数 之 和 所 组 成 的 . 

现在 仅 需要 添加 如 下 一 点 : 如 果 a 是 复数 , 那么 刚刚 写 出 来 的 那个 有 理 函 数 
总 是 会 与 另外 一 个 有 理 函 数 (在 该 有 理 函 数 中 将 4 和 a 分 别 用 它们 的 共 粥 复数 
取代 而 得 到 ) 一 起 出 现 , 且 这 两 个 函数 的 和 是 一 个 实 的 有 理 函 数 . 

例 XLVIII 

(1) 证 明 : 如 果 A < 0, 则 有 








Az+B 
a22 十 207 十 c 


az++b—VvV—A 
Ss aZ 十 D 十 V 一 人 








》 


dz 一 4 log |X| 十 
2a 








万 
2aV 一 人 
其 中 X=az2+25 二 ci 如果 和 A>0, 则 有 











二 二 业 放 5 2 arctan (加 二 )， 
QZ2 十 207 十 c 2a avVA VA 


其 中 , A 和 DD 在 本 节 前 面 已 给 出 定义 . 
(2) 在 uc = b> 这 一 特殊 情形 , 该 积分 是 


D 
a (az + 5b) 


(3) 证 明 : 如 果 Q (z) = 0 的 根 全 都 是 实数 , 且 各 不 相同 , 又 已 (z) 的 阶 小 于 Q (zx) 的 阶 ， 


那么 全 畏 
/adtz= 工 记名 loglz 一 al|， 


其 中 的 求 和 取 遍 @ (z) = 0 的 所 有 根 . 
[与 a 对 应 的 部 分 分 式 的 形状 可 以 由 下 面 的 事实 导出 : 





下 
a 














—Q ZL Eo 
mi ?0 (oh (2 J 


(4) 如 果 Q (z) 的 所 有 根 都 是 实数 , a 是 二 重 根 , 其 他 根 都 是 单 根 , 已 (z) 的 阶 小 于 Q (zx) 
的 阶 , 那么 其 积分 是 4/(z 一 a) 十 4'log|z 一 al 十 Blog|x 一 Bl, 其 中 


2P (a) , _ 2{3P’ (ae (ao 一 Po (0)} P(B) 
人 Q” (oa)” 3{Q" (oa)} et Q’ (9) 
求 和 取 遍 Q (z) = 0 的 蜡 于 a 的 所 有 根 5. 
(5) 计算 


.| 











/ dz 
{(z 1) (c+) 














134. 有 理 函 数 的 实际 积分 法 的 注 记 。” 203 
[其 部 分 分 式 的 表达 式 是 
上 1 i 2 一 i i 2 十 i 
4(z—1)* 2(z—1) 8(z—i) 8(z—i) 8(z+i)* 8(z+i)’ 
它 的 积分 是 
1 1 1 1 1 
4(z -1) A4(z2+1) 本 log | 1| 十 了 log (z+1) 十 本 arctan z. ] 
(6) 求 下 列 函 数 的 积分 
化 ba Zz z 
-zzC-o9 Go- (ec-a (zr-0) Co 
这 rx? rx? We a? zr? ns Q2 





(zx?2 十 a2) (Z2 十 D2) (zx?2 十 a2) (z2 十 02)” 人 2 (x?2 十 a2) 


(7) 求 下 列 函数 的 积分 


3 



































z z z 
(2— D+l)’” 1+23 (z—1) (rz3+1) 
(Math. Trip. 1924, 1926, 1934) 
(8) 证 明 公 式 
dz 1 1 十 ZV2 十 22 ZV2 
人 
J 1 { lo (TS ) +2aetemn (PS ))} 
l+zx 4v2 8 1— xzV2+x? 1 一 2Zz2/ | 
dz el 1 十 二 十 2Z2 ZV3 
人 黄 { 人 so( 芋 于 到) +aactan( 记 入) 
134. 有理 函 数 的 实际 积分 法 的 注 记 


第 133 节 的 分 析 给 我 们 提供 一 个 很 一 般 的 方法 . 只 要 我 们 能 求解 方程 8 (zx) = 0, 用 此 方 
法 就 可 以 求 出 任何 实 有 理 函 数 R(xz) 的 积分 . 在 (如 同上 面 第 (5) 题 那样 ) 简单 的 情形 , 应 用 
这 个 方法 是 相当 容易 的 ， 而 在 更 为 复杂 的 情形 , 有 时 候 此 方法 因 过 于 耗 时 而 无 法 应 用 ,需要 用 
其 他 的 方法 求解 . 详细 讨论 实际 的 积分 问题 并 不 是 本 书 的 目的 . 希望 对 此 有 更 充分 了 解 的 读者 
可 以 参考 Goursat 所 著 Cours d’analyse 一 书 第 3 版 第 I 工 卷 第 246 页 以 及 其 后 各 页 的 内 容 、 
Bertrand 所 著 Calcul intégral 一 书 以 及 Bromwich 所 著 Blementary integrals 一 书 (Bowes 
and Bowes, 1911). 


如 果 方 程 @ (z) = 0 不 能 用 代数 方法 求解 , 那么 部 分 分 式 方法 自然 也 就 失效 了 , 从 而 我 们 
不 得 不 求助 于 其 他 方法 ”. 





@ 参见 作者 的 专著 The integration of functions of a single variable (Cambridge Tracts in Math-ematics, 
No. 2, 第 2 版 . 1916 年 ). 在 实际 问题 中 这 种 情况 并 不 是 经 常 发 生 的 . 
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135. 代数 函数 
接 下 来 自然 要 转向 代数 函数 的 积分 问题 . 我们 来 考虑 y 的 积分 问题 , 其 中 y 
是 z 的 代数 函数 . 不 过 , 考虑 外 表 上 更 加 一 般 的 函数 , 也 就 是 研究 
Re dz 
是 很 方便 的 , 这 里 R(x,y) 是 x 和 的 有 理 函 数 . 这 种 形式 的 更 大 的 一 般 性 仅仅 
是 表面 上 的 , 因为 R(xz,y) 本 身 就 是 x 的 一 个 代数 函数 .选择 这 种 形式 是 为 了 寻 
求 方便 , 像 





DZ 二 十 Vaz2 十 207 十 C 














DZ 十 9 azZ2 十 207 十 c 
这 样 一 个 函数 , 将 它 看 成 x 和 简单 代数 函数 Vaz7 了 二 3605 十 c 的 一 个 有 理 函数 , 要 
比 直接 将 它 本 身 视 为 x 的 一 个 代数 函数 要 更 加 方便 . 
136. 换 元 积分 法 和 有 理化 积分 法 
由 第 133 节 的 方程 (3) 得 到 : 如 果 / 人 


/ yp {FOF (Oat = 9 {f(D}. 上 


上 式 提供 了 一 个 方法 , 使 我 们 能 在 大 量 的 积分 形式 并 不 是 简洁 明了 的 情形 中 确定 
少 (z) 的 积分 ， 它 可 以 如 下 叙述 成 一 个 法 则 : 令 z = f(t), 其 中 f(t) 是 一 个 新 
变量 t 的 任意 一 个 函数 , 这 个 新 变量 可 以 方便 地 加 以 选取 ; 用 f'(t) 与 之 相 乘 , 并 
确定 (如 果 可 能 的 话 ) 由 {站 (人 轨 } f(t) 的 积分 ; 将 此 结果 用 z 的 函数 予以 表示 . 常 
可 发 现 : 应 用 此 法 则 得 到 的 t 的 函数 是 很 容易 算出 其 积分 的 函数 .例如 , 如 果 它 
是 一 个 有 理 函 数 , 就 总 会 是 这 种 情形 , 而 且 常 可 选取 zx 和 之 间 的 关系 以 使 得 这 
种 情形 得 以 发 生 ， 例 如 , (Vz) 的 积分 可 以 通过 代 换 x = 女 转化 为 24R(t)” 的 
积分 , 即 转化 为 t 的 一 个 有 理 函 数 的 积分 , 这 种 求 积 分 的 方法 称 为 有 理化 积分 法 
(integration by rationalisation). 

此 方法 显然 可 以 直接 应 用 于 所 考虑 的 问题 . 如 果 我 们 能 找到 一 个 变量 t, 使 得 
2 和 两 者 都 是 t 的 有 理 函 数 , 比方 说 x 二 Ri(t),y = R2 (4t), 那么 


ee / R{Ri CD Ra (D} R’ (tdt, 
后 面 这 个 积分 ( 它 是 上 的 一 个 有 理 函 数 的 积分 ) 可 以 用 第 133 节 中 的 方法 加 以 计算 . 
重要 的 是 要 知道 : 什么 时 候 能 求 得 一 个 连接 x 和 vy 的 辅助 变量 t, 不 过 我 们 
目前 还 不 可 能 讨论 这 个 一 般 性 的 问题 83. 我 们 必须 限于 研究 几 个 简单 的 情形 . 


@ 原 书 此 处 误 写 为 24R (t2). 一 译 者 注 
@ 见 第 203 页 所 引用 的 著作 . 
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137. 与 圆锥 曲线 有 关 的 积分 
假设 x 和 y 是 由 一 个 形 如 
az2 +2hry+by +2gri+2fy+c=0 


的 方程 联系 在 一 起 的 . 换 句 话说 , y ( 视 为 z 的 函数 ) 的 图 形 是 一 条 圆锥 曲线 . 假设 
(&,n) 是 该 圆锥 曲线 上 一 个 点 , 并 令 xz 一 二 匀 ,y 一 = 二. 如 果 z 和 之 间 的 关 
系 是 用 X 和 YY 来 表示 的 , 它 取 如 下 形式 


aX2 +2hXY +bY?+2GX +2FY =0, 























其 路 = ht 十 bn 十 G = aé 十 hn 十 9. 在 这 个 方程 中 团 了 = tX. 此 时 将 会 
现 : X 和 了 (于 是 也 有 zx 和 y) 都 是 上 的 有 理 函 数 . 实际 的 公式 是 
2(G+Ft) 2t(G+Ft) 
WM 
因此 可 以 执行 上 一 节 所 描述 的 有 理化 过 程 . 
读者 可 以 验证 
| | = 1 | 2 dz 
hz+by+f= 3 (a+2 2ht Hb) 下， 
所 以 dz dt 
/i- 2 / rm 


当 及 > ab 时 , 按照 下 面 的 做 法 来 进行 是 有 一 定好 处 的 . 此 圆锥 曲线 是 一 条 

双 曲 线 , 其 渐 近 线 平行 于 直线 
a22 + 2hzvy 十 bj” = 0, 
也 就 是 平行 于 , 比方 说 
b(y— nr) (y— Hz)=0. 
如 果 令 y 一 jz = 性 就 得 到 
2gz 二 2fy 二 ce 
bt ’ 

显然 , x 和 y 可 以 作为 t 的 有 理 函 数 而 由 这 些 方程 计算 出 来 我 们 将 通过 对 一 个 
重要 的 特殊 情形 的 应 用 来 描述 这 一 过 程 . 





/ 
y— HT=t,y- HY= 


138. 





积分 | 三 
Vaz2 十 20z 十 c 


特别 地 , 假设 y= ax? 十 207 + c, 其 中 a > 0. 我 们 将 会 发 现 , 如 果 令 y 十 xVa = t, 则 可 
得 到 
sd (2 + ce) Va 20t (B+o) Vat 20t 


“于 4 tVat+b 








所 以 
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b 
ZWVa 二 yy 十 一 


ss a a | 
i Va Va 
特别 地 , 如 果 a = 1,5 = 0,c = a2, 或 者 a = 1,b == 0,c= 一 2, 就 得 到 


[a 
ee 应 该 将 这 些 公式 与 第 三 个 公式 





(1) 








ZL 
bt 了 3 
arcsin (3) 


) 二 a 
结合 在 一 起 , 公式 (3) 与 本 节 中 的 一 般 性 积分 当 a < 0 时 的 情形 对 应 . 在 (3) 中 假设 了 a > 0， 
如 果 a < 0, 则 该 积分 为 arcsin (z/ |a|) (参见 第 120 节 ). 实际 上 我 们 应 该 将 一 般 性 的 积分 转化 
成 (如 同 下 一 节 中 所 述 ) 这 些 标准 形式 的 积分 中 的 某 一 个 来 加 以 计算 . 
公式 (3) 形式 上 与 (2) 有 很 大 的 不 同 : 读者 要 等 到 读 完 第 10 章 之 后 才 可 能 对 它们 之 间 的 
联系 有 真正 的 理解 . 
和 AZ 十 几 


139. 积分 / 
Vaxzx? 十 2bz 十 
在 所 有 情况 下 都 可 以 用 上 面 几 节 的 结果 来 求解 该 积分 ， 最 方便 的 方法 如 下 . 
由 于 




















Nb 
Mth= (T+)+h 
ed 二 Var? ++ 207r+o, 





i 
我 们 有 
Mrz+pdr _A 和 Se 2 7 
.Ne | ji 
在 最 后 这 个 积分 中 , a 可 以 是 正 数 或 者 负数 ， 如果 a 是 正 数 ， 就 令 za 十 
ba-3 二 t, 此 时 我 们 得 到 








1 
Va | VBER 
其 中 & = (ac 一 避 ) /a 如果 a 是 负数 , 就 用 4 代替 -a, 并 令 zA3 一 054-3 = 
此 时 我 们 得 到 











V—a Vk 
这 样 看 来 , 在 任何 情形 这 种 积分 的 计算 都 依赖 于 第 138 节 考 虑 过 的 积分 的 计 
算 , 而 且 这 种 积分 可 以 化 为 三 种 形式 的 积分 


中 的 某 一 种 . 


141. 分 部 积分 207 





140. 积分 / (Az + 14) Vaz2 十 2bz 十 cdz 
按照 同样 的 方法 我 们 得 到 
f Crt van Ta toe = (ar? + abet d+(n- OE) /ed 
最 后 这 个 积分 可 以 化 为 以 下 三 种 形式 之 一 
f ver eat, ad {Veeat. 
为 了 得 到 这 些 积分 , 在 这 里 引进 积分 学 的 另外 一 个 一 般 性 定理 是 很 方便 的 . 
141. 分 部 积分 


分 部 积分 的 定理 只 不 过 是 在 第 114 节 中 的 乘积 的 求 导 法 则 的 另外 一 种 表述 而 
已 . 由 第 114 节 中 的 定理 (3) 立即 可 以 得 出 


fr wr zr)dr=f D)— #0 )F (zx 
有 可 能 发 生 这 样 的 情况 : 我 们 想 要 求 其 积分 的 函数 可 以 表示 成 形式 f(z) F(z)， 
而 f(z) r(x) 是 可 以 积分 的 . 例如 , 假设 %(z) = zy (x), 其 中 必 (z) 是 一 个 已 知 
函数 x (z) 的 二 阶 导数 . 那么 
jdz= f ax’ (Was =ax (8) {x (8dr =ax (0) — xe) 
将 此 积分 方法 应 用 到 上 一 节 的 积分 中 去 , 我 们 就 能 说 明 这 种 积分 方法 的 功效 . 取 
f(z)=arztib, F(z)= Var?+2br+i+ce=Yy. 
可 得 
(az 十 中 加 2 /dz 
a /var = (or + Dy 1 dz=(az+b)y a | yar+ (oe 中 / 宇 . 
所 以 | 中 a 
_ larz+0o)y ac— 2 
f yar 2a 2a / y 
我 们 已 经 知道 (第 138 节 ) 怎样 计算 最 后 这 个 积 


例 XLIX 
(1) 证 明 : 如 果 a > 0, 那么 


1 1 
/大 十 a2dz = 52ZV 2 十 Q2 十 30 log (z 二 Vx? ror) ; 
1 下 
[v= dr = 57 22 一 Q2 za2log (z+ 五 -05) ， 
/var = SrVo a Sa? arcsin ©. 
ey 
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(2) 用 代 换 x = asin 0 计算 积分 / /ve 一 Z2dz, 并 验证 其 结果 与 第 138 节 


以 及 第 (1) 题 中 所 得 的 结果 一 致 . 
(3) 用 代 换 az 十 b= 1/t 以 及 x = 1/w 证 明 (使 用 第 133 以 及 141 节 中 的 记号 ) 


/入 QZ 十 b pbZ 十 c 
Ay y3 Ay 


(4) 用 三 种 方法 计算 / 天 全 一 一 i) 用 前 几 节 中 的 方法 ，(i 用 代 换 





J 
(0—z)/(z—a)=t 


以 及 (十) 用 代 换 x = acos? 0 十 bsin? 0; 其 中 65 > a. 并 验证 其 结果 是 一 致 的 . 
(5) 用 代 换 
(az=tan0，(biv=z 妇 +1 











3 
求 人 的 积分 , 并 验证 这 些 结果 是 一 致 的 . (Math. Trip. 1933) 
2 
(6) 求 
1 1 z+1 ba 1 
Z(1+z5)” (a+z)Vetr wvVAri+l Vii+ri+l zz6V7Z2 十 0 
的 积分 . (Math. Trip. 1923, 1925, 1927, 1929) 





(7) 用 代 换 2z 十 a 二 b= 二 = 3 Le (如 十 ?>), 或 者 用 Vz 十 a 一 Vx 十 b 乘 以 分 子 和 分 母 
来 证 明 : 如 果 a > b, 则 有 








1 1 
/ A 5 (t+ 让) 
(8) 求 一 个 代 换 , 使 得 能 将 / 2 。 转化 为 有 理 函数 的 积 
(za)?7+ (roa)? 


(Math. Trip. 1899) 
(9) 证 明 : 代 换 az 十 5 二 vy” 将 /a (& Wax 十 5)dz 化 为 有 理 函 数 的 积 
(10) 证 明 


fr ras=F (0) Pe) -f(r (+ /f(s)r 


且 一 般 地 有 
人 


三 JJ) / f (2) FI (z) dx. 


(11) 积分 [ (1 十 x)?”x?dz (其 中 p 和 9 是 有 理 数 ) 在 三 种 情形 下 可 以 求 出 , 即 (i) 如 果 p 
是 整数 , (ii) 如 果 gq 是 整数 以 及 (iii) 如 果 p 十 g 是 整数 . [在 情形 (i), 令 x = wus, 其 中 s 是 g 的 
分 母 ; 在 情形 (让 ), 令 1 十 xz = 妇 , 其 中 s 是 p 的 分 母 ; 在 情形 (说), 令 1+z= xt, 其 中 s 是 p 
的 分 母 . ] 

(12) 可 以 用 代 换 az” = bt 把 积分 | z”(az” 十 5)? dz 化 成 上 题 中 的 积分 ， [实际 上 , 用 一 
个 “化 简 公 式 ” 来 计算 这 种 类 型 的 特殊 积分 常常 是 最 为 方便 的 (参见 第 6 章 杂 例 第 55 题 ). ] 











142. 一 般 的 积分 BR(z,y) dzx, 其 中 =ar ?+2br+c 209 


4 a > 2 
由 Q t C t 
把 积分 [R(x, Vaz 十 Vez 十 d) dz 转化 为 有 理 函 数 的 积 
(14) 将 /RR(z,y) dz 化 为 有 理 函 数 的 积分 , 其 中 内 (z 一 了 = zx? [ 令 y = t 志 , 我 们 得 到 
z=1/{t (1-t)},vy=1 {tt)}.] 
(15) 当 (a) y(z 一切 = 2 (pb) (z2 十 好 ) = a? (z2 - 妇 ) 时 用 同样 的 方法 化 简 此 积 
[在 情形 (a) 令 z 一 y =, 在 情形 (b) 令 z2 + =t(z = 切 , 此 时 我 们 得 到 


(13) 可 以 用 代 换 











z=at (2 +o) / (t+ad), y= oat(F oa)/(t +ad).] 





(60) 如 果 y(z 一 = 那么/ 2 = 3108 {一 芒 一 1) 


dz 1 22 十 32 
(17) 如 果 (z?+o2) = 2c? (z2 一 所) ,那么 / yo) es ( rT—Yy ) 








142. 一 般 的 积分 [ R(x,y) dz, 其 中 y? 二 ax? 十 2bzx 十 c 
依照 第 137 节 中 的 方式 , 与 特殊 的 圆锥 曲线 y= ax? + 20x 十 c 相伴 的 最 一 般 的 积分 是 
fa (% VX) dz, (1) 


其 中 久 = w= ax? 十 2bz 十 c. 我 们 假设 R 是 实 函 数 . 
被 积 函 数 形 如 P/Q, 其 中 P 和 Q@ 是 关于 x 和 VX 的 多 项 式 . 因此 被 积 函数 可 以 化 为 形式 
A+BVX (A+BVX)(C-DVX) 
CTD CC — DX 
其 中 4, B,… 都 是 z 的 有 理 函 数 . 这 里 出 现 的 唯一 的 新 问题 是 形 如 FVX 的 一 个 函数 的 积 
或 者 换 一 个 同样 的 说 法 , 是 一 个 形 如 G/VX 的 函数 的 积分 , 其 中 G 是 x 的 有 理 函 数 . 我 们 总 
可 以 通过 将 G 分 解 成 部 分 分 式 来 计算 积 


J ——dzx. (2) 


当 我 们 这 样 做 的 时 候 , 可 能 出 现 三 种 不 同类 型 的 积 
(i) 首先 , 可 能 出 现形 如 
a ”所 (3) 


的 积分 , 其 中 m 是 正 整 数 . m = 0 和 m = 1 的 情形 已 经 在 第 139 节 中 处 理 过 了 . 为 了 计算 与 
大 的 m 值 对 应 的 积分 , 我 们 注意 到 

d ne 本 人 (azx + 5b) ed 2 Br™- ll + yr™ 2 
(2 vX) =m-Dz VX 十 v 芝 -过 
其 中 a, 8,y 是 常数 , 它们 的 值 容易 计算 出 来 . 显然 , 当 对 此 等 式 进行 积分 时 , 我 们 就 得 到 类 型 
(3) 的 三 个 相 邻 接 的 积分 之 间 的 一 个 关系 . 由 于 知道 m = 0 以 及 m = 1 时 该 积分 的 值 , 这 样 我 
们 就 能 依次 对 其 他 m 值 计 算出 相应 积分 值 . 


























=E+FVX, 
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(i 其 次 , 可 能 出 现形 如 
dr (4) 
(zx—p)™” VX 
的 积分 , 其 中 p 是 实数 . 如 果 我 们 作 代 换 x 一 p = 1/t, 此 积分 就 化 为 关于 t 的 一 个 类 型 (3) 的 
积分 . 
(过 ) 最 后 , 可 能 出 现 与 G 的 分 母 中 的 复 根 相对 应 的 积分 ,我们 将 限于 考虑 最 简单 的 情形 ， 
其 中 所 有 这 样 的 根 都 是 单 根 . 在 此 情形 (参见 第 133 节 ), G 的 一 对 共 轿 复 根 给 出 一 个 形 如 








| ZX 十 AI (5) 
(4z2 十 2Bz 十 C)Vaz2 十 207 十 c 
的 积分 . 
为 了 计算 这 个 积分 , 我 们 置 
ut+i+v 
t 十 1 


其 中 对 上 4 和 > 这 样 加 以 选取 , 使 之 满足 
QZ 十 b(1 十 四 十 c 王 0，4/ 巡 十 已 (十 轨 十 C = 三 0; 
所 以 jw 和 vw 是 方程 


(aB—bA)E— (cA—aC)é+(bC -cB)=0 





的 根 . 此 方程 肯定 有 实 根 , 因为 它 与 例 XLVI 第 13 题 中 的 方程 (1) 是 同样 的 方程 ; 于 是 一 定 有 
可 能 求 得 满足 我 们 要 求 的 实 根 上 4 和 x. 
在 作 代 换 时 将 会 发 现 , 积分 (5) 取 如 下 形式 











tdt dt 
H K 
二 VY +6 由 人 VI + 2 
可 以 用 代 换 , 
VYt2+6 二 


有 理化 (6) 中 的 第 二 个 积分 , 这 给 出 





/ dt / du 
(at2+B)VYE+o ) B+(a6— PY)u 
最 后 , 如 果 在 (6) 中 的 第 一 个 积分 中 令 t = 1/w, 它 就 变换 成 一 个 第 二 种 类 型 的 积分 , 从 而 可 以 
用 刚刚 说 明 的 方法 , 也 就 是 通过 令 w/ (7 二 6u2) = v, 即 通过 置 1/V7 妇 十 5 = 来 计算 . 
例 工 
(1) 计算 





/ dz / dz / dz 
zZVZ2 十 27 十 3 (z 一 1)Vzz 十 工 (z+1)VIi+2z— x2 


@ 如 果 a/ 4 = 5b/B, 那么 这 里 所 说 的 积分 法 失效 ; 但 是 那 时 该 积分 可 以 通过 代 换 az 十 b = t 来 转化 . 关于 代数 
函数 的 积分 的 进一步 知识 , 参见 Stolz 所 著 Grundziige der Differential-und-intergralrechnung 一 书 第 I 卷 
第 331 页 以 及 其 后 各 页 . 或 者 参见 第 134 节 中 引用 的 Bromwich 的 专著 . 另 一 种 化 简 的 方法 由 Greenhill 给 
出 : 参见 他 所 著 4 Chapter in the integral calculus 中 第 12 页 以 及 其 后 各 页 , 还 可 参见 第 203 页 脚注 中 引 
用 的 作者 的 专著 . 
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二 Dp) Dj oe Ee 


(3) 如 果 ao 十 ch? = 一 v < 0, 那么 


(2) 证 明 














/ dz __1 ee v (az2 十 c) 
(hz 十 9g)Vaz2 十 c VD ch — agx 
(4) 证 明 : 按照 uz3 + 2bzo + e 是 正 数 且 等 于 多 或 者 它 是 负数 且 等 于 #4, | 


可 以 表示 成 下 列 形式 之 一 


1 


1 az2o 十 D(zZ 十 Zo) 十 c 十 yo 
0 


TXT—Xo 














1 {|} 
5 arctan 
之 0 YZ0 


其 中 = az2 十 207z 十 c. 
(5) 用 代 换 y = Vax? 十 20z 十 c/ (x 一 p) 来 证 明 





/ dz - dy 
(Z 一 D)Vaz2 十 2b7 十 c VM 


其 中 入 = ap? + 2bp 十 cj = ac 一 态 . [这 种 化 简 的 方法 是 很 精妙 的 , 但 与 本 节 中 冰 述 的 方法 相 
比 不 够 直截了当 . ] 
(6) 证 明 : 可 以 通过 代 换 xz = (1 十 妇 ) / (3 一 访 ) 有 理化 积分 





/ 二 (Math. Trip. 1911) 
7) 计算 
站 (z+1)dz 
(z2 十 和 V2Z2 十 9 
8) 计算 





dz 
(5z2 十 12z 十 8) V5z2 十 27 二 7 了 
应 用 本 节 中 的 方法 . 上 和 > 所 满足 的 方程 是 十 3& 十 2 = 0, 所 以 j= 一 2,v = 一 1, 适用 
的 代 换 是 x = 一 (2t 十 1)/(t 十 1). 此 代 换 将 该 积分 化 为 








| dt ) tdt 
(4t2 十 1) V9 妇 二 4 (4t2 十 1)V922 二 人 


可 以 用 代 换 t/V9&2 一 4 = w 有 理化 第 一 个 积分 , 用 代 换 1/V9&2 - 4 = v 有 理化 第 二 个 积分 . ] 
(9) 计算 











人 (z+1)dz ， / (zt— 1)dz | 
(2z2 — 2z+1)vV3z2— 2z+1 (2z2 -6z 十 5)V7z2 一 227 十 19 
(Math. Trip. 1911) 
(10) 证 明 : 积分 [R(z,y) dz (其 中 妨 二 az? 十 25z 十 c) 可 以 用 代 换 t= (x 一 p)/ (y+9) 
有 理化 , 这 里 (p, 9) 是 圆锥 曲线 y? = az2 + 20x 十 c 上 任意 一 点 ， [当然 , 这 个 积分 也 可 以 用 代 
换 t= (zx 一 p)/(y 一 q) 有 理化 , 参见 第 137 节 . ] 
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143. 超越 函数 


存在 大 量 不 同 种 类 的 超越 函数 , 它们 的 积分 理论 与 有 理 函数 以 及 代数 函数 相 
比 , 是 很 不 系统 的 . 我 们 将 依次 考虑 几 类 超越 函数 , 它们 的 积分 总 可 以 求 出 来 . 


144. 以 z 的 倍数 的 余弦 以 及 正弦 为 变量 的 多 项 式 
对 于 有 限 多 个 形 如 


芝 了 
Acos™azxsin™” azcos" brsin” bx... 


的 项 之 和 做 成 的 函数 , 我 们 总 可 以 求 出 它 的 积分 , 其 中 mm, m,n,n,… 是 正 整数 ， 
a,b,… 是 任意 实数 . 因为 这 样 的 一 项 可 以 表示 成 有 限 多 个 形 如 


acos{f(pa 十 0 十 …)zZ}， Psin{(pat+ qb+...)z} 


的 项 之 和 , 而 这 些 项 的 积分 可 以 立即 写 出 来 . 
例 LI 
(1) 求 sin? x cos? 2z 的 积分 . 在 此 情形 使 用 公式 


sin3 x 一 (3sinz 一 sin 3z)， cos2 27 = 二 (1 十 cos 47). 


将 这 两 个 表达 式 相 乘 , 并 且 , 比方 说 , 用 3 (sin 5z 一 sin 3z) 来 代替 sin x cos 4z, 我 们 就 得 到 


i (7sinz 一 5sin3z 十 3sin5z 一 sin7z) dz 


和 5 3 la 
三 一 J6 COSTX++ ja COS 37 0 COS 52 十 113 COS {DD: 


这 一 积分 当然 可 以 用 不 同 的 方法 得 到 不 同 的 形式 . 例如 
fs Zcos22zdz = / (4 cos4z — 4cos*z+ 1) (1 — cos? 7) sin wdz, 


作 代 换 cosz = t, 则 它 可 以 化 为 


f (a a + se 1) dt= Acos 2 一 8 cos z+ 5 cos? zr — cosz. 


可 以 验证 , 此 表达 式 与 上 面 得 到 的 表达 式 仅 相差 一 个 常数 . 

(2) 用 任何 方法 求 cos az cosbgz， sin az sin pz， cos azsin gr， cos2z， sin3 zz， cos47， 
cosz cos2z cos 3z，cos3 2 sin2 3x，coss xsin” z 的 积分 . [在 这 种 情形 , 利用 化 简 公 式 有 时 是 
方便 的 (本 章 杂 例 第 55 题 ). ] 


146. cosx 和 sin z 的 有 理 郴 数 


145. 积分 Vi Cos i sin zdz 以 及 与 之 相关 联 的 积 


分 部 积分 法 使 我 们 能 将 前 面 的 结果 加 以 推广 . 因为 
| coszZdz = 7x"sinz—n | Zn 1sin wdz, 


J 六 sinzdz = —7x” cosz++n 1 Zn 1 cos dz， 
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只 要 ? 是正 整数 , 我 们 就 可 以 重复 应 用 此 过 程 计 算 这 些 积 分 . 由 此 得 知 , 如 果 n 
是 正 整 数 , 那么 我 们 总 可 以 计算 出 积分 厂 z" cos azdz 和 三 z?sin azdz; 所 以 , 应 


用 与 上 一 节 类 似 的 方法 , 我 们 就 能 计算 
/ P(x,cosax, sinax, cosbz, sinbx,..:) dx, 


其 中 P 是 任意 一 个 多 项 式 . 
例 LII 
(1) 求 下 列 函 数 的 积分 


2 2 DD .2 4 3 ; 31 
2ZSinZ，Z cosx, X” cos zx, Sin zsin’ 27x, zsin’ 2 cos 2Z，2 sin 





37. 
(2) 求 多 项 式 已 和 @, 使 得 
[ {85 -Deoss+ 0 20)sing} dr = Peosr + Qsing, 
(3) 证 明 [ zcoszdz = Pncosz 十 Qnsinx, 其 中 
0 a 





146. cos x 和 sin x 的 有 理 函 数 


cosz 和 sinz 的 任何 有 理 函 数 的 积分 都 可 以 用 代 换 tan 3z = t 来 计算 . 这 是 





因为 
人 Sin 2 = 。 有 a 
1 十 万 1+t2” dt 1+t2’ 
所 以 该 积分 就 化 为 t 的 一 个 有 理 函 数 的 积分 . 但 是 其 他 的 代 换 有 时 会 更 加 方便 . 
例 LIII 
(1) 证 明 


| see sds =10g lsecw + tanal, | se rads =108 ltan 3z|. 


[第 一 个 积分 的 另外 的 形式 是 log |tan (jn 十 2)|; 它 的 第 三 个 形式 是 3log|(1+sinz)/ 


(1 — sinz)|. | 
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(2) fanaas = — log |cosz|， fot zdz = log |sin z|， f se 2Zdz = tanz, 


2 
f= Zdz = — cot x, f wanasee zdzx = secz, f eotzese 2dx 三 一 CSC0. 


[这 些 积分 包含 在 一 般 形 式 中 , 但 是 不 需要 用 代 换 , 因为 这 些 结果 可 以 立即 从 第 120 节 以 及 
从 第 133 节 中 的 等 式 (5) 推导 出 来 . ] 
(3) 证 明 : 1/ (a 十 becoszx) (其 中 a 十 b 是 正 数 ) 的 积分 根据 a? > 太 或 者 a? < 可 以 表示 
成 下 列 形式 之 一 
Scan t 0 LL lo DEV 
Va — 62 ai+b) VE—a? 8 Vita—tv -al 
这 里 t= tan 3z. 如 果 a? = 局 , 则 此 积分 化 为 sec? 3z 或 者 csc? 3x 的 积分 的 常数 倍 , 它 的 值 
可 以 立即 写 出 . 当 a 十 5 为 负数 时 , 推导 出 该 积分 的 形式 . 
(4) 证 明 : 如 果 y 是 通过 方程 











a+bcoszr)(a— bcosy) = 
( y 





由 x 来 定义 的 , 其 中 a 是 正 数 , 且 a? > 刀 , 那么 当 x 从 0 变 到 zt 时 , y 的 一 个 值 也 从 0 变 到 
7. 又 证 明 
Va2 — bsiny sn dr siny 

a—bcosy ’ at+bcosrzdy a—bcosy 


并 推导 出 : 如 果 0 < x < 7 那么 


dz 1 acosz+b 
| 2 十 5cos7 VE (2 )， 
证 明 这 一 结果 与 第 (3) 题 中 的 结果 一 致 . 
(5) 指出 如 何 计 算 1/ (a +pcosz 十 csinx) 的 积分 . 
[将 pcosz + csin z 表示 成 VB2 二 cz cos(z 一 a) 的 形式 . ] 
(6) 计算 (a 十 bcosz 十 csinx)/ (a 十 Bcosz 十 sinx) 的 积分 . [确定 和 ,1,v, 使 得 


sinz 一 








a+bcosz+csinz=A+nu(at+Bcecosrti+ysinz)+v (Psinz+t ycosz). 


那么 该 积分 就 是 
dz 
a 十 BEcosz 十 7YsinZ 





jet vloglat Beosn tysingl + 和/ ] 


(7) 求 1/ (a cos27z + 2bcoszsinz + csin? Zz) 的 积分 . 
[被 积 函 数 可 以 表示 成 1/ (4A 十 Bcos2zx 十 Csin2x) 的 形式 , 其 中 4 = 3 (a+c), B= 
3 (a 一 c), C=; 但 是 该 积分 可 以 更 简单 地 用 代 换 tan x = t 加 以 计算 . 此 时 我 们 得 到 


sec? zdz 加 dt ] 
Qa 十 20tanz 十 ctan27 ww 十 21t 十 ct2 
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147. 包含 arcsin z, arctanz 以 及 log x 的 积分 


反正 弦 、 反 正切 以 及 对 数 函 数 的 积分 都 可 以 很 容易 地 用 分 部 积分 法 来 计算 
例如 





Xdz 
arcsin zdzx = zarcsin x 一 = Xarcsinz++ Vl1— 22, 
/ V1i— zx? 
rdz 1 
| arctan Zd7 = Xarctanz 一 / i = Zarctanz—— 5 log (1 十 2”), 


f ograr = wlogs — {ds =2 (08s 1) 


一 般 地 . 如 果 能 计算 f (zx) 的 积分 , 我 们 就 能 计算 f (zx) 的 反 函 数 $ (z) 的 积分 ; 
为 代 换 y = f(z) 给 出 


/sway= [af Yaraf ln) ff (wa 


f P(e arcsina) dz， 人 Penoga dz 
的 积分 总 是 可 以 计算 的 , 其 中 P 是 一 个 多 项 式 ， 例 如 在 第 一 种 情形 ,我们 必须 
要 计算 若干 个 形 如 [zx™ (arcsin z) ”dx 的 积分 作 代 换 x = siny， 我们 得 到 
fy"sin™”ycosydy， 它 可 以 用 第 145 节 中 的 方法 求 得 ， 在 第 二 种 情形 ， 我 们 必 
须要 计算 若干 个 形 如 [x” (log z) ”dz 的 积分 . 分 部 积分 就 得 到 
Ey (logz) ”dz = 2 0ogz) 2 | 要 (log 2Z)” dz， 


7 十 工 7 十 工 


形 如 





重复 这 种 方法 我 们 就 能 完成 计算 . 
例 计算 


zx"logx, 7z"log(1+7x), zaarctanz3， x "log% 


的 积分 . (Math. Trip. 1924, 1929, 1934) 


148. 平面 曲线 的 面积 

前 几 节 阐述 的 积分 法 的 最 重要 的 一 个 应 用 就 是 计算 平面 曲线 的 面积 ， 假设 
记 PP' (图 42) 是 一 条 连续 曲线 y = %(z) 的 图 , 它 整个 位 于 zx 轴 的 上 方 , P 是 点 
(zx,y), P' 是 点 (Z 十 h,y 十 月 , h 或 者 是 正 数 , 或 者 是 负数 (图 中 它 是 正 数 )， 问题 
是 计算 面积 ONPP,. 
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Ve V py 
Po 


O NN N N 


图 42 


“面积 ”的 概念 是 一 个 需要 仔细 加 以 数学 分 析 的 概念 , 我 们 将 在 第 7 意 再 回 到 
这 个 问题 ， 目 前 将 此 概念 视 为 当然 ， 我 们 将 假设 , 任何 像 ONPP, 这 样 的 一 个 区 
域 都 赋予 一 个 正 数 (ONPP,), 我 们 称 此 数 为 它 的 面积 , 且 这 些 面积 具有 常识 所 指 
出 的 显然 的 性 质 , 例如 


(PRP') + (NN’'RP)= (NN'P'P), (NINPP) < (ONPP,), 


等 等 . 
显然 , 如 果 把 所 有 这 些 都 视 为 理所当然 地 成 立 , 那么 , 面积 ONP 就 是 z 的 
函数 . 我 们 将 它 记 为 8 (x). 5 (zx) 也 是 连续 的 函数 . 因为 


G(r+h)— (rz)= (NN'P'P) 
= (NN’'RP) + (PRP’) = ho (x) + (PRP’). 


根据 所 画 的 图 可 见 , 面积 PRP' 小 于 hk. 一 般 来 说 这 不 一 定 为 真 , 因为 弧 PP' 从 
PP 到 P' 不 一 定 是 逐渐 上 升 或 者 逐渐 下 降 的 (例如 见 图 42a). 但 是 面积 PRP' 总 
是 小 于 |h| 入 (h), 其 中 和 (h) 是 弧 PP' 的 任意 一 点 与 PR 之 间 的 最 大 距离 . 此外， 
由 于 $ (xz) 是 连续 函数 , 所 以 当 h 一 0 时 就 有 入 (h) 一 0. 从 而 





BT+HH -Bz)=h{p(r) + n(n)}, 


其 中 jn(h)| < 入 (h), 当 h 二 0 时 有 入 (h) 一 0. 由 此 推出 , 5(z) 是 连续 的 . 此 外 ， 
$B(r+h)— G(r) 
h 





/ . 
0 


= lim {$ (2) + p(t} = $ (2). 
于 是 , 曲线 的 纵 坐 标 是 面积 的 导数 , 面积 是 纵 坐 标的 积分 . 

这 样 我 们 就 能 总 结 确定 面积 ONPP 的 法 则 . 计算 5 (z), 它 是 6 (zx) 的 积分 . 
这 包含 一 个 任意 常数 , 我 们 假设 该 常数 这 样 来 选取 : 它 使 得 $8 (0) = 0， 那么 所 要 
求 的 面积 就 是 $B (2). 

如 果 Ni1NPP 就 是 所 要 求 的 面积 , 我 们 应 该 这 样 来 确定 常数 , 使 之 满足 (zi) = 0, 这 里 
zi 是 已 的 横 坐 标 . 如 果 曲 线 位 于 x 轴 的 下 方 , 则 5 (x) 将 取 负 值 , 面积 是 @(z) 的 绝对 值 . 
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149. 平面 曲线 的 长 度 


长 度 的 概念 也 需要 非常 仔细 的 分 析 ， 它 要 比 面积 这 一 概念 的 分 析 更 为 困难 . 
事实 上 , 与 关于 面积 所 做 过 的 对 应 的 假设 相同 , 假设 PP (图 42) 有 确定 的 长 度 
(可 以 用 S (x) 来 记 它 ) 对 我 们 的 目的 来 说 还 是 不 够 的 .我 们 甚至 不 能 证 明 S (zx) 
是 连续 的 , 也 就 是 说 , 不 能 证 明 lim {5 (P') -5S (P)} = 0. 这 在 图 42 的 大 图 中 看 
起 来 是 足够 显然 的 , 但 是 在 所 画 出 的 小 图 中 却 并 不 那么 明显 . 的 确 , 如 果 没 有 对 曲 
线 长 度 的 含义 作 仔细 分 析 的 话 , 就 不 可 能 在 任何 严格 性 之 下 进一步 研究 下 去 . 

然而 容易 看 出 公式 应 有 的 形式 .假设 该 曲线 有 切线 , 且 切 线 的 方向 是 连续 变 
化 的 , 所 以 W(x) 是 连续 的 . 这 样 一 来 , 假设 该 曲线 有 长 度 就 导出 等 式 

S(z+h) -Ss(z) {PP} PP {PP')} 
h h h PP’’ 
其 中 {PP'} 是 以 PP' 为 弦 的 弧 . 现在 有 


PP’= VPR? + RP? = je, 
R=0(2+) -$2) = hg (8), 
其 中 位 于 x 和 十 h 之 间 . 于 是 
lim (PP/A) = lim Vi+ [9 (OF = V1+ I (2)]. 
如 果 我 们 还 假设 








lim {PP'} /PP’=1, 





则 可 得 到 结果 
S' (0) lim SEH -SE Viti op 
所 以 
s (w= { Vit Par, 
例 LIV 


1) 计算 抛物 线 y = 22/4a 被 纵 坐标 x = & 所 截 得 到 的 那 块 图 形 的 面积 以 及 包围 它 的 弧 长 . 

2) 证 明 : 椭圆 (22/@) 十 (y2/ 好 2) = 1 的 面积 是 rrab， 

3) 曲线 x = 好 (1- z) 与 直线 x = 1 之 间 所 包围 的 面积 是 x. (Math. Trip. 1926) 

4) 画 出 曲线 (1 十 民 ) = (1 一 2) 的 略图 , 并 证 明 它 的 一 环 所 围 的 面积 是 3 (x 一 2). 
(Math. Trip. 1934) 

5) 画 出 曲线 aty? = zs (2a 一 2) 的 图 , 并 证 明 其 面积 为 $na?. (Math. Trip. 1923) 


6) 证 明 : 曲线 , 
D+ 


与 x 轴 上 的 线段 (-a,a) 之 间 的 面积 是 $ab. (Math. Trip. 1930) 
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(7) 求 由 曲线 y = sinz 与 xz 轴 上 从 x = 0 到 x = 27 的 线段 所 围 的 面积 . [这 里 $ (x) = 
一 cosXx, 而 一 cosx 从 z=0 到 x = 27 的 值 之 间 的 差 是 零 . 这 个 结果 的 解释 自然 是 : 在 z= 
与 x = 27 之 间 该 曲线 位 于 x 轴 的 下 方 , 所 以 应 用 此 法 算出 来 的 相应 部 分 的 面积 是 负 的 ， 从 
Zz 二 0 到 =X 的 面积 是 -cos +cos0 = 2; 当 每 一 部 分 面积 都 以 正 数 计算 时 , 所 求 的 整个 面 
积 是 它 的 两 倍 , 也 就 是 4. ] 

(8) 假设 一 条 曲线 上 任意 一 点 的 坐标 用 形 如 z = 9 (t) ,y = w(t) 的 方程 表示 成 参数 t 的 函 
数 , $ 和 w 是 tt 的 有 连续 导数 的 函数 . 证 明 : 如 果 当 t 从 to 变 到 如 时 , z 是 递增 的 , 那么 由 曲 
线 相应 的 部 分 、z 轴 以 及 与 to 和 妇 所 对 应 的 两 个 纵 坐 标 所 界限 的 区 域 之 面积 (除去 符号 之 外 ) 
是 A(t1) — A (to), 其 中 

40= fv oo Wa fy 

(9) 假设 C 是 由 单个 的 一 个 圈 所 围 成 的 一 条 封闭 曲线 , 且 与 任何 平行 于 每 个 坐标 轴 的 直线 
相交 不 超过 两 点 .又 假设 曲线 上 任何 一 点 PP 的 坐标 都 可 以 像 在 第 (8) 题 中 那样 表示 成 t 的 函 
数 , 当 t 从 to 变 到 九 时 , 已 沿 同样 的 方向 绕 曲 线 运动 , 并 且 在 绕 行 一 圈 之 后 回 到 原来 的 位 置 . 
证 明 : 该 曲线 一 圈 所 围 的 面积 等 于 诸 积 


dz dy i dy dz 
- /vB [tn (这 "至 )a 
中 任何 一 个 积分 的 起 始 值 与 最 后 值 之 间 的 差 , 且 这 个 差 取 正 的 值 . 
(10) 应 用 第 (9) 题 的 结果 来 确定 由 
A —t vy 2 
名 a 1+t2 aa 1+t2) 
所 给 出 的 诸 曲 线 所 围 成 的 面积 . 
(11) 求 曲 线 z 十 风 = 3azy 的 一 圈 所 围 的 面积 . [ 置 y = tz, 我 们 得 到 xz = 3at/ (1 十 刀 ) ， 
y 二 3at/ (1 十 如 ). 当 t 从 0 变 到 oo 时 , 它 描 画 出 这 个 圈 一 遍 . 又 有 


1 dz dy 1 2d /vy ;/ 9a2t2 3a2 
六 ( 深 "他 )d a dt (E)at 2 tr 2(1 十 妇 )” 
当 上 一 co 时 它 趋向 零 . 于 是 这 个 圈 所 围 成 的 面积 是 3a2. ] 


(12) 求 曲线 xz? 十 如 = 5az2%2 的 一 圈 所 围 的 面积 . 
(13) 曲线 























(i) x =acos’t, y=bsin’t 

















X=acost+bsint+c, Y=a cost+b sint+i+ce 
所 围 成 的 面积 是 x (ab 一 a'b), 其 中 ab -a'b>0. (Math. Trip. 1927) 
(14) 证 明 : 曲线 x = asin 2t, y = asint 一 圈 所 围 的 面积 是 $a?. (Math. Trip. 1908) 
(15) 画 出 曲线 z = cos 2t,y = sin 3t 的 图 形 , 并 求 出 它 一 圈 所 围 的 面积 . 得 出 该 曲线 的 笛 
卡 儿 (Cartesian) 方程 , 并 解释 为 什么 根据 此 方程 画 出 的 图 与 男 一 个 图 会 有 区 别 . 
(Math. Trip. 1928) 
[在 通常 的 由 参数 方程 来 定义 的 曲线 理论 中 , 假设 x' (t) 和 w(t) 不 同时 为 零 ; t 的 使 得 它们 
同时 为 零 的 某 个 值 对 应 于 该 曲线 的 一 个 奇 点 . 在 这 种 情形 zx ( 和 yy (t) 两 者 在 t= 土 37t 时 均 
为 零 , 此 时 有 x = 一 1, y = 干 1. 例如 , 如 果 t 从 0 增加 到 3 (z,y) 就 沿 着 第 一 个 图 从 (1, 0) 
移动 到 (一 1, 一 1), 但 是 此 后 即 转 回 头 并 重新 描绘 出 它 的 轨迹 . 
从 方程 z = 1 一 27?,y = 37 一 473 中 消去 7 = sint 即 得 到 它 的 笛 卡 儿 方程 ; 第 二 个 图 仅 
有 满足 |7| < 1 的 部 分 属于 第 一 个 图 . ] 
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(16) 由 x = asint, y = bcost 所 给 出 的 椭圆 夹 在 t = 妇 H 与 t+ = t2 之 间 的 弧 长 为 


五 (t2) 一 卫 (t1), 其 
t= of V1— e?sin?tdt, 

e 是 离心 率 (eccentricity). [此 积分 不 可 能 用 目前 我 们 所 能 处 理 的 函数 的 表达 式 加 以 计算 . ] 

(17) 旋 轮 线 上 点 的 坐标 由 

T=al(t+i+sint), y=al(l+tcost) 

给 出 ; 与 = 一 3x 以 及 t= 3 对 应 的 点 是 P 和 @. 计算 曲线 上 的 弧 PQ 以 及 直线 OP,OQ 
之 间 所 包围 的 面积 . (Math. Trip. 1934) 

(18) 极 坐标 .证 明 : 由 曲线 7 = f (0) (这 里 f (9) 是 9 的 单 值 函 数 ) 以 及 射线 0 = 0， 
9 = 02 所 包围 的 面积 是 已 (92) 一 (91), 其 中 (9) = 当 /r?d9， 对 应 的 曲线 弧 的 长 度 为 


$(02) 一 6(01), 其 中 
(号 ) 
)= /y+( 节 ) -高 


例如 , 确定 (i) 圆 ” = 2asinb 的 面积 和 周 长 ; (i 抛物 线 r = #1sec? 40 与 它 的 正 焦 
弦 (latus rectum) 之 间 所 包围 的 面积 以 及 该 抛物 线 对 应 部 分 的 弧 长 ; (ij) 央 线 (limacon) 
7 二 a 十 bcos9 所 围 成 的 面积 , 分 a > b, a = ba <b 这 几 种 情形 加 以 讨论 ， (iv) 椭 区 
1/r? = acos20 ey 十 bsin?9 与 二 二 1 十 ecos9 所 截 的 面积 . [在 最 后 这 种 情形 , 我 
们 得 到 积分 /二 sz， 它 可 以 倩 助 代 换 














(1+ecos0)(1—ecosg)=1—e 
进行 计算 (参见 例 LIII 第 (4) 题 ). ] 
(19) 画 出 曲线 20 = (a/7) + (7/a) 的 图 ， 并 证 明 由 径 向 量 0 = 6 以 及 在 点 =w0=1 相 
切 的 两 个 分 支 所 界 的 面积 是 3a? (82 一 1)3. (Math. Trip. 1900) 


(20) 画 出 方程 为 
r2 (® + btan? 3) 一 at 














的 曲线 的 图 , 其 中 a > 5 > 0, 并 证 明 其 面积 为 ra3/ (a 十 5b). (Math. Trip. 1932) 
(21) 一 条 曲线 由 方程 p = f (7) 给 出 , > 是 径 向 量 , p 是 从 原点 向 切线 作 的 垂 线 . 证 明 : 由 


Eo 











该 曲线 的 一 段 弧 与 两 条 径 向 量 所 围 区 域 的 面积 的 计算 与 积分 3 的 计算 有 关 . 
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1. 函数 f(x) 定义 为 等 于 : 1+z( 当 z 乏 0 时 ),z( 当 0<z<1 时 ),2-2z ( 当 1<x<2 
时 ) 以 及 3z 一 x2 ( 当 x > 2 时 ). 讨论 f(x) 的 连续 性 , 以 及 f(x) 在 x=0,x=1,zx=2 处 
的 存在 性 和 连续 性 . (Math. Trip. 1908) 

2. 将 aaz 十 六 az2 十 207 十 c,… 记 为 wo;wi,v2,…，, 证 明 : wbus 一 3uouiuz 十 2u? 和 
U0U4 一 4u1u3 十 3u2 均 与 z 无 关 . 

3， 如 果 a0,a1,… ,azn 是 常数 , 且 Ui = (ao0,a1,… ,ar x,1)", 那么 

UoU2n — 2nU1U2n-1 十 I 一 .二 U2nUo 

与 x 无 关 . (Math. Trip. 1896) 


[ 求 导 并 利用 关系 式 = 二 rU .] 
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4， 当 0<< x << 3 时, 函数 arcsin (wsinz) 一 xz 的 前 三 阶 导 数 都 是 正 的 , 其 中 六 > 1. 

5. 一 个 行列 式 的 元 素 都 是 xz 的 函数 . 证 明 : 它 的 微分 系数 是 仅 对 它 的 一 行 的 元 素 求 导 而 
保持 其 余 各 行 不 变 所 得 到 的 诸 行 列 式 之 和 . 

6.， 如果 万 , 户 , fa, fa 是 次 数 不 大 于 4 的 多 项 式 , 那么 


fi fo fs fa 
fi fp fs fh 
fr ff 
1” 2 ff 


也 是 次 数 不 大 于 4 的 多 项 式 . [利用 第 5 题 的 结果 对 它 求 导 5 次 , 并 去 掉 变 为 零 的 行列 式 . ] 
7. 如 果 yz = 1, yr = (1/7!) DYy, zs = (1/s!) Diz, 那么 


1 _1|iy ys 


V3 Y4 


(Math. Trip. 1905) 








8. 如 果 W(y,z,u)=| yw zw |, 撤 号 表示 对 xz 求 导 , 那么 
W (zu = YW (1 人 * 
yy 


az2 +2hry+by’ +2gz+2fy+c=0, 


dy a 十 PV 十 9 d2y _ abc+2fgh— af?— bg 一 cj 
dz hzri+by+f” dx? (hr+by+t+f)’ 
10. 如 果 妇 +3yz+2z3 = 0, 那么 (1+2)y 一 2vy + y=0. (Math. Trip. 1903) 
11. 验证 : 微分 方程 y= $f (j)} + 8{z 一 纱 (1)} 被 y= 二 8(c) 十 9(z 一 oc) 满足 ,或 者 
被 y= 29 (x) 满足 , 其 中 yi 是 y 的 导数 , 而 是 8' 的 反 函 数 . 
12. 验证 : 微分 方程 y = {z/up (gg{t (1)} (这 里 的 记号 与 第 11 题 中 的 记号 意义 相同 ) 
被 y= cp (zx/c) 或 者 y = Bx 所 满足 , 其 中 6 = 9 (a) /a, 而 a 是 方程 


4g(a 一 oag (a)=0 








的 任何 一 个 根 . 

13， 如 果 az + by 十 c = 0, 那么 ys。 = 0 (下 标 表示 关于 z 求 导 的 次 数 )， 我 们 可 以 将 此 
结论 表述 成 : 所 有 直线 的 一 般 微分 方程 是 ys = 0. 求 以 下 曲线 的 一 般 微分 方程 : (i) 所 有 中 心 
在 z 轴 上 的 圆 ; (ii) 所 有 以 > 轴 作 为 对 称 轴 的 抛物 线 ; (ii) 所 有 对 称 轴 平 行 于 y 轴 的 抛物 线 ; 
(iv) 所 有 的 圆 ; (v) 所 有 的 抛物 线 ; (vi) 所 有 的 圆锥 曲线 . 

[方程 是 人 1 十 只 二 ga = 0; (i) 二 yy2 = 0; (iii) ys = 0; (iv) (1 + %) ys = 300; 
(Vv) 5y3 = 3y2y4; (vi) 9y2ys 一 45y2yaya 十 40 退 = 0. 在 每 一 种 情形 , 我 们 都 只 需 写 出 所 讨论 的 
曲线 的 一 般 方程 , 并 求 导 直 到 有 足够 的 方程 能 将 所 有 的 任意 常数 消去 为 止 . ] 
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14， 证 明 : 所 有 抛物 线 以 及 所 有 圆锥 曲线 的 一 般 微分 方程 分 别 是 
(0 (a 
[圆锥 曲线 的 方程 可 以 表 为 如 下 形式 
y=ari+bt Vpz2 十 2d7 十 了 





由 此 我 们 推出 





二 
y2 二 土 (pr — gq”) (pz2 + 2gzx +7) 2 
如 果 该 圆锥 曲线 是 抛 曲 线 , 则 有 = 0. ] 
dy 1d2y 1d3y 1d4y 6 dz 1d2z 1dsz 1 d4z 
15. 次 Ce t,.a,b,.c,..…: 奖 CE 
2 dz 2! dx?2’ 3l dx3’ 4! dz4 记 为 布 @ 芒 5 二 全 将 dy 2! dy2 3! dy3 4! dy4 
记 为 r,a, 8,7y，……, 证 明 


4ac -502 = (4a7y 一 502) /7T, bt—a?=— (6r 一 oo ) /7. 








对 于 函数 a2d 一 3abc 一 255， (1 十 £2) b 一 2a2t, 2ct 一 5ab 建立 类 似 的 公式 . 
16. 如 果 y = cos (marcsinz), yn 是 y 的 n 阶 导数 , 那么 
(1— 2”) Yn+2 — (2n + 1) zynti 十 (m? 一 7 yn = 0. (Math. Trip. 1930) 
[首先 证 明 n = 0 的 情形 , 并 用 Leibniz 定理 求 导 n 次 . ] 
17. 证 明 公 式 
uUD?u = DY (uv) 一 mmD7? 1 (Dau) 十 
其 中 ”是 任意 正 整数 . [利用 归纳 法 . ] 





人 








18. 证 明 
dAN2r sinz 2nl | 
da xz xantl {S2n-1 (2) cosz — C2n (7) sin x}, 
其 中 Con (z) 和 S2n-1 (zx) 定义 见 例 XLVI 第 (5) 题 . (Math. Trip. 1936) 
19. 证 明 





(号 ) 人 cos2 x 一 3 加 (27 — 27)*” cos2 (vy 一 r)z. 
(Math. Trip. 1928) 
20. 如 果 y = (1 = z2) -和 arcsinx, 其 中 -1 < zz < 1， —$7 < arcsin Z < 37, 那么 
(1 二 2”) yn+1 — (2n + 1) zyn 一 nyn_1 一 0， 

下 标 表示 关于 z 求 导 的 次 数 . (Math. Trip. 1933) 

21， 如果 y = (arcsin x)?, 那么 

(1 三 22) yn+1 — (2n — 1) zyn— (Nn 1)? yn-1=0. 

从 而 求 出 y 在 x = 0 处 的 所 有 导数 的 值 . (Math. Trip. 1930) 

22. 一 条 曲线 由 

T=al(2cost+i+cos2t), y=al(2sint— sin2t) 


给 出 . 证 明 (i) 在 以 t 为 参数 给 出 的 已 点 处 的 切线 以 及 法 线 方程 是 





in 革 lj:— asin3 1 wsinit= 3F: 
rsinat+ycosat=asin3t, Zcosat— Ysinsat= 3acosst; 


222 第 6 章 导数 和 积 


(站) 在 忆 点 的 切线 与 曲线 交 于 点 8, R, 这 两 点 的 参数 是 -站 和 形 - 引 (过 ) QR = 4a; (iv) 在 
点 @, R 的 切线 交 成 直角 , 且 在 圆 zz + y? = a? 上 相交 ; (v) 在 点 已 Q, R 的 法 线 共 点 , 且 在 
zZ2 十 %2 = 9a2 上 相交 ; (vi) 该 曲线 的 方程 是 
(zx 十 只 十 12az 十 9a2)? = 4a (2x 十 3a)2 . 

概略 描绘 出 该 曲线 的 形状 . 

23. 证 明 : 第 22 题 中 定义 的 曲线 方程 可 以 用 cj/a = 2 十 wu,n/a = 2u-! 十 ww? 来 代替 ， 
其 中 =z 二 Wi,n = 二 x 一 Vj,w 二 Cist. 证 明 : 在 由 久 定 义 的 点 处 的 切线 和 法 线 是 

WE — un = a (wi 1), U2€ + un = 3a (wi 十 1), 

并 推导 出 第 22 题 中 的 性 质 (ii)~(v). 

24. 证 明 : z+ 十 4pz? 一 4gz 一 1 = 0 有 相等 的 根 的 条 件 可 以 表示 成 (p 十 gi 一 (p 一 qi =1 
的 形式 . (Math. Trip. 1898) 

25. 三 次 方程 f(x) = 0 的 根 按照 大 小 增加 的 次 序 排列 是 a, 8,7y， 证 明 : 如 果 (a, 6) 
和 (8,7) 中 的 每 一 个 区 间 都 被 分 成 6 个 相等 的 子 区 间 , 那么 f(x) = 0 的 一 个 根 就 会 落 在 位 于 
每 一 边 从 8 算 起 的 第 四 个 子 区 间 中 . 当 f(z) = 0 有 一 个 根 落 在 一 个 分 点 处 这 两 种 情形 时 , 该 
三 次 多 项 式 有 何 种 特性 ? (Math. Trip. 1907) 

26. 如 果 $ (x) 是 一 个 多 项 式 , 和 是 实数 , 那么 , 在 $ (x) = 0 的 任何 一 对 根 之 间 有 

$ (7) + MP(z)=0 

的 一 个 根 . [如 同 在 例 XLI 第 (10) 题 中 那样 讨论 . ] 

27. 如 果 a 和 6 是 $=0 的 两 个 相 邻 的 根 , 那么 8 十 和 9 = 0 的 介 于 a 和 6 之 间 的 根 的 
个 数 (每 个 根 均 按 照 重 数 计算 它 的 个 数 ) 是 奇数 . 

如 果 % = 0 的 根 全 是 实数 , 那么 8' 十 X% = 0 的 根 也 全 是 实数 ; 如 果 前 一 个 方程 的 根 全 是 
单 根 , 则 后 者 的 根 也 全 是 单 根 . (Math. Trip. 1933) 

28. 由 第 27 题 导出 : 





在 一 1 与 1 之 间 有 个 实 的 单 根 . (Math. Trip. 1933) 
29. 研究 f (zx) 的 极 大 值 与 极 小 值 , 以 及 f (x) = 0 的 实 根 , 这 里 f (x) 是 诸 函 数 
vw—sinz—tana(l—cosz), XZ—sinz— (a— sina)— tan3al(cosa— cosxr) 
中 的 一 个 , a 是 0 与 zx 之 间 的 一 个 角度 . 证 明 : 在 第 一 种 情形 , 有 重 根 的 条 件 是 tan a 一 a 必 
须 是 zt 的 倍数 . 
30. 证 明 : 通过 选取 比值 入 : 凡 可 以 使 得 入 (az2? 十 bz 十 c) 十 内 (oz 十 bw 十 0) 二 0 的 根 
是 实 的 , 且 有 任意 大 小 的 差 , 除非 这 两 个 二 次 式 的 根 全 都 是 实数 , 且 交 织 在 一 起 ; 在 此 例外 情形 ， 
该 方程 的 根 总 是 实 的 , 但 它们 的 差 的 大 小 有 一 个 下 限 . (Math. Trip. 1895) 
[考虑 函数 





(az 十 027 十 cj/ (az 十 wz+oc) 
的 图 的 形状 : 参见 例 XLVI 第 (13) 题 以 及 其 后 各 题 . ] 
31. 证 明 : 当 0<z<1 时 有 


Sin 7T[Z 
2Z(1 一 2) 





并 画 出 该 函数 的 图 . 
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32.， 夯 出 函数 


zz—1 





1 
NAcotnz——— 
Tr 


的 图 . 

33， 概 略 描 绘 出 由 

dy (6z2 +Zz 一 1)(z 一 1D2(z 十 1)3 
dz 2 

所 给 出 的 函数 y 的 图 的 一 般 形 状 . (Math. Trip. 1908) 

34. 将 一 张 纸 折 起 来 , 使 得 它 的 一 个 角 刚 好 碰 到 对 边 ， 指出 应 如 何 折纸 以 使 得 折 痕 有 最 大 
的 长 度 . 

35. 椭圆 (z2/@) 十 ( 注 /Y) = 1 可 以 被 一 个 同心 圆 切 下 来 的 最 大 锐角 是 arctan{ (a? 一 0)/ 
2ab}. (Math. Trip. 1900) 

36. 在 一 个 三 角形 中 , 面积 A 与 半 周 长 s 是 固定 的 . 证 明 : 一 条 边 的 任意 一 个 极 大 值 或 者 
极 小 值 都 是 方程 s (x 一 s) 2? 十 44A? = 0 的 一 个 根 . 讨论 此 方程 的 根 的 实 性 , 以 及 它们 是 否 与 极 
大 值 或 者 极 小 值 对 应 . 

等 式 a+bi+c=2s,s(s 一 a)(s 一 b)(s 一 c) = A? 决定 了 a 和 b 是 c 的 函数 . 关于 c 求 导 ， 
并 假设 da/dc = 0. 即 可 求 得 b= cs 一 "= sc= 4a, 由 此 我 们 推出 s (a 一 s)o2 + 442 = 0. 

如 果 s > 27A?, 则 这 个 方程 有 三 个 实 根 , 如 果 st < 27A?, 则 这 个 方程 有 一 个 实 根 .对 
于 等 边 三 角形 (等 边 三 角形 是 对 给 定 面积 有 最 小 周 长 的 三 角形 ) 有 s+ = 27A?; 从 而 不 可 能 
s4 < 27A?. 于 是 关于 a 的 方程 有 三 个 实 根 , 而 且 , 由 于 它们 的 和 是 正 的 , 且 乘 积 是 负 的 , 所 以 
有 两 个 根 是 正 的 , 而 第 三 个 根 是 负 的 . 在 两 个 正 根 中 , 有 一 个 与 极 大 值 对 应 , 而 另 一 个 与 极 小 值 
对 应 . ] 

37.， 诸 边 经 过 三 个 给 定 的 点 4, 已,C 的 最 大 的 等 边 三 角形 的 面积 是 











+ 十 
2A+ 
a,b,c 是 三 角形 4BC 的 边 长 , A 是 三 角形 4BC 的 面积 . (Math. Trip. 1899) 
38. 如 果 A, A’ 是 顶点 在 原点 , 底 角 在 心脏 线 (cardioid) 7 = a (1 + cos0) 上 的 两 个 最 大 
的 等 腰 三 角形 的 面积 , 那么 256AA’ = 25a4V5. (Math. Trip. 1907) 
39， 当 曲线 z2y 一 4z2 - 4zy 十 只 十 16z 一 2y 一 7 = 二 0 上 的 点 (z,y) 趋向 点 (2,3) 时 , 求 
出 (z2 一 4y 十 8) / (一 6x 十 3) 所 趋向 的 极限 值 . (Math. Trip. 1903) 


[如 果 取 (2, 3) 作为 新 的 原点 , 则 该 曲线 方程 变 为 27 一 各 十 7 = 0, 所 给 的 函数 变 成 
(£2 +4€—4n)/ (m+6n— 68). 
如 果 令 7 = 万 , 我 们 得 到 € = (1 一刀) /t,n = 1 一 女 . 该 曲线 有 一 个 在 原点 有 分 又 的 环 , 原点 
与 + 二 一 1 和 t= 1 这 两 个 值 对 应 . 将 给 定 的 函数 用 t 来 表示 , 并 令 t 趋向 一 1 或 者 1, 我 们 就 


得 到 极限 值 为 -3, 一 3. ] 
40. 如 果 











1 1 
sinz—sinag (zx—a)cosa’ 





f (2) = 


那么 


{lm f (7)} Jim f (gj 三 Jsec 4 一 五 seca， 


(Math. Trip. 1896) 
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41， 证明: 如 果 g(z) = 1/ (1 十 2), 那么 69 (zx) = Qn(z)/ +) 其 中 Qn (x) 
是 一 个 n 次 多 项 式 . 并 证 明 
D Gu = (1+2°) Qh — 2(n+1)2Qn; 
ii) Qni2 +2n+2) rrit+ (N+2) n+1) (+7) Qn = 0; 
iii) (1+2°) QO — 2nzQ% + n(n+1) Qn =0; 
v) Qn = 0 的 所 有 的 根 都 是 实 的 , 且 被 Qn-1 = 0 的 根 分 隔 开 来 . 

42. 如 果 f(z) ,9 (z) 和 (2) 满足 第 126~128 节 中 关于 连续 性 以 及 可 导 性 的 条 件 , 那么 
存在 一 个 位 于 a 与 b 之 间 的 & 值 , 使 得 

















[考虑 用 f(z) ,9 (x) ,小 (7) 来 代替 该 行列 式 的 第 三 行 的 各 个 元 素 所 得 到 的 函数 . 当 $ (x) = 
2 且 少 (x) = 工时, 这 个 定理 就 化 为 中 值 定理 (第 126 节 ). ] 

43， 从 第 42 题 推导 出 第 128 节 中 的 定理 . [取消 (z) = x. ] 

44. 如 果 4%(z) 和 沁 (z) 满足 第 128 节 中 的 条 件 , 且 % (z) 从 不 取 值 为 零 , 那么 , 对 于 (o, 中 
中 的 某 个 值 & 有 








$0) — $0) _ $8 ath. Tri 
vO) we. (Math. Trip. 1928) 


[ {6 (2) 一 8(0)} {由 () 一 沙 (z)} 应 用 Rolle 定理 . ] 
45. 如果 9 (zx) 在 a < x<5b 中 连续 , 9”(x) 存在 , 且 对 a <xz<b 有 49” (xz) > 0, 那么 
$ (7) — 9$ (a) 
人 二 站 

在 a <Zz < 中 严格 递增 . (Math. Trip. 1933) 

46. 函数 f (x) 和 g(xz) 在 0<zx<a 中 连续 ,在 0<z<a 中 可 导 ; f (0) = 0,g(0)=0; 
了 f(z) 和 g (zx) 是 正 的 . 证 明 

(i) 如 果 f(z) 与 z 一 起 增加 , 那么 f(z) /z 也 与 z 一 起 增加 ， 

(i) 如 果 f(x) /g' (z) 与 z 一 起 增加 , 那么 f(z) /g (x) 也 与 x 一 起 增加 . 

证 明 : 函数 








2 
sinz’” 1 一 cosz” 2 一 sinz” 
在 区 间 0 < x < 37 中 递增 . (Math. Trip. 1934) 
[参见 Hardy, Littlewood, P6lya 所 著 Inequalities 一 书 第 106 页 . ] 
47. 函数 f(x) 在 x =& 有 微分 系数 (8). 证 明 : 如 果 hh 和 同时 取 正 的 值 以 任何 方式 


趋向 零 , 那么 





十 内 一 了 人 一 癌 1 





9 (h,k) = 
趋向 零 . 
并 证 明 : 如 果 了 7 (x) 在 一 个 包含 & 的 区 间 中 是 连续 的 , 那么 我 们 就 能 删 去 “ 正 的 ”这 个 词 ， 
而 仅仅 假设 hh 十 去 0. 
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最 后 , 考虑 函数 





70)=0 f=1/|E| Gz0) 


全 2 
由 此 来 证 明 , 在 一 般 情 形 下 我 们 不 可 能 取消 这 一 限制 . (Math. Trip. 1923) 
[关于 第 一 部 分 , 利用 恒等式 











$= (0) 
JE 有-FG 
+ 7G| 


以 及 不 等 式 h < 有 十 ,kk <h 十 k. 对 于 第 二 部 分 , 利用 中 值 定理 . 对 于 第 三 部 分 , 取 


1 时 
t=0, 以 ( ) ， 上 = 一 n 2， 


nN 











其 中 nn 是 正 整数 . ] 

48. 如 果 当 zz 一 co 时 有 VW (zx) 一 ww 且 a 和 0 那么 g%(z) ~ az 如果 a = 0, 那么 
g(z) = o(z). 如 果 V(x) 一 co, 那么 $ (zx) 一 00. [利用 中 值 定 理 . ] 

49， 如 果 当 z 一 co 时 有 %(z) 二 a, 那么 内 (z) 不 可 能 趋向 零 以 外 的 任何 极限 

50. 如 果 当 z 一 co 时 有 由 (z) 十 由 (z) 一 o 那么 %(z) 一 0 且 由 (z) 一 0. 

[ 设 %(z) =a 十 小 (z), 所 以 外 (z) 十 w(x) 全 0. 如 果 w' (xz) 有 固定 的 符号 , 比方 说 对 所 有 
充分 大 的 z 都 是 正 的 , 那么 少 (z) 递增 , 且 必 定 趋向 一 个 极限 1 或 者 趋向 oo. 如 果 水 (z)  o%， 
那么 w(x) 一 -co, 这 与 我 们 的 假设 矛盾 . 如 果 少 (x) 二 4, 那么 Ww (x) 全 一 5 而 这 是 不 可 能 能 
(第 49 题 ), 除非 ! = 0. 类 似 地 , 我 们 可 以 处 理 wy' (x) 对 充分 大 的 z 取 负 值 的 情形 . 如 果 对 于 
z 的 超出 任何 界限 的 值 , y' (z) 都 改变 符号 , 那么 这 些 就 是 小 (x) 的 极 大 值 和 极 小 值 . 如 果 x 有 
一 个 很 大 的 值 与 小 (zx) 的 一 个 极 大 值 或 者 极 小 值 对 应 , 那么 小 (z) 十 多 (z) 很 小 , 且 w(x) = 0， 
所 以 小 (z) 也 很 小 . 于 是 当 x 很 大 时 , % (z) 的 其 他 的 值 也 很 小 . ] 





az+b cr+iad 
mzi+n’ VYV mrtin 





51. 指出 如 何 将 / G ) dz 化 为 有 理 函 数 的 积分 . [ 令 mz 十 n= 


1/t 并 利用 例 XLIX 第 (13) 题 . ] 
52. 计算 积 


/ se,/ zdz / 这 于 v2 -Sqr 
T+1l7r) vitszr— Sir 人 
dz 


) ,| ZVsec 27rd7, 








5cosz++6 
dy, < 5 全 
2cosZ 十 snzZz 十 3 (2 一 sin 2) (2+sinz 一 sin % 


dz T+sinz 2 
人 dz, | arcsec zdzx, | (arcsin x) dz, 
V (1 +sinz) (2+ sinz) 1+cosz 


t log (ao + ?2? 
f sarcsinadz, / CS arc a dz / I 
V1i—z? ( 工 十 Z2)2 ” 


53. 用 代 换 w= 二 zx 十 1 十 x-! 计算 积 

















/3 tr (Math. Trip. 1931) 
T+1 Vz(z2z 十 Z 十 ] 
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54. 证 明 





7 dz 本 
冯 2m 二 LV 一 2 2.4...2 岂 











/ dz 2.4...2n 
ZT2n+2 VT 一 73 .5... (2n+1) 








其 中 n 是 正 整 数 . 
55. 化 简 公 式 . (i) 证 明 


2(n—1) ( jr) / 均 人 

















1 oT 
[ 令 z 十 3P=t,9— 3p? = 和 , 我们 得 到 
) dt _1 / dt 1 7 t*dt 
人 


四 | dd je 1 }a 
A (B+N)™Y Am-D) dB2+A i 


再 用 分 部 积分 法 即 得 结论 . 
这 样 的 公式 称 为 化 简 公式 (formula of reduction). 当 n 是 正 整 数 时 , 此 公式 最 为 有 用 











dz Sx dz 
才 我 们 可 一 一 一 示 | 一 一 一 一 一 一 元 六 依次 对 每 个 n 的 值 i 
时 我 们 可 以 用 /1 来 表示 /5 于 二 从 而 可 以 依次 对 每 个 的 值 计 
算 这 个 积分 . ] 
(这 证 明 : 如 果 ,a = | 本 (1 十 x)?” dz, 那么 
(p+1) Ia = 2 (1 + 2) — glua-1, 
并 得 到 一 个 用 有 _1,g41 表示 五 的 类 似 公式 . 又 用 代 换 x = 一 y/ (1 十 y) 证 明 


je / i 


Gi) 如 果 w= /和 Dr 那么 


(2n — 2) un — (2n — 3) un-1 = 7 (7+ 人 . 

md (Math. Trip. 1935) 
A 

Wy 和 如果 [mn / (Z2 i Ty) 那么 


2 (n= 1)1rm = Rl (zx? 十 1) 十 (mm 一 1) 7 2n 1 
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(v) 如 果 I = VE cos Brdzx, Jn = /2 sin Bxdzx, 那么 
Bln =27" sinBr— ni1, BJ = -7x cosBr+t+ nlni. 
(vi 如 果 厂 = /ee zdzx, Jn = f sw" 2Zdz, 那么 
nln 一 sinzcos" lz+(n—1)I 2 n=—cosrsin” z+ (no—1).J 2. 
(vi 如 果 I = fan zxdz, 那么 (nn 一 1) (f+I_2)=tan”!z. 


(vii) 如 果 I = srsmradm 那么 


(m+n) Tmn= — cos™tlxrsin? -lz (nC—1)Tmn,n_2 
= cos™ lrzsin"tiz+ (m— 1) Tm_2n. 
[我 们 有 
(m+ 1) Im,n = -fs “二 (cos™1! 7) dz 
a 


=—cos™tivsin” lz+(n—1)/cos™t? rsin" ?zdzr 








=—cos™t!izsin” lz+ (no 1) (nn 2 — Lnn). 


这 将 导出 第 一 个 化 简 公 式 . ] 
(ix) 将 [m,n = f sn” Xsinnzdz 与 Im_2,n 用 公式 连接 起 来 . (Math. Trip. 1897) 


(x) 如 果 Ln,w = J csc" zdz, 那么 





(一 1 一 2 一 2 2+m(m— 1) Tn an 


一 Zm lcscn zf{fmsinz 十 (2 一 2)zcoszl. 


(Math. Trip. 1896) 
(xi) 如 果 ,= / (a 十 bcosx) ”dzx, 那么 


(nC—1) (oz b>) In =—bsinz(a+bcosz) "D+ (2n— 3)aln 1— (n—2)1, 2. 





(xii) 如 果 I = / (a cos? x + 2h coszsing + bsin? rz) dz, 那么 


三 d27, 
dz? 


(Math. Trip. 1898) 


4n (nt+1) (ob 一 hn”) In42 — 2n (2n+1) (a+0) Tr dn = 


(xiii) 如 果 es | (log xz)” dx, 那么 (m+1) Inn=2™t! (og zx)"” —nlnni. 


56， 如果 n 是 正 整 数 , 那么 「 xz”(log x)”dzx 的 值 是 


mii (ogz)” nl(llogr)”! n(n—1)(ogr)"? (—1)" nl! 
2 | mm 二 1 (m+1) (m 十 1 er) 
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57. 由 oa 
oa sinasing 


Sin Q COS 内 








sin 
1 一 cos2awsin2 j 7 9 


ee 是 3r(1L+sinoa)” /sina, 其 中 a 是 正 的 锐角 . 


.一 个 半径 为 a 的 圆 的 一 条 弦 在 一 条 直径 上 的 投影 有 不 变 的 长 度 2a cos B; 证 明 : 
人 每 一 个 环 的 面积 都 是 a? (6 一 cos 6 sin 6). Math. Trip. 1903 


59， 证明: 曲线 (z/a)3 十 (y/5)3 = 1 在 一 个 象限 内 的 长 度 是 (a? + ab 十 访 )/(a 十 如 ). 
Math. Trip. 1911 
60. 点 4 在 一 个 半径 为 a 的 圆 的 内 部 , 到 圆心 的 距离 为 5. 证 明 : 从 点 4 向 圆 的 一 条 切线 








所 作 垂 线 的 垂 足 轨迹 所 包围 的 面积 是 zt (a? 十 $507). 
61. 证 明 : 如 果 (oo 已 c 户 9 大 和 zz 人 1 =0 是 一 条 


dz 


/ = Qlo EE 
(lt+my+t+n) (hrioby+tf) 8 pT 





其 中 PT, PT 
切线 所 作 的 垂 线 , a, 8 是 常数 . 


62. 证 明 : 
azZ2 十 2b07 十 c 


让 (Ax? +2Bz+ 人 OC) 
是 z 的 有 理 函 数 , 当 且 仅 当 4C 一 B? 与 aC +c4 
63. 证 明 : 





了 QZ 








Ae 
是 zx 的 有 理 函 数 的 充分 必要 条 件 是 : fF 一 
没有 重 因子 . 
64. 证 明 : 





/ 
dz 
(1 ~ ecosZz) 
是 cosz 和 sinx 的 有 理 浮 








@ 见 第 203 页 中 所 引用 的 作者 的 专著 . 





1 一 cos2awsin2 沙 


Math. Trip. 1904 
该 弦 








Math. Trip. 1909 


圆锥 曲线 的 方程 , 那么 
十 D， 
是 从 圆锥 曲线 上 坐标 为 x 和 yy 的 点 P 向 位 于 弦 lz 十 my 十 n == 0 的 端点 处 的 


(Math. Trip. 1902) 


2bB 中 有 一 个 为 零 ”. 


站 可 五 整除 , 其 中 上 和 已 是 多 项 式 , 且 后 者 


(Math. Trip. 1910) 


数 , 当 且 仅 当 ae + 7 = 0; 并 在 此 条 件 满足 时 计算 这 个 积 


(Math. Trip. 1910) 
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150. 更 高 阶 的 中 值 定理 


在 第 126 节 中 我 们 曾经 证 明了 : 如 果 f(x) 在 a < z < 5b 中 连续 , 且 在 
a < x <b 中 有 导数 , 那么 
f (0)-f(0)= (607 (0), 
其 中 a < & < b; 或 者 说 有 
fat) f(a)=hf (at+0h), 上 
其 中 0 < 0 < 1 
现在 对 f(z) 进一步 加 以 限制 . 假设 f(z) 在 a < xz < 5 中 连续 , 且 f”(z) 在 
a < x <b 中 存在 . 考虑 函数 
D 一 ZN 
F018) -0-HF 8) (PE) {F070 -0-70 
此 函数 当 z = a 以 及 zx =) 时 变 为 零 , 且 它 的 导数 是 
2(5— Zz) / 1 2 pw/ 
和 {FO-F0)- boF (0) -$0 a) fF (0)); 
这 个 导数 必定 在 a 和 5b 之 间 的 某 个 x 值 变 为 零 . 这 样 就 存在 介 于 a 和 5 之 间 的 
某 个 x 的 值 (于 是 它 可 以 表示 成 a 十 02 (b 一 a), 其 中 0 < 0。< 1), 使 得 有 
f(D)=f(0)+0- oF (0)+§b— a) 7" (8). 
如 果 置 5 = a + hh 就 得 到 等 式 
f ath)=f(0) +hf (0) + hf (a+ 6h), (2) 


这 是 我 们 所 称 的 二 阶 中 值 定理 (the mean value theorem of the second order) 的 
标准 形式 . 
我 们 已 经 对 于 f' (zx) 假设 了 在 第 126 节 中 对 于 4% (z) 所 假设 的 条 件 , 也 就 是 说 在 闭 区 间 中 
的 连续 性 以 及 在 开 区 间 (a,5) 中 的 可 导 性 . 我 们 附带 还 假设 了 f(a) 和 f' (5) 的 存在 性 , 这 样 
一 个 假设 涉及 z 在 (a,5) 以 外 ( 即 在 a 的 左边 以 及 的 右边 ) 时 f (zx) 的 值 . 在 应 用 中 有 可 能 
发 生 f(z) 在 (a,5) 以 外 没有 定义 的 情况 .以 左 端点 为 例 , 此 时 我 们 必须 把 f(a) 理解 成 仅仅 
对 位 于 (a,5) 中 的 x 的 值 有 定义 , 也 就 是 说 
iy 1 flath)— f(a) 
f (q) ey h : 


这 个 约定 与 我 们 在 第 99 节 末 尾 关 于 连续 性 所 作 的 约定 是 相互 平行 的 . 
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对 于 更 高 阶 的 导数 , 下 一 个 定理 中 给 出 了 同样 的 观点 . 
由 (1) 和 (2) 所 给 出 的 相似 性 引导 我 们 总 结 出 下 面 的 定理 . 
Taylor 中 值 定理 或 者 一 般 性 的 中 值 定理 如 果 f(D 了 (zx) 在 a<x<5b 中 
连续 , f(")(z) 在 a <x<5b 中 存在 , 那么 
f (0) =f (0) + (0—a)f (a)1 


i 元 fd (@) + 


其 中 a<E<b; 如果 b= 二 a 十 h, 那么 
f (a+ i ) + (0) + 


7 一 
ww 一 


(0-0) 





十 


十 





JD 加 十 五 Jo 十 包间， 


其 中 0<0,<1l. 
/0 (x) 的 连续 性 自然 包含 了 了 (Co) ,六 (2) ,… ,0 (z) 的 连续 性 
其 证 明 与 n= 1 以 及 n ==2 的 特殊 情形 采用 同样 的 路 线 . 我 们 考虑 函数 





其 中 
ee 
P(e) = 0 -0 0- of (0) 0) 
这 个 函数 在 x = a 以 及 z = 时 变 为 零 ; 它 的 导数 是 
n(b— 7)" (5— a (n) 、 
Ts {a (go) 一 一 一 三 (7 
故 必 有 z 的 某 个 介 于 a 和 5 之 间 的 值 , 使 得 此 导数 在 该 点 处 等 于 零 . 这 就 立即 得 
出 欲 证 之 结论 
例 LV 


(1) 假设 f (zx) 是 7 次 多 项 式 . 那么 当 n > r 时 f(" (z) 恒 等 于 零 , 于 是 该 定理 引导 到 代 
数 恒等式 ) h2 hr ) 
7(a+ 问 = 二 Pf (Ot mf (Ott (0). 
(2) 将 定理 应 用 于 f(z) = 1/z, 并 假设 x 和 x 十 h 都 是 正 数 , 就 得 到 结果 

















1 Uo h2 ("hl! 让 (一 Dj 
ri+h xz 02 23 p26 (z+ Oh)™t! 
1 1 hh 1 (1)” hl (1)”h? 
I a eh bag zn (z+h): 


我 们 可 以 通过 证 明 zn (z 十 站 可 表 成 (z 十 0h)"11 的 形式 , 或 者 通过 证 明 zx” (z 十 门 在 2"! 
与 (z 十 门 "+ 之 间 来 验证 此 结果 . ] 
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(3) 导出 公式 


h? 1 
sin (z+h)=sinz+hcosz— 可 sin2 一 可 cosZ 十 … 
h2"7— 1 | h27 
十 (—1)™-! Qn — COS X 十 (一 1 onl sin (z 十 Oonh), 


并 对 cos (z 十 有 h) 得 出 对 应 的 公式 , 并 得 出 包含 h 的 寡 直 至 ht ”的 类 似 公式 . 
(4) 证 明 : 如 果 m 是 正 整 数 , n 是 不 大 于 mm 的 正 整 数 , 那么 
(z 十 h)™ 二 rx™ 汶 (Th en (A A 
十 (了 ) (z+ Oh)™ "hh". 
又 证 明 : 如 果 区 间 (z,z 十 及 不 包含 x = 0, 则 此 公式 对 m 的 所 有 有 理 数 值 以 及 对 于 n 的 所 有 
正 整数 值 都 成 立 . 并 证 明 : 即使 "< 0 < zz 十 尹 或 者 z+ 疡 < 0 < z, 如果 m 一 n 是 正 数 , 则 该 
(5) 如 果 f(z) =1/z 且 xz <0<z+th, 则 公式 了 (zx 十 hh) = 二 了 (2z) 十 hf (zw 十 01h) 不 成 立 . 
[因为 f(z 十 及 ) 一 了 (zx) > 0; 且 hf (z 十 4h) = 一 h/ (zx 十 01h)”< 0; 显然 使 中 值 定理 成 
立 的 条 件 并 不 满足 . ] 
(6) 如 果 z = 一 a,h 二 2a, f(x) = 3, 那么 等 式 
f(z+h)= f(r)+hf’ (r+ Oh) 
对 0 = 志士 吉 V3 是 满足 的 . [这 个 例子 表明 , 即使 当 使 得 定理 成 立 的 条 件 不 满足 时 定理 的 结果 











] 
(7) 逼近 方程 的 根 的 Newton 法 . 设 5 是 代数 方程 f(x) = 0 的 一 个 根 的 近似 值 , 实际 的 


=f(€+h)=f (6) +hf (€) + $f" (+02h), 


i f(€) 1,2f" (€ +02h) 
pe a 








只 要 f°(&) 0. 
如 果 这 个 根 是 一 个 单 根 , 且 h 足够 小 , 那么 就 存在 一 个 正 数 KK, 使 得 对 我 们 所 考虑 的 所 有 
2 值 都 有 | 户 (z)| > K; 因此 这 个 根 就 是 





é€+h=é— 和 +O(h)=& +0 (nh), 
这 里 最 后 一 步 是 我 们 的 假设 . 从 而 和 是 这 个 根 的 比 & 更 好 的 近似 值 . 

我 们 可 以 重复 这 个 方法 , 取 &1 代替 &, 这 样 就 得 到 一 列 越 来 越 好 的 近似 值 &2,€3,.…, 相应 
的 误差 为 O (hh*) ,O (1) ,…. 

(8) 将 这 一 程序 应 用 到 方程 z” = 2, 取 € = 3 作为 第 一 个 近似 值 ，[ 我 们 求 得 &1 = 节 
1.416 …， 虽然 第 一 个 近似 值 不 精确 , 但 &1 是 一 个 相当 好 的 近似 值 . 如 果 现 在 再 重复 这 一 过 程 ， 
就 得 到 &2 = 到 = 1.414215.…， 它 的 小 数 部 分 有 5 位 数字 是 正确 的 . ] 

(9) 用 这 种 方法 考虑 方程 z? 一 1 一 y = 0, 其 中 y 很 小 , 证 明 





多 


1 y 4 
VIty=1+3Y Ey 外 
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(10) 证 明 : 第 (7) 题 中 方程 的 根 是 





2 p11 
on 
(其 中 每 个 函数 的 自 变 量 都 是 6). 

(11) 方程 sin x = az (其 中 a 很 小 ) 有 一 个 几乎 与 7 相等 的 根 . 证 明 : (1 一 a) 是 一 个 更 
好 的 近似 值 , 而 (1 一 a 十 o2) 7 则 是 一 个 还 要 更 好 的 近似 值 ， [第 7~10 题 的 方法 与 f (x) = 
是 否 是 代数 方程 并 无 关系 , 只 要 了 7 二 连续 且 f' (&) 关 0 即 可 应 用 . ] 

(12) 证 明 : 如 果 jj"+D0 (z) 是 连续 的 , 那么 , 当 h 0 时 , 在 一 般 的 中 值 定理 中 出 现 的 数 
0， 的 极限 是 1/ (n 十 1). 

[因为 f(z 十 hh) 与 




















fo) + (0sh), 
ny nn 二 +1 
f(x) 十 … 十 Lp" (Z) 十 志和 i (z+ Ont+ih) 


中 的 每 一 个 都 相等 , 其 中 b+1 以 及 0 都 位 于 0 和 1 之 间 . 于 是 


hf ty) 人 二 gt 


(n) — fn) 
f° (s+) = 1 全 + 





但 是 , 如 果 对 函数 je) (z) 应 用 原来 的 中 值 定理 , 并 用 0%h 代替 h, 我 们 得 到 





jz 二 gj = 1 (2) + Ohf "td (r+ 00h), 


其 中 0 也 位 于 0 和 1 之 间 . 从 而 


f° (z+ Ont1h) 
n+l1 





Os,f "+t (z+ 00,h) 一 


由 于 当 九 二 0 时 了 "1D (z 十 900rh) 和 ”TD (zx 十 0w4ih) 趋向 相同 的 极限 , 由 此 即 得 出 结果 . ] 
151. ” Taylor 定理 的 另 一 形式 


Taylor 定理 还 有 另外 一 种 形式 , 在 这 种 形式 下 , 我 们 假设 的 条 件 要 少 于 上 一 
节 中 定理 的 条 件 . 

假设 f(z) 在 x=a 有 nn 阶 导 数 了 7(a),… ,f(a). 在 任何 一 点 f(x) 的 
存在 性 包含 了 f(*-? (xz) 在 含有 该 点 的 某 个 区 间 中 的 存在 性 以 及 它 在 该 点 的 连续 
性 ; 所 以 , 在 包含 x = a 的 一 个 区 间 中 前 n 一 2 阶 导数 都 是 连续 的 , 且 第 n 一 1 阶 
导数 在 x = a 也 是 连续 的 . 但 是 我 们 甚至 不 能 假设 在 除了 z = a 以 外 的 任意 一 点 
n 阶 导 数 存 在 . 

首先 假设 hz 0, 记 





Ph)= f(arh) f(a) hf (a)—...— 


151. Taylor 定理 的 另 一 形式 ”233 


那么 五, (h) 和 它 的 前 n 一 1 阶 导数 对 h = 0 变 为 零 , 而 (0) = fm (a). 于 是 ， 
如 果 我 们 记 


其 中 5 是 正 数 , 那么 就 有 


由 最 后 两 个 式 子 以 及 第 122 节 定 理 A 推出 : GD (h) 在 h=0 是 增加 的 , 且 对 
于 小 的 正 数 h 取 正 值 . 
其 次 , G2 (0) = 0, 且 对 于 小 的 正 数 h 有 GW-D (h) > 0; 这 样 一 来 , 根据 
第 122 节 的 推论 1, 对 于 小 的 正 数 h 就 有 Go-2) (h) > 0.? 重 复 这 一 讨论 , 我 们 相 
继 得 知 Go -3 (有 ), GO- (六 以 及 最 后 G (h) 都 是 正 的 , 也 即 对 小 的 正 数 及 有 
有 7 
Fn (h) > {f™ (a) — 6}. 
类 似 地 2 , 可 以 证 明 : 对 小 的 正 数 h 有 
Flh) < {fF (0) + 0) 
在 这 些 不 等 式 中 , 6 是 一 个 任意 的 正 数 . 由 此 推 得 , 当 wm 和 取 正 数 趋 癌 零 时 有 
h”™ 
到 的 = 各 { 中 (+ 中 
类 似 地 , 我 们 可 以 对 取 负 数值 的 h 进行 处 理 , 并 得 到 下 面 的 定理 . 
如 果 f (7) 在 X= 二 a 有 n 阶 导数 , 那么 
hn-1 hr 
EO OA 
其 中 7 一 0 (h 一 0). 
我 们 也 可 以 根据 第 98 节 的 记号 , 将 (1) 写成 
gp 
(9) flat) = FO) + Ot tom) 
我 们 也 应 当 能 从 第 150 节 的 定理 推导 出 这 个 结果 , 仅 需 要 假设 f(x) 在 z=a 
有 连续 性 . 
例 LVI 
(1) 证 明 : 如 果 当 z 一 0 时 
ao 十 az 十 :十 an2 十 olZ) 一 po 十 DZ 十 十 pnzZ 十 o(Z )， 
那么 ao = bo, al = 01,:… ,an = bn. 
[ 令 z 一 0, 我 们 看 到 有 ao = bo. 现在 用 z 来 除 , 再 令 z 一 0; 根据 需要 重复 此 过 程 . 


@ 根据 中 值 定理 , 这 也 就 是 G3 (h) = G7-23(h) 一 G23(0)=hG™-D (0h)>0. 
@ 在 G(h) 的 定义 中 改变 5 前 面 的 符号 . 
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由 此 推 得 : 如 果 f (zx) 在 x =a 有 wn 阶 导数 , 且 
f(at+h)=codtcht+.+cnh" +o(h"), 
那么 co,c1,… 就 有 (2) 中 所 给 的 值 . ] 











(2) 证 明 
f(a+h)— f(a—h) 有 
oh > f(a), 

如 果 右 边 的 导数 存在 的 话 . 

(3) 证 明 

1e+ 朋 -2 四 + 月， 

如 果 右边 的 一 阶 导数 存在 的 话 ， (Math. Trip. 1925) 

(4) 证 明 : 对 很 小 的 9 有 

3sin 20 4 5 中 
2(2 十 cos 20) tt 150 +0(0). (Math. Trip. 1935) 


(5) 证 明 : 如 果 sinz = zy, 且 x 和 wy 一 1 很 小 , 那么 


y=1— 二 2 十 10r +o(z’), 2 = 一 12( 一 JE 一 1)? +o{(y—1)}. 
(Math. Trip. 1934) 


152. Taylor 级 数 


假设 f (x) 是 一 个 函数 , 它 在 包含 点 z = a 的 一 个 区 间 (a 一 n,a 十 n) 中 有 任 
意 阶 的 微分 系数 . 那么 , 如 果 h 的 绝对 值 小 于 ”， ee n 值 就 有 


f(at+h)= f(a)+hf (a) d+:+ 
其 中 0 < 9, < 1. 或 者 说 , 如 果 


7 





f(D) (a ) + pe (a + 0nh), 


Nn 


h 
(人 
fn = 1f (a On,h), 


上 


则 有 
f(a+h)— 5, = RR. 


现在 进一步 假设 : 当 n 一 co 时 有 RR 一 0. 那么 
全 
fath) = JS 下 TH (Ot (0) + 
f(a 十 h) 的 这 个 展开 式 称 为 Taylor 级 数 . 当 a = 0 时 , 该 公式 简化 为 


FO) = FO FhF (0 +S 0) + 


称 为 Maclaurin 级 数 . 函数 RR 称 为 Lagrange 形式 的 余 项 . 
读者 应 该 仔细 注意 : f (z) 的 各 阶 导数 的 存在 性 这 一 假设 是 Taylor 级 数 成 立 的 充分 条 件 . 
对 R;, 的 性 状 作 直接 的 讨论 十 分 重要 . 
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(1) 余弦 级 数 和 正弦 级 数 . 设 f (x) = sinx. 那么 对 所 有 的 z 值 f(z) 有 任意 阶 导 数 . 并 对 
所 有 的 x 和 n 值 都 有 | 7 (zj < 1. 所 以 在 此 情形 有 |Ra| < h” /nl, 当 半 一 co 时 它 趋向 零 
( 例 XXVII 第 (12) 题 ), 而 不 管 h 取 什么 样 的 值 . 由 此 推 得 , 对 所 有 的 x 和 hh 值 都 有 








h2 h3 4 
sin (z++h)= sinz+t+hcosz— 可 sin7 一 可 cos2 十 A sin a 

特别 地 , 对 所 有 的 h 值 都 有 

， np hs 

sinh=h— 可 十 豆 一 
类 似 地 , 我 们 可 以 证 明 

hp? 1 hh 
cos(z+h)=cosr—hsinz 可 cos 2 十 可 sinz++:..,， cosh=1— Se = 





(2) 二 项 级 数 . 设 f(z) = (1 十 z)”, 其 中 m 是 任何 一 个 正 的 或 者 负 的 有 理 数 . 那么 





f° 0)=mm Dm ntl) (+r)™"", 


其 Maclaurin 级 数 (用 x 代替 h) 取 如 下 形式 


(1 十 zZ)” 三 工 十 (> (2 


当 m 是 正 整 数 时 , 该 级 数 只 有 有 限 项 , 我 们 就 得 到 带 正 整数 次 寡 的 二 项 式 定 理 对 应 的 通常 
公式 . 在 一 般 情 形 有 





人 (n) [mm n m—n 
R= (0n7X) = ("): (1 + On,7) 


为 了 证 明 当 m 不 是 正 整 数 时 ，Maclaurin 级 数 实际 上 对 任何 范围 内 的 x 值 都 表示 (1 十 zZ)”， 
我 们 必须 证 明 : 对 于 在 这 个 范围 内 的 每 个 x 值 都 有 R, 一 0. 如 果 -1 < x < 1, 事实 上 这 是 
成 立 的 , 当 0 < x < 1 时 , 这 可 以 用 上 面 给 出 的 RR 的 表达 式 加 以 证 明 , 这 是 因为 如 果 n > mm 
则 有 (1 十 0nz)””< 1, 当 nn 一 co 时 有 (xz 一 0 ( 例 XXVII 第 (13) 题 )， 但 是 , 如 果 
一 1 < x < 0, 就 会 出 现 困难 , 这 是 因为 当 n > m 时 有 11+0rnz<1 以 及 (1 二 90nz)””>1; 如 
果 仅 仅 知道 0 < 9 < 1, 则 不 能 肯定 1 + 9nz 不 是 相当 小 , 也 不 能 肯定 (1 + 9%x)” ”相当 大 . 

事实 上 , 为 了 用 Taylor 定理 来 证 明 二 项 式 定理 , 我 们 需要 R, 的 某 种 不 同 的 表达 形式 , 如 
同 我 们 后 面 将 要 给 出 的 那样 (第 167 节 ). 


153. ” Taylor 定理 的 应 用 , A. 极 大 与 极 小 


Taylor 定理 可 用 来 给 出 第 6 章 第 123 节 以 及 124 节 中 的 判别 法 的 更 为 重 
要 的 理论 完备 化 结果 , 尽管 这 些 结果 并 没有 太 大 的 实际 意义 ， 要 记 住 的 是 , 假设 
4(z) 有 前 两 阶 导数 ， 我 们 陈述 过 的 %(z) 在 x = &€ 有 极 大 或 极 小 值 的 如 下 充 
分 条 件 : 有 极 大 值 的 充分 条 件 是 内 (5 = 0,9”(&) < 0; 有 极 小 值 的 充分 条 件 是 
(8) = 二 0,0” (8&) > 0. 显然 ,如果 VY (&) 与 V (8) 同时 为 零 , 则 这 些 判 别 法 失效 . 
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让 我 们 假设 %(z) 有 n 阶 导 数 
9 (2) ; 9” (zx) Ca , 的 (1) (2) ) 


且 除 了 最 后 一 个 之 外 , 所 有 其 他 的 导数 在 x 二 & 均 为 零 . 这样 根据 第 151 节 的 (2) 
就 有 
$ (Eth) BE) = 0" (€) + o(W"), 


此 式 必 须 对 于 所 有 很 小 的 h 都 有 固定 的 符号 ( 正 的 或 者 负 的 )， 这 显然 要 求 n 是 
偶数 ; 又 如 果 ”是 偶数 , 则 根据 $(" (8) 是 负 的 还 是 正 的 而 取 极 大 值 或 者 极 小 值 . 

这 样 我 们 就 得 到 判别 法 : 如 果 有 一 个 极 大 值 或 者 极 小 值 ， 那么 第 一 个 不 为 替 
的 导数 必定 是 一 个 偶数 阶 导数 ， 且 在 有 极 大 值 时 该 导数 是 负 的 ， 在 有 极 小 值 时 该 
导数 是 正 的 . 

例 LVII 

(1) 当 $ (x) = (x 一 a)” 时 验证 结果 , 这 里 m 是 正 整数 , 上 = a. 

(2) 对 函数 (xz 一 a)”(z 一 50)” 在 x = a,x ==。 做 极 大 值 以 及 极 小 值 检验 , 其 中 mm 和 mn 是 
下 整数 . 画 出 曲线 y = (x 一 a)”(z 一 8)” 的 不 同 可 能 形式 的 图 形 . 

(3) 对 函数 sin x 一 xz, sinz 一 Z 十 ES sin z 一 2 十 守 2 ,COS 风 一 1， cos 允 一 工 十 ee 


CO = 在 xz ==0 做 极 大 值 以 及 极 小 值 检验 . 
154. ”B. 某 些 极限 的 计算 


常常 需要 计算 在 变量 的 某 个 特殊 值 代入 时 取 “0/0” 这 种 形式 的 比值 的 极限 . 
我 们 假设 所 讨论 的 问题 中 变量 的 值 是 z = 0. 对 此 有 各 种 方法 . 
(a) 假设 f(z) 和 4(z) 在 z=0 可 导 , 且 f(0)=$(0)=0,8'(0) 关 0. 那么 








f (x)=z2f (0)+o(z), $(7)= 29 (0)+o(z), 








f(z) ~ f (0) 

go VD 
更 一 般 地 , 如 果 函 数 f(x) 和 9(x) 在 z=0 有 7 阶 导数 , 且 每 个 函数 的 前 n 一 1 
阶 导数 均 为 零 , 而 9 (0) 关 0, 那么 , 根据 第 151 节 的 定理 就 有 


ek 


f(s) = (0) +o("), $0) = 60" (0) Tole"), 
所 以 有 
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(b) 利用 第 128 节 的 定理 常常 会 更 好 一 些 . 如 果 f(x) 与 9(z) 在 0<z<h 
连续 , 且 在 0 < x < 可 导 , f (0)=0,9(0)=0,9(h)#0, 又 了 (7) 和 YW (zx) 对 
同一 个 x 从 不 同时 为 零 , 那么 对 某 个 界 于 0 和 之 间 的 上 有 








{0) _ FO) 
$(1) ~ FO 
现在 假设 当 x 取 正 值 趋向 零 时 有 
1 (2) 
. Fe) 


那么 就 存在 一 个 区 间 (0, ), 在 该 区 间 内 部 W (zx) 不 为 零 .由 此 根据 第 129 节 的 定 
理 推出 , 在 0<z<% 中 VW (zx) 有 固定 的 符号 ; 这 样 一 来 , 根据 第 122 节 的 推论 2 
可 知 , 在 0 < x < 中 9(z) 有 固定 的 符号 . 从 而 对 每 个 小 于 的 正 数 h, (1) 均 
为 真 , 所 以 六 由 


有 一 /. 
这 就 是 说 , 只 要 下 式 中 的 第 二 个 极限 存在 , 就 有 
f(z) _, f(z) 





多 rT 
如 果 “z 一 +0” 代 之 以 “z 一 -07” 或 者 “z 一 0”, 自然 会 有 类 似 的 定理 成 
立 ; 其 论证 可 以 在 必要 时 重复 刚才 的 方法 . 于 是 , 对 任何 n, 只 要 对 0<v<n 有 
jw (0) =0 以 及 6 中 (0) = 0, 且 下 式 右边 的 极限 存在 , 则 有 
f (0) _ 1 1 (0) 








0 (7) 0 G0 (2) 
同样 的 推理 过 程 表 明 , 当 1/9' 一 +co 时 有 f/9 地 二 00. 
如 果 我 们 希望 从 第 126 节 的 中 值 定理 推导 出 (3), 我 们 就 必须 假设 f(z) 和 YW (x) 在 z=0 
连续 (无 论 如 何 对 于 从 右边 趋向 零 如 此 ). 这 样 就 有 
f (7) 二 zf" (017), 9$ (7) = 79 (027), 
这 里 91 和 92 中 的 每 一 个 数 都 位 于 0 与 1 之 间 . 因为 f (017x) 一 户 (0) 以 及 W(027) 二 WV(0)， 
由 此 就 得 出 结论 . 
方法 (b) 的 优点 由 下 面 例 LVIII 第 (3) 题 指出 . 这 里 
f(z)=tanz—z, 9$(7)= 7— sinz, 
f(0)= fF (0)=7" (0)=0,9(0)= 8 (0)= 0 (0)=0, 1" (0)=2,07 (0)=1, 而 (a) 给 出 
极限 2. 此 方法 要 求 每 个 函数 有 三 次 导数 . 但 是 
f(x) sec2z 一 1 
dg (7z) 1 一 cosZ 


我 们 可 以 利用 方法 (b) 快 得 多 地 得 到 结果 . 


中 因为 不 然 的 话 , (2) 的 左边 就 会 对 无 穷 多 个 很 小 的 正 数 x 没有 意义 . 

















一 sec2z (1 + cosx) 一 2， 
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本 节 的 定理 有 许多 不 同 的 变形 . 例如 , 代替 0, x 可 以 趋向 w 或 者 趋向 无 穷 ; 而 且 可 以 用 
j/4g 的 没有 意义 的 形式 “co/eo” 来 代替 “0/0” 通常 可 以 用 某 个 简单 的 代 换 将 这 些 变形 化 为 标 
准 情 形 . 





例 LVIII 

(1) 如 果 f = 22 sin +, $= 二 x, 那么 就 有 3; 一 0. 这 里 
f’ Ee cl 1 
py 27 sin COS 本 


当 z 一 0 时 它 振荡 . 从 而 f/9 趋向 一 个 极限 , 而 此 时 大 /d 不 趋向 任何 极限 ; 所 以 我 们 的 条 件 
只 是 充分 的 , 但 不 是 必要 的 . 




















2) 求 
和 一 ( 十 1)z2+1 十 mm 二 2 
G 去 
当 x 一 工时 的 极限 . 
(3) 求 
tanz 一 2 tannz — ntanz 
rz—sinz’” nsinz— sinnz 
当 x -0 时 的 极限 . 
四 当 z 1 时 有 区 > VS (Math. Trip. 1932) 
(5) 求 z {Vx2 十 a2 一 z} 当 x 一 co 时 的 极限 . [ 令 z= 1/v. | 
(6) 证 明 
lim (Z — n)csc ZX 一 二 . lim ee {sear Ta} 到 = 


其 中 n 是 任意 整数 ; 并 计算 含有 cot zx 的 对 应 极限 . 


(7) 求 
CSC 7 L 2 cotz 1 十 
23 rz 6/ ”23 2Z 3 





当 z 一 0 时 的 极限 . 
(8) 当 z 一 0 时 有 


sinzarcsinz — zx? 1 tan zarctanz — x? 2 
> >》 一 . 
26 18 26 9 





155. C. 平面 曲线 的 相 切 


两 条 曲线 说 成 是 在 一 个 点 相交 (intersect or cut), 如 果 该 点 在 每 一 条 曲线 上 . 
两 条 曲线 说 成 是 在 一 个 点 相 切 (touch), 如 果 它 们 在 该 点 有 同样 的 切线 . 

现在 假设 站 (z),%(z) 是 两 个 函数 , 它们 在 x =“ 有 任意 阶 导数 , 考虑 曲线 
y = f(z), y = $(z)， 一 般 来 说 ，f (6) 与 %(6) 并 不 相等 ， 在 此 情形 , 横 坐 标 
2 = 不 与 这 两 条 曲线 的 交点 对 应 . 然而 , 如 果 f (&) = 9 (8&, 那么 曲线 在 z = &， 
y = 二 f (8) = 9 (8&) 相交 . 为 了 使 曲线 在 这 一 点 相 切 , 必须 而 且 只 需 在 x = & 处 的 一 
阶 导数 7(&) ,WB'(&) 也 有 相等 的 值 . 
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在 这 种 情形 , 可 以 从 不 同 的 观点 来 看 待 曲线 的 相 
切 ， 在 图 43 中 , 两 条 曲线 在 已 相 切 , 且 QR 等 于 
0 二 7 一 大 (十 7 轧 )， 由 于 Y y= 0(W 


所 以 BR 也 等 于 


5h {0 (E+ 6h) — f” (€ + 6h)}, 





其 中 0 位 于 0 和 1 之 间 . 于 是 , 当天 一 0 时 有 图 43 
i QR 1 J/ I/ 
lm = 31{9 (8)—f (0)}. 


换言之 , 当 曲 线 在 横 坐 标 为 的 点 相 切 时 , 它们 在 横 坐 标 为 十 hh 的 点 处 的 纵 坐 标 
之 差 至 少 是 关于 及 的 二 阶 小 量 . 

显然 ,89R 的 小 量 的 阶 可 以 被 取 作 为 曲线 相 切 的 接近 程度 的 一 种 度量 .由 此 
立即 启发 我 们 , 如 果 f 和 5 的 nn 一 1 阶 导数 在 x =& 处 有 相等 的 值 , 那么 QR 就 
应 该 是 n 阶 小 量 ; 读者 应 该 没有 困难 来 证 明 这 一 结论 为 真 以 及 


bm = {6 (0) -7 (0}. 


这 样 一 来 , 我 们 就 引导 出 下 面 的 定义 . 

n 阶 相 切 如果 f(&) = 9$(8), 了 (8) = 和 ,J (8) = 9 (6), 但 是 
fTD (6 天 Wo (6), 那么 曲线 y 二 f(z),y 二 $B(z) 就 称 为 在 横 坐标 为 《 的 点 
有 n 阶 相 切 . 

上 面 的 讨论 使 得 ” 阶 相 切 的 概念 与 坐标 轴 的 选取 有 关 , 且 当 与 曲线 相 切 的 切 
线 与 y 轴 平 行 时 完全 失去 意义 我们 可 以 通过 将 y 取 为 自 变 量 , 而 将 x 取 为 因 
变量 来 处 理 这 种 情形 . 不 过 , 更 好 的 方式 是 把 x 和 yy 都 看 成 是 参数 t 的 函数 . 在 
Fowler 所 著 The elementary differential geometry of plane curves 一 书 或 者 在 de 
la Vallée Poussin 所 著 Cours d’analyse 一 书 第 6 版 第 2 卷 第 372 页 以 及 其 后 诸 
页 中 有 关于 此 理论 的 很 好 介绍 . 

例 LIX 

(1) 设 9$(z) = az+b, 所 以 y= $$(z) 是 一 条 直线 . 在 x =& 相 切 的 条 件 是 了 (8&) = aE+b 以 
及 (8) = a. 如 果 我 们 确定 了 a 和 5b 使 得 这 些 等 式 满足 , 就 得 到 a = f(&), b= 了 (&)--&f' (8)， 
而 y= f(z) 在 z= 处 的 切线 方程 是 


y=2f (6) +{f (8) —é7 (0)}, 
也 就 是 y 一/ = (zx 一 和 六 (6). 参见 例 XXXIX 第 (5) 题 . 


240 ”第 7 音 微分 学 和 积分 学 中 另外 一 些 定理 


(2) 直线 与 曲线 简单 相 切 这 一 事实 就 已 完全 决定 了 直线 . 为 使 得 切线 与 曲线 有 二 阶 相 切 , 我 
们 必须 有 f"”(&) = 9”(&), 也 即 有 f"”(&) = 0. 在 一 个 点 曲线 的 切线 有 二 阶 相 切 , 则 该 点 称 为 拐 


点 (point of inflexion). 





(3) 求 函 数 
3z4 一 6z3 十 L122 (1 十 2Z2) ，Sin Zz, acos2z 十 bsin2 x, tanz, arctanz 
图 形 上 的 拐点 . 
(4) 证 明 : 圆锥 曲线 az? + 2pzy 十 by? 十 2g7 十 21y 十 c= 0 不 可 能 有 拐点 , 除非 它 是 退化 


的 . [这 里 
ar+hy+t+g+t+ (hzti+byt+ fy 一 0 
以 及 
at+2hy +by? + (hz+byt+f)y=0, 
下 标 表示 求 导 阶 数 . 于 是 在 拐点 有 
a + 2hyi + by? = 0, 

或 者 说 有 

al(hr+by+f) -2aorthyto (hrtbyt+f) +b(arthy+g) =0, 
也 就 是 





(ab— pp) {ar? +2hryt+by +29r+2fy} +af* — 2fgh+bg” =0. 
但 是 这 与 圆锥 曲线 的 方程 不 相 容 , 除非 
af” —2fgh + bg =c(ab— ph), 
这 也 就 是 abc 十 2fgh 一 af? 一 bg? 一 ch? = 0; 而 这 正 是 该 圆锥 曲线 退化 成 两 条 直线 的 条 件 . ] 
(5) 曲线 

















az2 十 207 十 c 
Qa2Z2 十 287z 十 了 





有 一 个 或 者 三 个 拐点 , 这 要 根据 
axz2 十 26z 十 yY=0 





的 根 是 实数 还 是 复数 来 决定 . 
[通过 改变 原点 (参见 例 XLVI 第 (15) 题 ), 该 曲线 方程 可 以 化 为 如 下 形式 


é é 
"45+255+0C AC-p (Eq) 
其 中 p,q 是 实数 或 者 共 粥 复数 . 可 以 求 得 拐点 存在 的 条 件 是 £2 一 3pq6+pg(p+9) =0, 而 它 有 
一 个 或 者 三 个 实 根 要 根据 {pg (p - gq)}? 是 正 数 还 是 负数 来 决定 , 也 即 根据 p 和 9 是 实数 还 是 
共 箔 复数 来 决定 . ] 
(6) 证 明 : 当 第 (5) 题 中 的 曲线 有 三 个 拐点 时 , 它们 位 于 一 条 直线 上 ，[ 方 程 6 一 3pgé 十 
pq (Pp 十 q) = 0 可 以 写成 形式 (和 -站 人 GC-dGCG+D+9q + 一 906 = 0, 所 以 拐点 在 直线 
<+40 一 go)9+TD+9=0 上 ,也 就 是 在 


At—4(AC—B’)n=2B 








上 .] 
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(7) 求 曲线 
54y = (z +5)? (x? — 10) 
的 拐点 , 并 画 出 曲线 在 -6 < z < 一 3 内 的 略图 (Math. Trip. 1936) 
[ 见 例 XLVI 第 (10) 题 . ] 
(8) 圆 与 曲线 的 相 切 ， 曲率 ”. 


他 一 要 +(y-b) =r (1) 
在 点 (6,7) 与 曲线 y= f(z) 有 二 阶 相 切 , 如 果 当 x =& 时 y,y 以 及 yo 对 于 两 条 曲线 都 有 同 


样 的 值 . 
对 (1) 求 导 两 次 , 并 令 z = &, 我 们 得 到 


(€£—a) +(n—0) =r, (a)+(W -bm=0 1+m+(n—b)n=0, 


其 中 n,m,m2 指 的 是 1(&) , 广 (5 ,1”(&). 这 些 方程 给 出 


3 
UG 


N1 (1 十 mt) 
a=é ee b=n+ 六 
在 点 (&,n) 与 曲线 有 二 阶 相 切 的 圆 称 为 曲率 圆 (circle of curvature), 称 它 的 半径 为 曲率 半 
径 (radius of curvature). 曲率 的 度量 (measure of curvature) [或 者 简称 为 曲率 (curvature)] 
是 曲率 半径 的 倒数 : 从 而 曲率 的 度量 是 m2 (1 + 3) >. 
9) 验证 : 圆 的 曲率 是 常数 , 等 于 其 半径 的 倒数 ; 并 证 明 圆 是 仅 有 的 曲率 为 常数 的 曲线 . 


























11) 证 明 : 一 般 来 说 , 可 以 画 出 与 曲线 y = f (zx) 在 给 定点 P 有 四 阶 相 切 的 圆锥 曲线 . 
12) 可 以 画 出 无 穷 多 条 圆锥 曲线 , 使 得 它们 与 曲线 在 点 P 有 三 阶 相 切 . 证 明 : 它们 的 中 心 
全 都 在 一 条 直线 上 . 

取 切 线 和 法 线 作为 坐标 轴 . 则 该 圆锥 曲线 方程 有 形式 2y = az” 十 2hzy 十 by”, 又 当 z 很 
小 时 , y 的 一 个 值 可 以 表 为 形式 (第 5 章 杂 例 第 24 题 ) 



































4 一 了 az2 十 Bahz’ 十 0 (z?) 
这 个 表达 式 必 定 与 
y= $f" (0) 22 十 #f" (0) 23 十 o (zx°) 
是 相同 的 , 所 以 有 a = f”(0),h = f” (0) /3f”(0)( 例 LVI 第 (1) 题 )， 但 其 中 心 位 于 直线 
ar+hy=0 上 .|] 
(13) 在 点 (acos a,bsin a) 与 椭圆 (z/a)? 十 (y/5b)? = 1 有 三 阶 相 切 的 圆锥 曲线 的 中 心 的 轨 
迹 是 直径 z/ (a cos a) = y/ (bsin a). [因为 该 椭圆 本 身 就 是 一 条 这 样 的 圆锥 曲线 . ] 
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到 目前 为 止 , 我 们 关心 的 无 一 例外 都 是 单独 一 个 变量 z 的 函数 , 但 是 没有 什 
么 能 阻止 我 们 把 求 导 的 概念 应 用 到 多 个 变量 x,y,.…… 的 函数 中 去 . 


Q 曲率 理论 的 一 个 更 加 完全 的 讨论 可 以 在 第 239 页 引用 的 Fowler 的 专著 中 找到 . 
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接 下 来 假设 f(x,y) 是 两 个 ? 实 变量 zx 和 y 的 函数 , 且 对 问题 中 讨论 的 所 有 zx 
和 vw 值 , 极限 








m EthDT DD 1 f(r Yt) fF (2,Y) 
h—0 h RS0 k 


都 存在 , 这 也 就 是 说 f (x,y) 关于 x 有 导数 df/dz, 也 就 是 Dj (x,y), 关于 y 有 
导数 df/dy, 也 就 是 D,f (zx,y)， 通 常 把 这 些 导数 称 为 f 的 偏 微分 系数 (partial 
differential coefficient), 记 为 
0 
rz” Oy 
或 者 记 为 
fo (zy), fy (2,Y), 
或 者 更 简单 地 记 为 记 , 扩 , 或 记 为 ,fj， 然而 , 读者 切 不 要 认为 这 些 新 概念 中 含 
有 任何 本 质 上 全 新 的 想法 :“ 关 于 x 的 偏 导 数 ”与 通常 的 求 导 有 完全 同样 的 过 程 ， 
在 f 中 唯一 的 新 东西 是 : 第 二 个 变量 y 与 x 无 关 . 
我 们 的 定义 事先 要 求 x 和 y 是 相互 独立 的 . 如 果 x 和 y 是 相关 的 , y 是 z 的 
函数 9 (zx), 那么 





f (x,9) = f {7, 9 (7)} 
就 是 单独 一 个 变量 z 的 函数 . 又 如 果 z= 9( 引 ,y= 二 沙 (, 那么 f(z,y) 就 是 t 的 














函数 . 
例 LX 
(1) 证 明 : 如 果 z =rcos0y = 二 7sin9, 所 以 7 = Vz2 十 92,0 二 arctan (y/z), 那么 
Or zr Or y O0 4/ 00 7 
9r Meat RT 
Fz = cost, GY = sinb, $3 = rsing, BY = rcost. 
(2) 请 说 明 闫 1/ (里 ) 以 及 2 三 L/( 吕 ) 
这 一 事实 ，[ 当 我 们 考虑 一 个 变量 z 的 函数 y 时 , 由 从 
定义 推出 : dy/dzx 与 dz/dy 互 为 倒数 .而 当 我 们 处 理 i 
两 个 变量 的 函数 时 ， 这 个 结论 已 不 再 成 立 ， 设 PP 是 
点 (ZY,y) 或 点 (7,0), 见 图 44. 为 了 求 or/6z, 我 们 必 
须要 对 z 给 一 个 增 量 ， 比 方 说 是 MMi = 5z， 而 保持 pd 
y 是 常数 . 这 就 将 已 变 到 户 ， 如 果 我 们 沿 着 OP 取 
OP' = OP, 则 7 的 增 量 就 是 , 比方 说 P'P = 67; 且 & MM M 
Or/9x = lim (6r/5x)， 男 一 方面 , 如 果 要 计算 9z/0r， 图 44 


现在 > 和 y 被 视 为 x 和 9 的 函数 , 我 们 必须 给 7 一 个 
@ 当 考 虑 多 元 函数 时 会 出 现 的 新 要 点 只 要 研究 两 个 变量 的 情形 就 足以 加 以 描述 ， 我 们 把 定理 向 三 个 或 者 更 多 个 
变量 的 推广 视 为 当然 成 立 的 . 
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增 量 , 比方 说 是 Ar, 并 保持 0 不 变 . 假设 这 将 P 变 到 忆 , 并 记 PP = Ar. 对 应 的 z 的 增 量 
是 , 比方 说 MMi = Az, 且 
oz/pr = lim (Az/Ar). 


现在 Ax = 6z”: 但 是 Ar 产 67. 的 确 , 从 图 中 容易 看 出 有 


lim (br/6z) = lim (P’'Pi/PP) = cos0， 


但 是 
lim (Ar/Az) = lim (PPB/PP) = secd, 
所 以 
lim (6r/Ar) = cos* 0. ] 
a Mt 
l Ox Ov 





4) 当 X+Y = X,Y = wy 时 求 Xs,Xy,…， 将 zy 表示 成 X,Y 的 函数 ,并 求 出 
TX,TY,. 
5) 当头 十 YY 二 2Z=x,Y 了 十 2 = xy,2 = zyz 时 求 XX。,…; 将 x,y,z 表示 成 X,Y,2 的 
函数 , 并 求 出 zx,…. 
将 本 节 的 思想 推广 到 任意 多 个 变量 的 函数 中 去 没有 任何 困难 . 但 是 读者 必须 仔细 记 住 : 多 
变量 函数 的 偏 导数 这 一 概念 只 有 在 所 有 自 变 量 的 值 被 指定 之 后 才 是 确定 的 例如, 如 果 w= 
Zz 十 y 十 Zz,y,z 是 自 变 量 , 那么 ws = 1. 但 是 如 果 我 们 把 w 看 成 是 诸 变 量 z, x 十 y = 小， 
Zz 十 yy 十 Zz 二 C 的 一 个 函数 , 所 以 w= C, 从 而 ws = 0. |] 
157. 二 元 函数 微分 法 

有 一 个 关于 一 元 函数 微分 法 的 定理 , 一 般 称 为 全 微分 系数 定理 (theorem of 
the total differential coefficient), 它 是 一 个 很 重要 的 结论 , 且 依 赖 于 上 一 节 中 对 于 
二 元 函数 所 阐述 的 概念 ， 此 定理 给 我 们 提供 了 一 个 计算 f {6 (t) ,w(t)} 关于 t 的 
导数 的 法 则 . 

首先 假设 : f (x,y) 是 两 个 变量 > 和 y 的 函数 , 且 儿 , fi/ 对 于 问题 中 讨论 的 所 
有 变量 的 值 都 是 两 个 变量 的 连续 函数 (第 108 节 ). 现在 假设 x 和 y 的 变化 局 限 
在 位 于 曲线 

















T=9(t), Y= 


上 的 点 (z, 共 , 其 中 $ 和沙 是 二 的 有 连续 微分 系数 9 (有 ) ,WW (人 ) 的 函数 ， 那 么 
f (zy) 可 以 化 为 单独 一 个 变量 + 的 函数 , 比方 说 就 是 严 (上 .问题 是 确定 FF (t). 





四 当然 , Az = 6x 这 一 事实 仅仅 对 我 们 为 Ar 所 选 定 的 特殊 值 ( 即 PP) 才 适 用 . 任何 其 他 的 选取 都 会 对 人 zx 
和 Ar 给 出 与 这 里 所 用 到 的 值 成 比例 的 值 . 
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假设 当 上 从 + 上 变化 到 t+7 时 , zx 和 y 改变 到 z+< 和 yy 十 n. 那么 根据 定义 有 











EO jm LF 6+ 7) ,ED = FG ,vO 
= lim {f(r +6 y+ -f(D)} 
jim t+ fy+D 一 f (57 
é T 7 万 | 


但 是 , 根据 中 值 定 理 有 
f(z+é,y+n) — f(x,y t+”) 








6 
f(x,y+n)— f(r,y) 
7 





= fy(z,y + On), 


其 中 9 和 9 都 位 于 0 和 1 之 间 . 当 + 一 0 时 有 一 0 和 wm 一 0, 从 而 有 


E/T 38 (t), N/T YD. 又 有 


f(to YH f(y) f(r yt+0n) f(y, 


于 是 


y). 


F(t) = Df {9 (6), 0}= f(D + fy (x, (D, 


其 中 在 关于 x 和 y 执行 求 导 之 后 , 我 们 将 置 z = $(t),y == 少 (有 .出 


表示 成 下 述 形式 
df 9fdzr Of dy 














dt Ordt 6ydt 
例 LXI 
(1) 假设 
$= v= 1 
所 以 (zx,y) 的 轨迹 在 圆周 zz 十 y? = 1 上 . 那么 
人 (1 f+ 人 fh 








其 中 z 和 y 在 执行 求 导 之 后 令 它 们 等 于 (1 一刀 ) / (1 十 她) 和 2t/ (1 二 如). 


此 结果 也 可 以 


在 若干 特殊 情形 下 验证 此 公式 是 富有 教 益 的 . 例如 , 假设 f(x,y) = 码 十 好. 那么 碎 = 


2z, fy = 2y, 且 
已 (t) = 220 (t) +2yw’ (t) =0， 
这 是 正确 的 , 因为 F(t) = 


(2) 当 (a) x =, y=1-1, f(y =7r+Yy (b) z= acost, y= asint, f(r,y) = 





7z? 十 22 时 , 用 同样 的 方法 验证 定理 . 
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(3) 最 重要 的 情形 之 一 是 x 自己 就 是 t. 此 时 我 们 得 到 


其 中 求 导 之 后 , y 被 (x) 代替 . 

正 是 这 种 情形 导致 了 符号 9f/0x, 9j/6y 的 引入 . 因为 在 函数 Dsf {x, 外 (x)} 以 及 Dsf (zy) 
之 中 的 无 论 哪 一 种 情形 , 使 用 符号 df/dx 都 会 是 很 自然 的 , 在 其 中 的 一 种 情形 , 在 求 导 之 前 
令 y 等 于 %(z)， 而 在 另 一 种 情形 ,是 在 求 导 之 后 再 这 样 做 ， 例 如 , 假设 y = 1 一 xz 以 及 
f(x,y) =z 二 +y. 那么 Dzf (x,1 一 Xx) = Dzl =0, 但 是 Dzf (x,y)=1. 

这 两 个 函数 之 间 的 区 别 通 过 第 一 个 记 为 df /dx, 而 第 二 个 则 记 为 9f/9x 可 以 恰当 地 展示 
出 来 , 在 此 情形 该 定理 取 如 下 形式 





df _ 61 ，81 dy. 
dr Ox Oydx’ 
尽管 这 个 记号 也 遭 到 反对 , 反对 的 理由 在 于 表示 函数 了 {x,w (z)} 与 A(x,y) 时 有 一 点 误导 : 作 
为 z 的 函数 它们 是 完全 不 同 的 , 而 在 df/dz 和 0f/6x 中 却 使 用 了 相同 的 字母 /. 
(4) 如 果 在 z= 6$(t) 和 2= 乡 人 之 间 消 去 t 得 到 的 结果 是 f(z,y) = 0, 那么 
ofdr ofdy_y 
oz dt Ovdt 
(5) 如 果 z 和 y 是 + 的 函数 , r 和 9 是 (z,g 的 极 坐标 , 那么 " = (zz 十 ) Ar 
90' = (zy 一 yz ) /r2, 其 中 的 撒 号 表示 关于 t 求 导 
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我 们 已 经 假设 友和 i 在 第 108 节 的 意义 下 是 两 个 变量 zx 和 y 的 连续 函数 . 仅仅 假设 他 
们 对 所 有 的 > 和 y 都 存在 是 不 够 的 . 

事实 上 , 仅仅 从 及 和 为 的 存在 性 推 不 出 什么 结论 来 , 甚至 都 推 不 出 f 是 连续 的 . 例如 ， 
考虑 在 第 108 节 作 为 例子 用 到 的 一 个 函数 , 当 z 承 0,y 了 0 时 它 定义 为 




















罗 
f (x,y) = 73 
而 当 x 和 y 中 至 少 有 一 个 为 零 时 有 f = 0. 那么 , 在 除了 原点 之 外 所 有 的 点 皆 有 
2y (2? 一 妇 ) 加 27 (zx? 一 2) 
fz (2,Y) = re f y (2,Y) = 4 
又 有 


类 似 地 有 及 (0,0) = 0， 从 而 对 所 有 z,y, 彤 和 天 都 存在 ; 但 是 (如 在 第 108 节 中 看 到 的 屠 
样 )f 在 原点 不 连续 
当 xz 关 0,y 天 0 时 定义 为 





f (mY) = Bt 
而 当 z = 0 或 者 y = 0 时 定义 为 f=0 的 函数 处 处 连续 (包括 原点 ); 在 原点 处 还 有 


上 及 (0,0) = fi (0,0)=0. 
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现在 假设 xz =y = t. 那么 就 有 F(t) = f(t,t) = 2t, 且 F'(0) = 2; 但 是 当 上 = 0 时 有 
二 0.1 十 0.:1=0, 


因此 上 一 节 中 的 结论 不 成 立 . 
下 面 假设 出 现 的 所 有 导数 都 有 连续 性 . 


159. 二 元 函数 的 中 值 定理 
上 一 章 的 许多 结果 依赖 于 中 值 定理 
f(z+h)— f(r)=hf (r+0h). 
我 们 可 以 把 它 写成 
6y = f (z+ 05x) 67， 


其 中 y = f (zx). 现在 假设 z = f(x,y) 是 两 个 独立 变量 z,y 的 函数 , 又 z 和 y 分 
别 有 增 量 h,k, 即 6x,6y; 将 z 对 应 的 增 量 , 也 就 是 


6z= f(t+h,yt+hk) — f(r,y) 


用 h,k 以 及 zz 关于 xz 和 w 的 导数 来 表示 . 
设 f(z 十 ht,y 十 kt) 二 卫 (t). 那么 


f(r+th,yt+k)— f(z,y) = FF(1)—F(0)=F (0), 
其 中 0 < 9 <1. 但 根据 第 157 节 有 


F(t)= Df (+ht,yt kt) 
=hfs (z+ht,yt+ ht) + kfy (z+ht,y + kt). 


因此 最 后 有 
6z=f (z+h,yt+hk)— fry = hf (r+oh,yt+ok) +t+kf, (r+ oh,y+ ok), 
这 就 是 所 求 的 公式 . 由 于 凡 和 fi 都 是 x 和 yy 的 连续 函数 , 就 有 


f(r+oh,yt+Ok)= f(r,Y) + eng, 
fy (T+Oh,y+0k) = fo (2,Y) + Mr 


其 中 , 当 h 和 趋向 零 时 en 和 wk 都 趋向 零 . 从 而 定理 可 以 写成 形式 





6z= (f+e)dr+ (f+n) oy, (1) 


其 中 , 当 oz 和 6y 很 小 时 s 和 7 也 都 很 小 . 
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等 式 (1) 所 包含 的 结论 可 以 表述 成 : 等 式 
6z= fos6rt foody 

近似 成 立 ; 也 就 是 说 , 该 等 式 两 边 的 差 比 6x 和 6y 中 较 大 者 要 小 ?. 我 们 必须 说 成 
“6x 和 6y 中 较 大 者 ”, 这 是 因为 它们 中 有 一 个 可 能 会 比 男 一 个 小 ; 的 确 可 能 会 有 
67 二 0 或 者 6y =0 的 情况 出 现 . 

如 果 任 何 一 个 形 如 6z = A6z 十 ju6y 的 等 式 “ 近 似 地 成 立 ”, 则 有 入 = 碎 , 4 = 琅 . 因为 

6z 一 有 6z 一 fydy = ez+ny, 6z— Mrz— Hoy=e6r+n dy, 
其 中 , 当 6z 和 6y 趋向 零 时 s,m,e',m 全 都 趋向 零 ; 所 以 
(A— fo)6r+ (po fy) y= 057 十 a6y， 
其 中 p 和 c 趋向 零 . 于 是 , 如 果 ¢ 是 任意 一 个 指定 的 正 数 , 就 可 以 选取 w, 使 得 对 gz 和 6y 的 
绝对 值 小 于 w 的 所 有 的 值 , 都 有 
[o£)5r+ (po fo) oy < C6r| + 16y)). 

取 6y = 0, 即 得 |( 入 一 夷 ) 5z| < C165z, 也 就 是 | 入 一 玉 | < 0 此 式 仅 当 和 = 大 时 才能 对 任意 的 
6 成 立 . 类 似 地 有 = 扩 . 

我 们 需要 证 明 : 如 果 及 和 所 连续 , 则 (1) 成 立 , 但 是 这 个 条 件 根 本 不 是 必要 的 . 例如 , 假 
设 9 (xz,y) 是 x 和 w 的 任意 一 个 连续 函数 , 且 

z= f (2,Yy)= (2+) 9 (7,Y). 
那么 
fi (0,0) = lim 
类 似 地 有 fi (0,0) = $9 (0,0); 显然 
z= {9(0,0)+e}z+{¢$(0,0)+n}y, 

其 中 , 当 x 和 % 趋向 零 时 = 和 7 也 趋向 零 . 这 与 (1) 是 等 价 的 (对 应 于 z = y = 0). 但 我 们 并 
没有 假设 $ (x,y) 关于 x 或 者 y 可 导 , 是 所 和 到 除了 在 原点 外 也 不 一 定 在 任何 其 他 点 处 存在 . 

有 时 就 取 (1) 作为 “两 个 变量 的 可 微 函数 ”的 定义 ; 称 f(x,y) 在 点 (x,y) 是 可 微 的 , 如 果 


f (z+h,yt+k)— f(r,y) = (A+e)h+ (B+n)k, 


hg (hh,0) _ 
= $(0,0), 





其 中 和 4A 和 B 仪 与 x 和 wv 有关, 当 h 和 必 趋向 零 时 se 和” 也 趋向 零 ; 称 f (x,y) 在 一 个 区 域 是 
可 微 的 (differentiable in a region), 如 果 它 在 该 区 域内 的 所 有 点 都 可 微 . 在 此 情形 和 所 存 
在 且 等 于 4 和 B, 但 它们 不 一 定 连 续 . 此 假设 是 介 于 较 弱 的 假设 “所 和 反 存在 ”与 较 强 的 假 
设 “ 访 和 所 连续 ”之 间 的 中 间 假 设 . 此 定义 有 诸多 好 处 , 但 是 连续 性 的 假设 对 于 我 们 这 里 的 目 
的 来 说 一 般 是 足够 了 . 见 W. H. Young 所 著 “The fundamental theorems of the differential 
calculus”, Cambridge Math. Tracts, No. 11 以 及 de la Vallée Poussin 所 车 Cours d’analyse 
第 6 版 第 II 卷 第 III 章 . 

@ 或 者 说 与 |5z| 十 |5y| 或 者 V523 二 503 相 比 . 
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160. 微分 


在 微 积分 学 的 应 用 中 ， 尤 其 是 在 几何 应 用 中 ， 最 方便 的 往往 并 不 是 从 形 如 
第 159 节 中 那样 用 函数 z,y, > 的 增 量 gz, 6y,5z 来 表示 的 等 式 (1) 着 手 , 而 是 


从 用 称 之 为 它们 的 微分 (differential) 的 dx, dy, dz 来 表示 的 等 式 着 手 . 
让 我 们 暂时 回 到 单 变 量 x 的 函数 y = f(z). 如 果 f 可 导 , 那么 


oy = {f' (2) + e} do, 


其 中 = 与 bx 一 起 趋向 零 . 等 式 








60y = f' (2) oz 

“近似 地 ”成 立 . 

到 目前 为 止 , 我 们 并 没有 对 单独 的 符号 dy 给 出 含义 . 现在 约定 用 等 式 

dy = f (x)o7 

来 定义 它 . 如 果 选 取 特殊 的 函数 x 作为 y, 则 得 

da 68, 

所 以 

dy= f (zx)dz 


如 果 用 dz 来 除 (5) 的 两 边 , 即 得 
dy mw 
a f° (7), 


(6) 


其 中 dy/dz 到 现在 为 止 并 不 表示 y 的 微分 系数 , 而 是 表示 微分 dy, dz 的 商 . 这 样 
一 来 符号 dy/dz 有 双重 的 含义 ; 但 其 中 并 没有 不 方便 之 处 , 因为 不 论 取 哪 一 种 含 


义 , 都 有 (6) 成 立 . 
现在 转向 与 两 个 独立 变量 zx 和 y 的 函数 > 有 关 的 对 应 定义 . 用 等 式 


dz = fs6r + fooy 
定义 微分 dz. 依次 取 z = z 以 及 z = y, 就 得 到 
dz 一 07， dy = 0y, 


所 以 
dz = fidz + fudy, 


这 是 与 第 159 节 中 的 近似 等 式 (1) 对 应 的 精确 等 式 . 
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等 式 (9) 的 一 个 性 质 特别 值得 注意 . 在 157 节 中 我 们 看 到 : 如 果 z = f(x,y)， 
2 和 y 不 是 独立 变量 , 而 是 单独 一 个 变量 t 的 函数 , 所 以 z 也 是 单 变量 t 的 函数 ， 
这 样 就 有 





dz Ofdzr Of dy 





dt Ozdt Oydt 
用 dt 来 乘 这 个 等 式 , 并 注意 到 
dz dy dz 
dz 一 ge dy 一 dt dz 一 Ee 


我 们 就 得 到 
dz = fidz + fydy, 
它 与 (9) 有 相同 的 形式 . 于 是 , 不 论 zx 和 yy 是 否 是 独立 变量 , 用 dz 和 dy 来 表示 
的 dz 的 公式 都 是 完全 一 样 的 . 这 个 注解 在 应 用 中 有 特别 的 重要 性 %. 
还 应 该 注意 到 : 如 果 > 是 两 个 独立 变量 x 和 y 的 函数 , 且 有 
dz = AdzZ + udy, 


那么 入 = 彤 , 4 = 彤 , 这 可 以 从 159 节 立 即 推出 
显然 上面 三 节 中 的 定理 和 定义 能 立即 延 拓 到 任意 多 个 变量 的 函数 上 去 . 微 
分 的 概念 在 技术 上 大 有 神 益 , 尤其 是 在 几何 方面 . 


例 LXII 

(1) 一 个 椭圆 的 面积 是 4, a,b 是 它 的 半 轴 . 证 明 
dA da db 
A a 1 


(2) 将 三 角形 4BC 的 面积 A 表示 成 G) a, B,C 的 函数 , (ii) 4A,b,c 的 函数 , 以 及 (ii a, b,c 
的 函数 , 并 建立 公式 
dA da cdB bdC 


A a asinB asinC” 


dA db dc 
人 一 cot 4dq4 十 万 十 和 





dA= R(cos Ada + cos Bdbg 十 cos Cdc)， 


其 中 R 是 该 三 角形 外 接 圆 (circum-circle) 的 半径 . 
(3) 一 个 三 角形 的 边 在 变化 时 保持 其 面积 不 变 , 从 而 a 可 以 看 成 5 和 ec 的 函数 . 证 明 
Oa cosB Oa cosC 


Ob cosA’” Bc cosA 

















[这 可 以 由 等 式 


da 一 2adb 十 Qa cos 4da 十 cos Bdb 十 cos Cdc=0 
Ob Oc 


推出 . ] 


外 此 结论 在 现代 数学 中 称 为 一 阶 微分 的 形式 不 变性 . 要 注意 的 是 , 这 个 性 质 对 于 高 阶 微分 一 般 不 再 成 立 . 
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(4) 如 果 abc 变化 但 保持 RR 不 变 , 那么 


da 下 db dc 
cosA cosB cosC 





0， 


所 以 有 
Oa cosA Oa cosA 


Ob cosB’ Qe cosC 
[利用 公式 a = 2Rsin 4,:… 以 及 如 下 事实 : 丸和 4 十 巨 +C 是 常数 . ] 


(5) 如 果 z 是 w 和 w 的 函数 , 而 w 和 w 是 x 和 y 的 函数 , 那么 
Oz Oz Ou Oz Ov oz OzOu OzOv 
Or bubr bor'” Oy Quy OvOvy. 














[我 们 有 
Oz Oz Ou Ou Ov Ov 
dz = Bi 十 wd du = Bi 十 Dh dv Bz 十 Bdy 
将 du 和 dv 代入 第 一 个 等 式 并 将 结果 与 
Oz Oz 
dz 一 到 dz 机 Bry 

加 以 比较 . ] 

(6) 如 果 wrcosg = ltang=u 且 下 (0) = G (w,v), 那么 

r=—uGu, Fo = uvGu+t (1 十 v) Gy,. (Math. Trip. 1932) 


(7) 设 z 是 xz 和 的 函数 , 又 设 X,Y,2 由 诸 方 程 


T=aX++bY++cZ, Y=aX+boY++cL, z=a3X+bsY ++csZ 





定义 . 那么 2 可 以 表示 成 XX 和 YY 的 函数 . 将 Za, 2 用 zz 表示 出 来 . [用 P,Q 以 及 p,q 
来 记 这 些微 分 系数 . 则 有 dz 一 pdx 一 qdy = 0, 也 就 是 


(clip 十 czqg 一 cs)d23 十 (aip 二 aodg 一 as)dqdX 二 (0D 十 bd 一 bs)dqY =0. 


将 这 个 方程 与 42 一 PdX 一 QdY = 0 比较 就 看 出 有 


Q1P + 429 — a3 




















人 
cl10 十 c29 一 C3 
QO bp+ bg be | 
cI1PT C29— C3 
(8) 如 果 
(a1z + by ez) p+ (a27 + b2y + c2z) q = a37 + bay + c3z, 
那么 


(aX 十 0Y 十 c12) 用 :十 (a2X 十 pg2Y 十 c2Z) Q 二 Q3 久 十 b3Y 十 c32Z. 
(Math. Trip. 1899) 
(9) 隐 范 数 的 微分 法 . 假设 f(x,y) 和 它 的 导数 fi 以 及 态 在 点 (a,0) 的 邻 域内 连续 , 且 


f (a,b) = 0, fi (a,b) #0. 
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那么 就 能 找到 (a,5) 的 一 个 邻 域 , 在 该 邻 域 内 所 (z,y) 恒 有 同样 的 符号 .例如 , 假设 fi (x,y) 
在 接近 (a,b) 时 是 正 的 . 那么 , 对 x 的 充分 靠近 a 的 任意 一 个 值 , 以 及 对 于 y 的 充分 靠近 5b 的 
任何 值 ，f (x,y) 都 是 y 的 在 第 95 节 的 严格 意义 下 的 增 函 数 . 由 此 并 根据 第 109 节 的 定理 推 
出 : 存在 唯一 的 连续 函数 y, 当 x = a 时 它 取 值 为 b, 且 对 所 有 充分 靠近 a 的 xz 值 都 满足 方程 
f (x,y) =0. 

如 果 f(x,y) = 0,x=a 十 h, y= 二 50 十, 那么 


0= f(z,9) — f(a,b)= (fa te) ht (ft+n) k, 
其 中 ee 和 7 与 六 和 大 一 起 趋向 零 . 从 而 


k fite js 
h fitn pb 


























这 也 就 是 
dy__fao 
dz 
(10) 曲线 f(x,y) = 0 在 点 (zo,yo) 的 切线 方程 是 
(z — zx0) fz (zo0,Y0) + (Y — yo) fy (xo,y0) = 0. 
(11) 在 方程 y = f(x,4), z = 9 (z,w) 中 消去 wv 的 结果 可 以 表示 成 z = (x,y). 证 明 


P= f 2 LE ee 和 (Math. Trip. 1933) 

(12) 极 大 和 极 小 ， 我们 可 以 通过 对 第 123 节 中 的 定义 作 显然 的 改变 来 定义 两 个 变量 的 函 

数 的 极 大 值 和 极 小 值 . 显然 , 如 果 (a,5) 给 出 f(z,y) 的 一 个 极 大 值 , 则 万 在 (a, 50) 为 零 . 类 似 
地 也 有 fi 在 该 点 为 零 , 从 而 





0 fy 
或 者 说 (与 此 等 价 ) 
df =0 
是 取 极 大 值 或 者 极 小 值 的 必要 条 件 . 求 充分 条 件 的 问题 更 为 复杂 , 我 们 在 这 里 不 对 它 加 以 考虑 . 
(13) 如 果 y 通过 g (zx,y) = 0 定义 为 z 的 函数 , 且 f (x,y) 在 一 个 点 有 一 个 极 大 值 , 那么 
(由 于 微分 的 公式 不 论 其 中 的 变量 是 否 为 独立 变量 都 是 一 样 的 ) 在 极 大 值 处 就 有 df = 0, 而 对 
所 有 的 x,y 有 dg = 0. 换 句 话说 , 只 要 gidz 十 gydy = 0, 就 有 dz 十 及 dy = 0; 所 以 
fh 
gs 0 
如 果 9% 或 者 % 取 值 为 零 , 那么 (1) 就 解释 为 对 应 的 太 或 者 及 取 值 为 零 . 
类 似 地 , 如 果 z 由 g (zx,y,z) = 0 定义 , 且 f (x,vy,7x) 有 极 大 值 , 那么 
fh 
92 9y 9 


(1) 


(对 此 有 与 上 面相 同 的 说 明 ). 














@ 原作 者 对 于 这 个 问题 中 的 几 个 简写 符号 未 给 出 任何 具体 的 解释 或 定义 , 因而 容易 使 读者 产生 困惑 . 实际 上 本 题 
中 的 几 个 简写 符号 应 理解 如 下 : f= 六 (ao 臣 开 = 及 (a,5b), 而 前 面 所 用 的 一 个 符号  (a, 归 应 改写 
为 (a,b) 或 者 万 较 妥 . 一 译 者 注 
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(14) 如 果 a, 6,7y 是 正 数 , 4, B,C 是 三 角形 的 内 角 , 而 sin* 4sin2 B siny C 是 一 个 极 大 值 ， 
那么 


aw 十 B 十 7) 


a Al (a+B+N) 


,tan B= C+6+W nc=7Y 
BY Ya ab 


(Math. Trip. 1935) 
161. 定 积分 和 面积 


在 第 6 章 第 148 节 中 我 们 曾 假设 : 如 果 f(x) 是 x 的 连续 函数 ，PIP 是 
= f(z) 的 图 形 中 的 一 段 弧 , 那么 由 PP、 纵 坐标 线段 PN 和 PN 以 及 zx 轴 
上 的 线段 NiN 所 包围 的 区 域 与 一 个 称 为 面积 的 数 相 关联 ”. 显然 , 如 果 ON = zx， 
并 允许 x 变化 , 此 面积 就 是 x 的 函数 , 将 它 记 为 F(x). 

在 这 样 的 假设 下 , 我 们 在 第 148 节 中 证 明了 r(x) = f (x), 并 且 指 出 了 怎样 
用 此 结果 来 计算 特殊 曲线 所 围 的 面积 . 但 是 我 们 仍然 需要 对 “有 这 样 一 个 作为 面 
积 五 (zx) 的 数 存在 ”这 一 基本 假设 的 合理 性 给 出 证 明 . 

我 们 已 知道 长 方形 的 面积 是 什么 , 它 是 由 边 的 乘积 来 度量 的 . 同样 地 , Euclid 
所 证 明 的 三 角形 、 平 行 四 边 形 以 及 多 边 形 的 性 质 使 我 们 对 于 这 些 图 形 的 面积 都 赋 
予 了 确定 的 含义 . 但 是 到 目前 为 止 , 对 于 由 曲线 所 围 图 形 的 面积 我 们 还 一 无 所 知 . 
下 面 将 指出 怎样 给 出 五 (x) 的 定义 , 且 此 定义 使 我 们 能 证 明 它 的 存在 性 . 

假设 f(x) 在 整个 区 间 (a,5) 中 连续 , 并 利用 分 点 zo zl z2…… ,zn 将 该 区 间 
划分 成 若干 个 子 区 间 , 其 中 

QQ 一 Z0<Z1< :<2n_ 1<2Zn 一 0. 
用 5, 表示 区 间 (zw zv+i), 用 my 表示 f (x) 在 5, 中 的 下 界 (第 103 节 ), 并 记 ， 
比方 说 
5 一 710000 十 70101 十 … :十 7 _ 10 1 一 pS myov. 
显然 , 如 果 M 表示 f(x) 在 (a,0) 中 的 上 界 , 则 有 s < M(b 一 a). 于 是 , 用 第 103 节 
的 语言 来 说 , s 的 值 组 成 的 集合 是 有 上 界 的 , 而 且 还 有 一 个 我 们 记 为 了 的 上 界 . s 中 
没有 任何 一 个 值 能 超过 j, 但 是 存在 s 中 的 值 , 它 比 小 于 7 的 任何 数 都 要 大 . 
按照 同样 的 方法 , 如 果 Mi, 是 f (x) 在 5 中 的 上 界 , 就 可 以 定义 和 式 


9 


明显 地 , 如 果 m 是 f (zx) 在 (a,5) 中 的 下 界 , 则 有 5 > m (5 一 a). 于 是 5 的 值 组 
成 的 集合 是 有 下 界 的 , 而 且 还 有 一 个 我 们 记 为 7 的 下 界 . S 中 没有 任何 一 个 值 能 
小 于 . 但 是 存在 5S 中 的 值 , 它 比 大 于 J 的 任何 数 都 要 小 . 


@ 请 读者 参见 第 216 页 图 42. 一 一 译 者 注 
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如 果 注 意 到 在 f (x) 从 xz = a 到 x =b 递增 这 种 简单 的 情形 中 m 就 是 (zy), 而 Mv 
是 f(zw41), 就 可 以 使 我 们 对 和 式 s 以 及 5S 的 意义 更 加 清楚 . 在 这 种 情形 , s 是 图 45 中 阴影 
长 方形 的 总 面积 , S 是 图 中 粗 线 所 包围 的 面积 . 在 一 般 
情形 , s 和 5S 也 仍然 都 是 由 长 方形 所 组 成 的 面积 , 它们 
分 别 包 含 在 我 们 试图 定义 面积 的 曲 边 区 域 的 内 部 以 及 
将 此 曲 边 区 域 包含 在 其 内 部 . 

现在 要 来 指出 : s 中 没有 任何 一 个 和 能 
于 5S 中 任意 一 个 和 . 设 s,9 是 与 区 间 的 一 种 
细 分 所 对 应 的 和 , 而 s', 3' 是 与 区 间 的 另外 一 种 
细 分 所 对 应 的 和 . 我 们 要 来 证 明 有 s < 9' 以 及 
s' 入 9 成立. 

将 产生 和 式 s, 9 以 及 产生 和 式 s', 5S" 的 所 有 分 点 放 在 一 起 作出 区 间 的 第 三 个 
细 分 . 令 s, S 是 与 这 第 三 种 细 分 所 对 应 的 和 式 . 那么 容易 看 出 有 


ss, s&s, S<S5, S&S.. (1) 


例如 , s 和 s 的 差异 在 于 至 少 存在 一 个 区 间 6,, 它 在 s 中 出 现 , 且 被 分 成 了 若 
干 个 更 小 的 区 间 





0 1 0 2， 人 Op 
所 以 s 中 的 一 项 m6 就 被 s 中 的 一 个 和 
My,10v,1 二 My,20w,2 > 让 My,pOv,p 
所 代替 , 其 中 1m_ji1,m2,… 是 f(z) 在 561,6w2,… 中 的 下 界 . 但 是 显然 有 m1 > 
my,my2 之 my,…， 所 以 刚才 所 写 的 和 式 不 小 于 m6,. 从 而 有 s> s (1) 中 其 他 
的 不 等 式 可 以 用 同样 的 方式 建立 . 但 由 于 s < S, 由 此 即 得 
s<s<S<5S, 
此 即 所 和 欲 证 者 . 
还 可 推出 有 7 < J. 因为 我 们 可 以 求 得 一 个 任意 接近 7 的 s 以 及 一 个 任意 接 
近 J 的 59, 所 以 7 > J 就 会 缠 含 存在 一 个 s 和 一 个 5, 使 得 有 s > 3. 
到 目前 为 止 , 我 们 还 没有 用 到 f (x) 是 连续 的 这 一 事实 . 现在 要 来 证 明 有 7 = 
J 了], 且 当 分 点 zy 无 限 加 倍 使 得 所 有 区 间 5 的 长 度 都 趋向 零 时 ,和 s, 9 都 趋向 极 
限 7. 更 确切 地 说 , 我 们 要 证 明 : 给 定 任意 正 数 e, 都 可 以 求 得 0, 使 得 只 要 对 于 所 
有 的 v 值 有 6, <6, 就 有 


0<J—-s<ée, 0<S—-J<e. 


外 这 里 的 s 和 5 一 般 来 说 并 不 对 应 于 区 间 的 同一 个 细 分 . 


254 第 7 章 微分 学 和 积分 学 中 另外 一 些 定 


根据 第 107 节 定 理 I 可 知 , 存在 一 个 数 5, 使 得 只 要 每 个 6, 都 小 于 5, 就 有 
M,—m,<e/(b—a). 


S$—s=》 (M,—m,)d, <e. 


S—s=(5—J)+(JT—))+(i— ss); 
而 右边 所 有 这 三 项 都 是 正 的 (或 者 是 零 ), 于 是 它们 全 都 小 于 e. 由 于 J 一 j 是 一 个 
常数 ,所 以 它 必 是 为 零 . 从 而 j= J, 且 0< js<e,0<5-J <s, 恰 如 所 需 证 者 . 
将 NINPP 的 面积 定义 为 s 和 3 的 共同 极限 , 也 就 是 J. 容易 对 这 个 定义 
给 出 更 加 一 般 的 形式 . 考虑 和 
和 


其 中 f 是 f(z) 在 5 中 任何 一 点 处 的 值 . 显然 o 位 于 s 和 5 之 间 , 因此 当 区 间 
长 度 5 趋向 零 时 , o 趋向 极限 J. 这 样 一 来 , 我 们 就 可 以 将 面积 定义 为 o 的 极限 . 


162. 定 积 


现在 假设 f(z) 是 连续 函数 , 从 而 曲线 y = f(z)、 垂 直线 zx 一 a 和 wb 以 
及 x 轴 所 界限 的 区 域 有 一 个 确定 的 面积 . 在 第 6 童 第 148 节 中 曾经 证 明了 : 如 果 
五 (x) 是 f(x) 的 “积分 函数 ”, 也 就 是 如 果 


Fe FO= | f(a, 


那么 所 求 面积 就 是 (5b) 一 (a). 
由 于 确定 五 (z) 的 形式 并 不 总 是 切实 可 行 的 , 所 以 有 一 个 表示 面积 N,NPP 
但 又 不 明显 提 及 (x) 的 公式 是 很 方便 的 . 记 








(NiNPP:) - f (xz) dz 


此 等 式 右边 的 表达 式 可 以 看 成 以 两 种 方式 中 的 随便 哪 一 种 方式 给 出 的 定义 . 也 可 
以 直接 将 它 视 为 (5) -五 (a) 的 缩写 , 其 中 下 (z) 是 f(zx) 的 某 个 积分 函数 , 而 不 
管 是 否 有 一 个 实际 的 公式 将 它 表示 出 来 ; 或 者 也 可 以 将 它 视 为 在 第 161 节 中 直接 
定义 的 面积 NINPP, 的 值 . 

b 

/7 


数 
称 为 定 积分 (definite integral); a 和 5 称 为 积分 的 下 限 和 上 限 (lower and upper 
limits); f (x) 称 为 积分 的 对 象 (subject of integration) 或 被 积 函 数 (integrand); 区 
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间 (a,5) 称 为 积分 区 域 (range of integration). 定 积分 只 与 a 和 以 及 图 数 f(x) 
有 关 , 且 它 并 不 是 x 的 函数 . 另 一 方面 , 积分 函数 


F(z) = 
有 时 称 为 f (zx) 的 不 定 积分 (indefinite integral). 


b 
定 积分 与 不 定 积分 的 区 别 仅仅 是 一 种 观点 上 的 不 同 ， 定 积分 / Ce Pe 0 


是 的 一 个 函数 , 它 可 以 被 看 成 是 f(b) 的 一 个 特殊 的 积分 函数 . 另 一 方面 , 不 定 积分 F(z) 总 
可 以 用 定 积分 加 以 表示 , 这 是 因为 





F(z) =F(@)+ /fat 
但 是 当 我 们 考虑 “不 定 积分 ”或 者 “积分 函数 ” 时 , 由 于 其 中 一 个 函数 是 另 一 个 函数 的 导数 , 通 
常 考虑 的 是 两 个 函数 之 间 的 一 个 关系 ; 而 当 我 们 考虑 “ 定 积分 ”时 , 通常 并 不 关心 积分 限 的 任何 
可 能 的 变化 . 
应 该 注意 到 : 积分 / f(t) dt 有 微分 系数 f(z), 当然 它 也 是 z 的 连续 函数 . 
由 于 1/z 对 z 所 有 正 的 值 都 是 连续 的 , 所 以 本 节 的 研究 就 给 我 们 提供 了 函数 log z 的 存在 
性 的 一 个 证 明 , 在 第 131 节 中 我 们 曾经 约定 暂时 假设 它 的 存在 性 . 
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如 同 通常 的 初等 三 角 教 科 书 中 所 介绍 的 那样 , 三 角 函 数 cos z,sin z 等 的 理论 
依赖 于 一 个 未 加 证 明 的 假设 .一 个 角 是 由 两 条 直线 0O4, OP 构成 的 图 形 ; 不 难 将 
这 个 “几何 的 ”定义 翻译 成 纯 分 析 的 语言 . 接 下 来 是 一 个 假设 , 假设 角度 在 数值 上 
是 可 以 度量 的 , 这 也 就 是 说 , 对 此 图 形 有 一 个 实数 与 之 相关 联 , 恰 如 在 第 148 节 中 
的 区 域 有 一 个 实数 与 之 相关 联 一 样 . 一 旦 接受 了 这 一 点 , cos x 和 sinx 就 可 以 用 
通常 的 方式 定义 , 在 对 该 理论 进行 详细 阐述 时 也 就 没有 进一步 的 原则 上 的 困难 了 . 
全 部 的 困难 在 于 这 样 的 问题 : 在 cosz 和 sinx 中 出 








现 的 x 是 什么 ? 为 了 回答 这 个 问题 ,必须 定义 角度 人 

的 度量 , 现在 可 以 这 样 做 了 . 最 自然 的 定义 会 是 这 样 : 

设 4P 是 中 心 在 O 且 半 径 为 1 的 圆 上 的 一 段 弧 ( 见 

图 46), 所 以 04 = OP = 1. 那么 这 个 角 的 测度 x 就 4 | 


是 弧 4P 的 长 度 . 这 实质 上 就 是 教科 书 中 在 对 于 “ 圆 
的 度量 ”的 理论 所 给 出 的 说 明 中 采用 的 定义 ， 它 对 于 
我 们 当前 的 目的 来 说 有 一 个 致命 的 缺陷 , 因为 我 们 还 没有 证 明 曲 线 的 弧 其 至 圆 的 
弧 是 有 长 度 的 . 对 于 曲线 长 度 的 概念 与 面积 的 概念 一 样 , 可 以 作 精 确 的 数学 分 析 ; 
但 是 这 种 分 析 , 虽然 与 上 一 节 中 的 概念 有 同样 的 一 般 性 的 特征 , 却 一 定 是 更 加 困 
难 的 . 在 这 里 不 可 能 对 此 论题 给 予 任何 一 般 性 的 处 理 . 


图 46 
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这 样 一 来 , 我 们 必须 用 面积 的 概念 , 而 不 是 用 长 度 的 概念 得 出 定义 . 我 们 把 角 
AOP 的 测度 定义 为 单位 圆 内 扇形 AOP 面积 之 两 售 . 
特别 地 , 假设 O4 就 是 y = 0, 而 OP 则 是 y = mz, 其 中 m > 0. 该 面积 是 





m 的 函数 , 可 以 记 为 0 (m). 点 书 即 (4, mp), 其 中 
1 mm 1 = 2 
Vl 2 一 
"VIF a pn 
以 及 





1 . 1 
bm) = zme+ / V1— zdr = 54V1 M2 4 / V1— x2dzx. 
4 4 








从 而 有 i 
1 KH 1 
ET 人 2 /1 2 
du 2 " 2V1] 一 /2 2wVI1 一 12 
do dodu | 1 m 1 
dm dudm 2 1 一 /2(1+m2) 和 2(1 十 mm2)， 
所 以 


1 /™ dt 
$m =3/ 1 十 友 


从 而 我 们 定义 的 解析 等 价 物 就 是 用 


arctan m 一 
| 1 十 


来 定义 arctan m. 三 角 函 数 的 理论 将 从 第 9 章 一 开始 就 发 挥 它 的 作用 . 
例 LXIII 
用 不 定 积分 定义 作 计 算 . 
(1) 证 明 : 如 果 5b5>az0 且 n> 一 1, 则 有 











sin mb 一 sinma 人 cosma— cosmb 
; sin mzdz = 
a 


b 
© |/ cos mzdz = 
a m m 


(3) Es = rtanb — arctan [ Ei 
a 1+2x2 | ”ol+t+z? 4 


[由 于 arctan z 是 一 个 多 值 函 数 , 所 以 这 里 有 一 个 显而易见 的 困难 . 注意 到 在 等 式 


dt 
一 一 一 一 arctan2 
0 1 十 万 


中 arctan x 必定 表示 介 于 一 二 和 并 之 间 的 一 个 角度 , 那么 这 个 困难 是 可 以 避免 的 . 因为 该 
积分 当 z = 0 时 变 为 零 , 又 当 z 增加 时 连续 地 递增 . 于 是 这 对 arctan x 来 说 也 同样 为 真 , 从 而 
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当 x 一 co 时 它 趋向 x. 用 同样 的 方法 可 以 证 明 : 当 z 一 -co 时 arctanz 一 一 3 类 似 地 ， 
在 等 式 | 
| = arcsin x 
中 (其 中 -1< x < 1)arcsin x 表示 介 于 一 7 和 37 之 间 的 一 个 角度 . 从 而 , 如 果 a 和 2。 两 者 
的 绝对 值 都 小 于 1 的 话 , 就 有 
?dt 

er 
4) 如 果 一 x < a < 7 那么 除了 a = 0 的 情形 以 外 均 有 万 Ta 二 zi; 而 当 
a = 0 时 该 积分 的 值 是 让, 这 个 值 是 当 a 一 0 时 3acsca 的 极限 . 


于 a 
5) ” V1— zx?2dx = 了 mi / Va? 一 Z2dz = Re (其 中 a > 0). 
0 0 


= arcsinb — arcsin a. | 





1 < a <1 时 其 值 为 2, 当 |a| > 1 时 其 值 为 2/a. 
(Math. Trip. 1933) 


7) 如 果 a > |b|, 则 有 、 一 co 一 和 [有 关 此 不 定 积分 的 形式 , 见 例 LIII 


第 3 题 和 第 4 题 . 如 果 |a| < |b|, 则 被 积 函数 在 0 与 x 之 间 取 到 一 个 无 穷 的 值 . 当 a 为 负 且 
一 a > |b| 时 积分 的 值 是 什么 ? ] 
站 dz MM ,ab 
(8) 如 果 a 和 5 都 是 正 数 , 则 有 i 当 a 和 5b 有 相反 的 符 


号 或 者 当 a 和 5 两 者 都 是 负数 时 , 该 积分 的 值 是 什么 ? 
(9) Fourier 积分 . 证 明 : 如 果 m 和 7 是 正 整数 , 那么 





1 
9 / 当 
_1VI1 一 2az 十 Q2 











27 
/ cosmz sinnzdz 
0 


ee / ey 
都 等 于 零 , 除非 m 二 n, 而 当 m = n 时 积分 值 为 
(10) 证 明 : . ~ oe 人 “sin mzsin nzdz 中 每 一 个 积分 的 值 都 等 于 零 , 除非 
mm 二 nn, 而 当 mm 二 nn 时 积分 值 为 3 且 根 据 nn 一 m 是 奇数 还 是 偶数 有 


2n ， 
cos mz sinnzdz = 一 一 一 cosmzxsinnzdz = 0. 
n2 一 m2’ 
0 0 


(11) 证 明 : 如 果 m 和 n 是 正 整 数 , 且 m > n, 则 有 





/ cosmb (cos0) “db = 0. (Math. Trip. 1928) 
0 
(12) 计算 
| 4z2 十 3 zdz dz J dz 
0 de Vrite Jo 5+3cosxz’” /Jo 1+2cosx’ 


dz 2 
一 一 一 一 |0<aw<= 工 |， arctan zdzx. 
0 COs2a—cosz 3 0 


(Math. Trip. 1927, 1928, 1929, 1930, 1936) 
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164. ”由 定 积 分 的 和 式 极限 的 定义 计算 定 积 


在 几 种 情形 中 , 可 以 从 第 161, 162 节 的 定义 出 发 , 通过 直接 计算 法 来 计算 定 
积分 . 通常 这 要 比 用 不 定 积分 来 计算 简单 得 多 , 读者 会 发 现 从 头 到 尾 实 际 解决 几 
个 例子 是 极 富 教 益 的 . 

例 LXIV 
(1) 用 分 点 wa = zozl za ,zn 二 5 将 (a,b) 分 成 n 个 相等 的 部 分 , 并 计算 当 n 一 co 时 
(z1— x0) f (zo) + (2 — 21) f(T1) + (Tn — Tn-1) f (Tn-1) 
的 极限 , 由 此 来 计算 [? zdz. 
[此 和 是 


1 
0 [at {2 =0-0 {oto esau) 


当 n 一 co 时 它 趋向 却 (如 = a2)， 通过 图 形 推理 验证 这 一 结果 . ] 

(2) 用 分 点 au ar ar2, ,ar" lar"( 其 中 他 = 一 b/a) 将 (oa 区 分 成 n 份 来 计算 下 zdz, 
其 中 0 < a < 2b. 用 同样 的 方法 计算 更 一 般 的 积分 2 Xz™dz. 

(3) 用 第 (1) 题 中 的 方法 计算 人 2Z2dz | cosmzdzx 以 及 将 sin mzdz. 

(4) 证 明 : 当 n 一 00 时 有 "- 0 Th LR 

















[这 可 以 由 ， 
n n ee n La 1/n 
ma nt a 
推出 , 而 直接 根据 定 积分 的 定义 , 当 一 co 时 这 个 和 趋向 极限 人 ie ] 


(5) 证 明 证 "2 VR 一 7 -了 [该 极限 是 /VT 一 x2dz. ] 
165. 定 积分 的 一 般 性 质 


定 积分 作为 和 式 的 极限 这 一 定义 预先 假设 了 (i) f 是 连续 的 以 及 (说 a < 5b. 
当 a >5 时, 定义 它 的 值 为 








b a 
(1) /rad=-/ f(z) dr 
而 当 a = 时 定义 它 的 值 为 
(2) f(z)dzx=0. 
如 果 用 函数 已 (z) 来 定义 积分 , 则 这 些 定义 就 变 成 定理 ; 这 是 因为 FP(b) 一 F(a) = 一 {f(a) 


F(b)}, F(a)— F(a)=0. 
于 是 对 任何 a 和 ?都 有 


(3) fr wat f rar= 三 ad 
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(4) f wa = {fae 


b b b 

© /wremar= /fast | ona 

读者 会 发 现 , 将 这 些 性 质 的 正式 证 明 写 出 来 是 一 个 有 意义 的 练习 , 在 每 一 种 情形 用 以 下 方 
法 给 出 证 明 : (a) 从 积分 函数 给 出 的 定义 出 发 ; (8) 直接 从 定义 出 发 . 

以 下 的 定理 也 是 很 重要 的 . ， 

(6) 如 果 当 wa 乏 z 乞 5 时 jz)>0, 那 么 | f(x)dzx>z0. 

我 们 只 需 注意 : 第 156 节 中 的 和 s 不 可 能 是 负 的 . 以 后 将 会 证 明 ( 见 本 章 杂 
例 第 43 题 ), 积分 的 值 不 可 能 为 零 , 除非 f(z) 恒 为 零 ; 这 也 可 以 从 第 122 节 的 第 
一 个 推论 推导 出 来 . 

(7) 如 果 当 a<<xz<b 时 且 < f(x) KK, 那么 





b 
Ho-o< | Pe 
对 f(z) 一 瑟 和 一 了 (zx) 应 用 (6) 立即 得 此 结论 . 


b 

(8) {fas= -0 
其 中 上 位 于 a 和 5 之 间 . 

这 由 (7) 推出 . 因为 可 以 取 五 是 f(z) 在 (a,5) 中 的 最 小 值 , 取 天 是 f(x) 
在 (a,b) 中 的 最 大 值 . 于 是 该 积分 等 于 n (5 一 a), 其 中 7 介 于 互 和 天 之 间 . 但 
是 , 由 于 f (z) 是 连续 的 , 故 必 有 一 个 & 值 使 得 f (€) =7 (第 101 节 ). 

如 果 五 (z) 是 它 的 积分 函数 , 就 能 将 (8) 的 结论 写成 形式 

FPF(0)—F(a)= (0 -a)F (8), 

所 以 (8) 现在 又 作为 第 126 节 的 中 值 定理 的 一 个 特例 而 出 现 . 可 以 把 (8) 称 为 积 
分 第 一 中 值 定理 . 

(9) 推广 的 积分 中 值 定理 . 如 果 8 (x) 是 正 的 , 瑟 和 K 定义 如 (7), 那么 有 


nH | ovar< f fo)ar < Kf bl)ar 
以 及 
f fo(0)as= 170) f bla, 
其 中 上 位 于 wa 和 咯 之 间 ， 
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对 积 
b b 
f -ods, | {KE-f() 0) dr 


应 用 定理 (6) 立即 推出 此 结论 
(10) 积分 学 的 基本 定理 . 函数 


= fa 


这 已 在 第 148 节 中 证 明 过 了 , 不 过 在 这 里 作为 一 个 正式 的 定理 重新 加 以 叙述 
是 方便 的 . 如 同 在 第 162 节 中 指出 的 那样 , 作为 一 个 推论 得 知 , 五 (x) 是 x 的 连续 
函数 . 

例 工 XV 
1) 用 定 积分 的 直接 定义 以 及 上 面 的 等 式 (1)~(5) 证 明 
i) 广 $l) de =2 | oe) dr, - 2g(z2) dz = 0; 


工 元 


二 由 (cosZ) dz = 三 2 g(sinz) -3/ 9 (sin 2) 
0 


eo - d Pe 2 d ， 

可 人 9 (cos 7) 也 mf 9 (cos 7) 也 

其 中 mm 是 整数 . [ 若 概 略 画 出 积分 号 下 函数 的 图 形 , 则 这 些 等 式 的 正确 性 将 显示 出 几何 的 直观 . ] 
2) 如 果 nn 是 正 整数 或 者 零 , 证 明 


rs 六 证 0 
1/ 人 
0 sin a0 





对 取 负 整数 值 的 n, 积分 的 值 是 什么 ? 
(3) 证 明 : 根据 n 是 奇数 还 是 个 数 ， /3 
(4) 证 明 : 对 n 的 所 有 正 整数 值 有 


Sn dy 等 于 x 或 者 零 ， (Math. Trip. 1933) 








Tn 2 
/ ( 雪 坚 ) a (Math. Trip. 1933) 
0 


第 (2) 题 用 到 恒等式 


1 
SINn PE 


二 1 十 2coszx 十 2cos27z 十 .… 十 2cosnz， 


第 (3) 题 用 到 恒等式 


sinnz 





- = 2cos(n—m1)z+2cos (nom 3)7r+..., 
Sin Z 


其 中 最 后 一 项 是 1 或 者 是 2 cos zx， 为 证 明 第 (4) 题 , 将 最 后 一 个 恒等式 平方 并 利用 例 LXIII 
(10) 题 . ] 


乾 
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(5) 如 果 $ (x) = 3a0 十 aicoszx 十 bisinz 十 Q2C0s272 十 … 十 anCcosnz 十 bnsinnz,kk 是 
不 大 于 n 的 正 整 数 , 那么 


27 27 27 
/ p(x) dx = rao, / cos kro9 (7) dz = Ttax, / sin kz (x) dx = nbx. 
0 0 0 


如 果 天 > n, 则 上 面 两 个 积分 中 每 一 个 的 值 都 为 零 . [利用 例 LXIII 第 (9) 题 . ] 
(6) 如 果 当 a< zg<5b 时 f(z (9, WZ {far < f war 
(7) 证 明 


1 1 二 1 


2™ :nl 2 :Nn 4™ nl 2™ n 
0< sin zdz < sin zdzx, 0 < tan zdz < tan zdzx. 
0 0 0 0 


(8)” 如 果 n > 1, 那么 0.5 < Ys 有 < 0.524. [第 一 个 不 等 式 可 以 由 V1 一 zx27* <1 
= 


推出 , 而 第 二 个 不 等 式 则 由 下 面 的 事实 得 出 : 





V1—z2" > V1— 22.] 


dz 1 
去 
o V4—7x2+z3 6 


(10) 证 明 0.573 < 小 


分 别 代替 2 二 3u? 十 w3. ] 
(11) 如 果 a 和 4 是 正 的 锐角 , 那么 


* d 
s</ 和 < 2 . 
o V1-snzawsinzz V1- sinasin:y 


如 果 a = 9 = #7 那么 该 积分 在 0.523 与 0.541 之 间 . 
b b 
2 | faal < {Volar 


[如 果 o 是 在 第 161 节 末 尾 所 考虑 过 的 和 , ac“ 是 由 函数 |f (x)| 所 形成 的 对 应 的 和 , 那么 就 
有 |ol<o.| 
(13) 如 果 |f (z)| < M, 那么 就 有 


166. 分 部 积分 法 和 换 元 积分 法 
由 第 141 节 推 出 : 如 果 fr (x) 和 和 (z) 是 连续 的 , 那么 


{ra 00 -1 a 


此 公式 称 为 定 积分 的 分 部 积分 (integration by parts) 公式 . 





(9) 证 明 3 < 


< 0.595. [ 置 z=1+w: 然后 用 2 十 4w? 和 2 十 3w? 
VI 3r i 











(zx) dz <u] [I$ (zx)| qz. 








外 第 (8)~(11) 题 取 自 Gibson 所 著 Blementary treatise on the calculus 一 书 . 
@ 第 (12)(13) 题 应 加 上 条 件 a < 。b, 否则 结论 一 般 并 不 成 立 . 译 者 注 
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我 们 还 知道 (第 136 节 ): 如 果 五 (t) 是 f(t) 的 积分 函数 , 那么 
| {0 0)}% (war = P60) 
这 样 一 来 , 如 果 $ (a) = cb(b) 二 d, 就 有 


f ra=F0) -FO= P00 -P00 = ff 16000)¢ (oar 


这 是 定 积 分 的 换 元 积分 (integration by substitution) 公式 . 

这 些 公式 常常 使 得 我 们 可 以 不 需要 知道 积分 函数 (x) 的 形式 就 可 以 确定 其 
定 积分 的 值 . 定 积分 只 与 (x) 的 两 个 特殊 的 值 有 关 , 而 当 FF (x) 的 形式 未 知 时 ， 
这 些 值 可 以 通过 某 些 特殊 的 方法 求 得 

例 LXVI 

(1) 证 明 
f a7 Was= {oF 0 -70} {of (0) -fF(0)}. 
(2) 更 一 般 地 有 b 
f si" eas= FD) -P(e), 
其 中 i 

P(z) =2™f™ (7) — me DN (zs) +m(m— 1) 2 "(2) 
一 … 十 (1)™” mlf (x). 
(3) 证 明 
ee 1 E 1 1 
| arcsin Zd2 = 5 一 E; oh zarctan rdz = 下 下 二 3: 
(4) 证 明 : 如 果 a 和 bb 是正 数 , 那么 
人 2 cosZSsin Zzdz 加 7 
0 (a? cos2 x + b2 sin? z)” 4ab? (a 十 D 
[用 分 部 积分 法 , 并 利用 例 LXIII 第 (8) 题 . ] 
(5) 用 适当 的 代 换 计算 








2 15 证 工 元 1x 
dz dz zdz 4 3 
6 j 3 Sec zdz, Vtanzdzx, 

/ Z(1 十 2Z4) (z 一 3)VZ 十 I [ 1+vVx’ Jo 和 

1 1 

57T d 5 1 2 3T Ek 
/ I / se 1 sin3 x cos3 zdz. 
一 5 十 7cosZ 十 Sin7 0 (2+cosz) 站 


(Math. Trip. 1924, 1925, 1926, 1931) 
6) 如 果 有 (x j ee po ie / “有 1 (t) dt, 那么 
0 








人 flt )*- 1 dt. (Math. Trip. 1933) 


[反复 用 分 部 积分 法 . ] 
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1 
(7) 用 分 部 积分 法 证 明 : 如 果 wn = 及 zm (1 一 4)"dz, 其 中 m 和 n 是 正 整数 , 那么 
0 
(m 十 十 1) Um,n = NUm,n—l, 并 推出 


mln! 
(m+nt+1)! 


Um,n 一 


8) 证 明 : 如 果 vw = fan zZdz, 那么 wn 十 un-_2 一 Ee 由 此 对 n 的 所 有 正 整 数 
值 计算 该 积分 . : 
置 tan"z 二 tan” 2z(seczz 一 了 ,并 分 部 积分 . ] 


9) 证 明 : 如 果 ww = sin”xdz, 那么 w 一 a 


0 





Ee [将 sin”z 记 为 sin”-! zsinx, 

并 用 分 部 积分 法 . ] 

10) 从 第 (9) 题 推导 出 : 根据 ”是 奇数 还 是 偶数 , wy, 等 于 
2.4.6.(m-TD 11.3.5...(n—1) 
eR EE oT 2.4.6...m 


(11) 第 二 中 值 定理 . 如 果 f (x) 是 z 的 函数 , 它 对 从 z = a 到 xz = 的 所 有 的 z 值 都 有 
带 固定 符号 的 连续 微分 系数 . 那么 , 存在 一 个 介 于 a 和 之 间 的 数 &, 使 得 








(Math. Trip. 1935) 


[100 70 fo0) tt f sad 





伶 / “8 (6) dt = G(x), 根据 第 165 节 定理 (9) 有 


rasaaz= fdz=7O5g-/ 六 Js(z)dz 
=/(050 -5 / A 
也 就 是 
f ro)as= 7 +{ (0) -fe), 


这 与 所 陈述 的 结论 等 价 . ] 
(12) 第 二 中 值 定理 的 Bonnet 形式 . 如 果 fr" (z) 连续 且 有 固定 的 符号 , 而 f(b) 和 f(a) 一 
f(b) 有 同样 的 符号 , 那么 


[rear=700 $ (2) dz， 
其 中 XX 介 于 a 和 了 之 间 . 因为 
AO 


这 里 内 位 于 有 (5 和 (5) 之 间 , 所 以 B(x) 对 像 X 的 这 样 一 个 值 x 所 取 的 值 亦 夹 在 这 两 个 
数 之 间 . 重要 的 情形 是 0 < f(b) < f(z) < f(a). 
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类 似 地 证 明 : 如 果 f (a) 和 f(b) 一 了 (a) 有 同样 的 符号 , 那么 


f roa 0 f sa 


其 中 XX 介 于 a 和 5b 之 间 . 


sin | 





13) 证 明 : 如 果 X > X > 0, 则 有 广电 < z| < 元 [应 用 第 (12) 题 中 的 第 一 个 公 





式 , 并 注意 sin z 在 任何 区 间 上 的 积分 的 绝对 值 都 小 于 2. ] 


14) 用 变量 代 换 的 方法 建立 例 LXV 第 (1) 题 的 结果 . [例如 在 (ii) 中 , 将 积分 范围 分 成 


m 个 相等 的 部 分 , 并 用 变量 代 换 z = Xt 十 y,x = 一 2 十 四 ] 


b b 
15 证 明 / Pdaz=/ 下 (oa 十 0 一 Z)dz. 


1 


南天 到 下 
16 证 明 / cos™ Xsin™” wdz = | cos™ wdz. 
0 0 


17) 证 明 /monadz= 和 人 sinadz [ 置 z=7x-y.|] 
0 





Tn 
18) 证 明 人 da = = zsin® zcos4zdz = FT (Math. Trip. 1927) 


b 
19) 用 变量 代 换 x 二 a cos? 9 十 bsin?9 证 明 / V(xz—a)(b—z)dz= 3 a)2. 
20) 用 变量 代 换 (a + bcosz) (a 一 bcosy) = ?一 局 证明: 当 n 是正 整数 且 a > |b| 时 有 














1 


f rocoss) "de= (0 -8) "Ef (abeosy)" ay, 
0 0 


并 对 n = 1, 2,3 计算 这 个 积分 . 


(21) 如 果 m 和 n 是 正 整 数 , 那么 


mln! 
(m+nt1)! 





(2—a)™ (bz)"dz= (0—a)™t"t 
[ 令 z=a+t (5 一 a)y, 并 利用 第 (7) 题 . ] 


167. 用 分 部 积分 法 证 明 Taylor 定理 


可 以 用 分 部 积分 法 得 到 Taylor 定理 的 另 一 个 证 明 . 设 f (x) 是 一 个 函数 , 它 


的 前 n 阶 导数 是 连续 的 , 又 设 
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现在 将 b 写成 a 十 h, 并 作 变 换 x = a 十 th, 就 得 到 





es De FO yo 闻 生 名 :， 刷 
其 中 pe 
三 1 oo) (a 
R, a (1 "1 (a + th) dt (2) 


现在 , 如 果 p 是 任何 一 个 不 大 于 的 正 整数 , 根据 第 165 节 定 理 (9) 就 有 
六 (1 1 f(a + th) dt = .| (sd 
0 0 


下 
= (1—0"” ?f(a on) [ (1—t)? dt, 
0 
其 中 0<0<1. 从 而 
(1— 0 ?f(a+0h) ph" 
p(n—1)! (3) 
如 果 取 p = n, 就 得 到 RR 的 Lagrange 形式 (第 152 节 ). 另 一 方面 , 如 果 取 p= 1， 
就 得 到 Cauchy 形式 , 也 就 是 
Ri, 3 


Rn = 





0”! fF(n) n 
(1—0) 一 和 四 
Taylor 定理 的 这 个 证 明 的 好 处 是 对 RR 得 到 一 个 精确 的 公式 , 也 就 是 (2), 其 中 不 包含 不 
确定 的 数 9. 因为 我 们 假设 了 At") (zx) 的 连续 性 , 它 (被 直接 看 成 是 该 定理 的 Lagrange 形式 的 
一 个 证 明 ) 比 第 150 节 中 的 证 明 更 缺少 一 般 性 . 第 150 节 的 论证 方法 可 以 加 以 修改 , 从 而 得 出 
公式 (3) 和 (4). 


168. 余 项 的 Cauchy 形式 对 于 二 项 级 数 的 应 用 


如 果 f(z) = (1 十 x)”, 其 中 mm 不 是 正 整数 , 则 余 项 的 Cauchy 形式 是 
m(m—1):..…(m—n+t1) (1—0)" x" 

1:2...(n—1) (1+4+07r)" 
现在 , 只 要 -1 < x < 1, 不 论 x 是 正 数 还 是 负数 , 都 有 (1 一 分 /(1L+6z) 小 于 1; 
如 果 m>1 则 (1+0z)” 小 于 (1 二 |z|)” ,而 当 m<1 时 (1+90x)” 小 于 


(1 一 |z|)” . 从 而 有 
m— 1 
nO—1 


其 中 最 后 一 步 是 我 们 的 定义 . 但 当 n 一 co 时 有 po 一 0, 根据 例 XXVII 第 (13) 题 ， 
故 RR 一 0. 这 样 就 对 m 的 所 有 有 理 数 值 以 及 对 介 于 -1 和 1 之 间 的 所 有 z 值 确 
定 了 二 项 式 定理 的 正确 性 . 要 记 住 : 困难 在 于 利用 Lagrange 形式 的 余 项 , 它 出 现 
在 第 152 节 (2) 中 与 负 的 x 值 有 关 的 情形 中 . 





Rn = 








m—1 Nn 
[Ra| < Iml (1 + |z)) lz| = pr 
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169.” 定 积 分 的 近似 公式 , Simpson 公式 
在 数值 计算 中 关于 定 积分 有 若干 个 重要 的 近似 公式 . 最 简单 的 一 个 


[rma 50- 0 {f (0) + f(D)}. (1) 


这 里 我 们 用 多 边 形 PNINP 代替 了 第 148 节 中 的 面积 NNP, 当 f(z) 是 线 
性 函数 时 , 该 公式 是 精确 的 . 可 以 证 明 ( 见 例 LXVII 第 (2) 题 ): 如 果 f (zx) 有 两 
阶 导数 r(x) 和 f” (x), 那么 (1) 中 的 误差 项 是 


其 中 是 介 于 a 和 虽 之 间 的 一 个 值 . 当然 , 实际 上 应 该 把 积分 区 间 分 成 若干 个 更 
小 的 子 区 间 再 将 公式 分 别 应 用 到 每 一 个 小 区 间 上 去 . 
一 个 更 好 的 公式 是 


[rio {0 (2 ) + 0}， (2) 


它 通常 称 为 Simpson 公式 (Simpson’s rule). 我 们 要 证 明 : 如 果 f (xz) 有 四 阶 导 
数 了 7(z), f”(z), f(z) 和 f(z), 那么 (2) 中 的 误差 项 是 
(4) 
ee 
其 中 & 是 介 于 a 和 5 之 间 的 一 个 值 . 这 附带 证 明了 Simpson 公式 对 于 不 超过 三 
次 的 多 项 式 来 说 是 精确 的 . 
用 c 一 hc 十 h 代 蔡 a,b, 并 考虑 函数 





其 中 





求 导 三 次 就 得 到 














4 的 = et + te 人 一 星光) 
Ot tt) yh 


60t2 
hs5 





pb” 人 -3t {f” (c | t) 人 (c t)} v) (h) . 
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从 而 , 根据 中 值 定理 有 


oO 人 Re (3) 


其 中 在 (ec 一 已 c 十 为 中 

现 有 (0) = %g(P) = 0, 于 是 根据 Rolle 定理 , 对 某 个 介 于 0 和 之 间 的 妇 有 
p(t1) = 0. 又 有 WW (0) = 0, 于 是 当然 对 某 个 介 于 0 和 妇 之 间 的 有 W(t2) = 0. 
最 后 有 @” (0) = 0, 从 而 对 某 个 介 于 0 和 之 间 的 t3 有 (ta) = 0. 这 样 一 来 ， 
根据 (3), 对 于 位 于 c 一 ts 和 c 十 ts 之 间 (从 而 也 在 c 一 h 和 cc 十 h 之 间 ) 的 某 个 





1 (6) = 一 高) 





c+h 1 hs 
| fa 3h{f et)+A OF) = 
也 就 是 
2 1 b bp—a) 
[ros0-0{ 904 +10) -0 
在 实际 操作 时 , 我 们 把 积分 区 间 分 成 小 段 ,并 对 每 一 小 段 应 用 此 方法 


例 工 XVII 
(1) 证 明 : 如 果 f (zx) 有 两 阶 导 数 , 则 有 





f(r+h)—2f (7) +f (zh)= hf" (0), 


其 中 位 于 zx 一 hh 和 zx 十 h 之 间 . (Math. Trip. 1925) 
[利用 辅助 函数 


$0 =f (ot) -2f (e+ fd (FE) {fet -2 (0) +f (0} 


(2) 证 明 : 上 面 (1) 中 的 误差 是 一 二 (5 一 a)”f"(&), 其 中 a<é<b. 
[利用 辅助 函数 


c+t 3 
v= ariletd+re -DD, $= (KF) $0 


(3) 证 明 





fa (He) + 


其 中 a<t<b. 
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1 
(4) 应 用 Simpson 公式 , 并 通过 公式 - 兰 / 3 计算 x，|[ 结 果 是 0.7833.….. 如 
如 


果 把 积分 分 成 从 0 到 3 以 及 从 当 到 1 两 个 积分 , 并 对 每 一 部 分 运用 Simpson 公式 , 就 得 到 
0.785 3916.…. 正确 的 值 是 0.785 3981.…". ] 


(5) 证 明 8.9 < / V4 十 Z2dz <9. (Math. Trip. 1903) 
3 





(6) 运用 五 个 坐标 的 Simpson 公式 计算 


J \/Z 一 上 
1 bag 
到 两 位 十 进 制 小 数 . (Math. Trip. 1934) 
(7) 证 明 近似 地 有 / xz?”V4z 一 x2dzx = 88. (Math. Trip. 1933) 
0 


170. 单 实 变 复 函数 的 积 
到 目前 为 止 , 我 们 始终 假设 了 定 积分 中 的 被 积 函 数 是 实 的 . 我 们 用 等 式 


[ra rw a swatif sl) a 


来 定义 一 个 实 变量 z 的 复 函 数 f(x) = 9 (x) 十 v(x) 在 a 到 "这 个 区 间 上 的 积 
分 ; 显然 , 这 个 积分 的 性 质 可 以 从 已 经 研究 过 的 实 积分 的 那些 性 质 推导 出 来 . 
其 中 有 一 个 以 后 将 要 用 到 的 性 质 . 它 表 示 为 不 等 式 


Ta 


此 不 等 式 可 以 毫 无 困难 地 从 第 161, 162 节 的 定义 中 推导 出 来 ， 如 果 6 有 
与 在 第 161 节 中 同样 的 意义 , 加 和 ,是 $B 和 在 5 中 的 一 点 所 取 的 值 , 而 
亡 = 9 十 iw, 这 样 就 有 


b b b 
由 fdz = / pdz +if ydzr = lm 加 六 +ilim》 wo 
=lim》 ($+ip)6, = lm fo,, 











b 
:ke 








所 以 





lim > fo, 





i > fu6, 





)》 


fm 





然而 
b 
| Hlas = tim Deol,. 


@ 原 书 此 处 误 写 为 0.785 392 1 .……. 一 一 编者 注 
@ 与 实 积分 对 应 的 不 等 式 在 例 LXV 第 (12) 题 中 给 出 了 证 明 . 
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此 结果 现在 立即 由 不 等 式 


DS 





< 
得 出 . 
显然 , 当 f 是 复 函 数 9 十 iw 时 , 第 167 节 中 的 公式 (1) 和 (2) 仍然 成 立 . 
第 7 章 杂 例 


1.， 验 证 下 列 Taylor 级 数 中 给 出 的 项 : 
(1) tanz 二 2 十 寺 03 十 高 2 十 …， 
(2) secz 二 1 十 雪 2 十 匣 2 十 …， 
(3) zcscz =1+i7 十 T+.…, 
(4) zcotz=1 #2 志 X 
2. 证 明 : 如 果 f(x) 和 它 的 前 n 十 2 阶 导数 连续 , f+D (0) 入 0, 且 0 是 在 Taylor 级 数 
n 项 之 后 的 Lagrange 形式 余 项 中 出 现 的 9 值 , 那么 
| Nn f+2) (0) 
n+l 2m+1) (n+2) ff" (0) 
[按照 例 LV 第 (12) 题 的 方法 . ] 
3， 建立 下 列 公式 : 





On 





Z 十 o(zZ). 




















人 
(a) f(b 三 成 了 fla el 
g(a) gl(b a) 9 (6) 
其 中 6 位 于 a 和 ?之 间 . 
(i) 
fla) f(b) f(o) fla) f°(8) fF”) 
g(a) gg I= 0a- oo 9 9 
h(a) h(b) hl(o) h(a) 及 (6) h” (7) 
其 中 6 和 位 于 a,b,c 的 最 小 值 和 最 大 值 之 间 . [为 证 明 (让 , 考虑 函数 
fla) f(b) f(z) ee fla) f(b) f(o) 
gz)=| g(a) g(b) g(x) | 一 fo) (CD) g(a) g(b) gl(c) |， 
h(a) h(b) h(z) h(a) h(b) hlo) 


浸 == a,x 二 5b 以 及 xz 二 c 时 它 为 零 . 根据 第 122 节 定 理 B, 它 的 一 阶 导数 必定 在 位 于 a, 2 c 
的 最 小 值 和 最 大 值 之 间 的 某 两 个 不 同 的 x 值 处 为 零 ; 于 是 它 的 二 阶 导数 必定 在 某 个 满足 同样 条 
件 的 z 值 7 处 为 零 . 这 样 就 得 到 公式 


| fla) fF(0) f° 0O) 
g(a) g(b) g(o) |=3(-W)(-0)) g(a) gb) 9 0) 
h(a) nh(b) h(o) h(a) h(b) NO) 





读者 现在 可 以 训 无 困难 地 完成 证 明了 . ] 
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4. 如 果 所 (x) 是 一 个 有 前 n 阶 连续 导数 的 函数 , 它 的 前 mn 一 1 阶 导数 在 x = 0 为 零 , 且 
当 0<zgh 时 有 4Ag<FWm (z) < B, 那么 , 当 0<x<h 时 有 


将 此 结论 应 用 到 





f (x) —f (0)— zf (0) 


上 , 并 推导 出 Taylor 定理 . 
5. 如 果 Ang(z) = 9 (7z) 一 (7 十 h), AR9 (z) = An {An9 (7z)}, 如 此 等 等 , 且 $ (zx) 有 前 
m 阶 导数 , 那么 


n 


48g(z) = >,(-1)" 人 blz+7h) = (-h)" ¢™ (8), 


= 
其 中 上位 于 z 和 zz 十 nh 之 间 . [利用 辅助 也 数 
v= A060 (FE) Ap 
例 LXVII 第 (1) 题 实质 上 是 n = 2 的 情形 . ] 
6. 由 第 5 题 推出 : 当 z 一 ce 时 2 "ARz™ 二 mm 一 1)…(m 一 nn 十 1)h"”, 其 路 
是 任意 有 理 数 , n 是 任意 正 整数 . 特别 地 , 证 明 








IVT (VI—2Vr+1l+Vr+2) 一 一 二 


7. 假设 y = %(z) 是 z 的 函数 , 有 前 四 阶 连续 导数 , 且 8(0) = 0,9'(0) = 1, 所 以 
y= 9 (7z) 一 并 十 aaz2 十 aaz + aar! +o (7x). 
证 明 
T=V(Y) =Yy ay + (2a3— a3)y — (502 — 5a203 + a4) Y +o(y), 
且 当 x 一 0 时 有 
OO 
24 的 


8. 曲线 z = 人 ,= 正人 区 在 点 (z, 人 处 的 曲率 中 心 的 坐标 (&,n) 由 





€ _z n—Yy /2 半 vy? 
y x! zy" = XY 








给 出 ; 而 曲线 的 曲率 半径 是 (z'2 十 yy?) / (zy 一 zy ), 搬 号 表示 关于 t 求 导 - 
9. 曲线 27ay? = 4zx? 在 点 (x,y) 处 的 曲率 中 心 的 坐标 (&,n) 由 
3a(€ + 12) + 27? =0, 7=4y+(9ay) /7 
给 出 . (Math. Trip. 1899) 
10. 证 明 : 在 点 (z,y) 处 的 曲率 圆 与 曲线 将 有 三 阶 相 切 , 如 果 在 该 点 有 (1 十 好 ) ys = 3y1y3. 


又 证 明 : 这 个 圆 是 在 每 一 点 都 有 此 性 质 的 唯一 曲线 ; 而 圆锥 曲线 上 具有 此 性 质 的 仅 有 的 点 是 轴 
的 端点 . [参见 第 6 章 杂 例 第 13 题 的 (iv). ] 
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11. 在 原点 与 曲线 


y=ar +br +er t+... kr 
有 最 密切 相 切 的 圆锥 曲线 是 
a3y/ 一 ad4z2 十 a2bzy/ 十 (ac 一 扫 ) vy. 
证 明 : 与 曲线 y = f(z) 在 点 (&,m) 有 最 密切 相 切 的 圆锥 曲线 是 
18m2T = 902 (z 一 后 + 6nmn (2 — T+ (mn 一 403) 了， 
其 中 T= (y 一 7) 一 mn (x 一生. (Math. Trip. 1907) 
12. 齐 次 函数 ?. 如 果 久 = zx?f(y/x,z/7x,…), 那么 , 当 zx,y,z,… 全 都 按照 比例 和 :1 增 大 
时 , 除了 多 出 一 个 因子 X 之 外 , w 不 发 生 其 他 改变 . 在 此 情形 下 就 称 v 是 关于 变量 z, y, z,……… 
的 n 次 齐 次 函数 (homogeneous function of degree n). 证 明 : 如 果 久 是 n 次 齐 次 函数 , 那么 
Ou Ou Ou 
?Bz ya en 
此 结果 称 为 关于 齐 次 函数 的 Euler 定理 (Euler’s theorem). 
13， 如 果 是 齐 次 函数 且 阶 为 n, 那么 wuz,wy,:…: 都 是 齐 次 函数 且 阶 为 n 一 1. 
14. 设 f(x,y) = 0 是 关于 xz 和 的 方程 (例如 xz” 二 y”* 一 x = 二 0), 设 五 (zx,y,z) = 二 0 是 在 
引进 第 三 个 变量 z 代 蔡 1 时 它 变 成 的 齐 次 方程 的 形式 (例如 xz” 十 好 一 zz +! = 0). 证 明 : 曲 
线 f(z,y) = 0 在 点 (&,n) 处 的 切线 方程 是 


rzFe i+yFn tt Fe 一 0， 














其 中 Fe, 了 ,Fe 记 ,本 ,了 在 z=6,y 二 7,z 二 《二 1 时 的 值 . 
15. 相关 的 和 独立 的 函数 ， Jacobi 式 , 也 就 是 函数 行列 式 . 
假设 4 和 w 是 x 和 的 函数 , 它们 由 恒 等 关 系 式 
$ (u,v)=0 (1) 
相 联 系 . 对 (1) 式 关 于 x 和 yy 求 导 , 就 得 到 
O09 Ou obgov _0 000L O90v 








2 
Duor Ov Oz ” Quy OvoOvy : 人 
消去 9 的 导数 就 得 到 
Uz Uy 
J= = UzvVy — Uyvs = 0, (3) 
Vs Vy 








其 中 wz,wy,vz,vy 是 w 和 w 关于 x 和 的 导数 . 于 是 这 个 条 件 对 于 形 如 (1) 这 样 的 关系 的 
存在 性 是 必要 的 . 可 以 证 明 : 这 个 条 件 也 是 充分 的 ; 对 此 读者 可 以 参看 Goursat 所 著 Cours 
d’analyse 一 书 第 3 版 第 I 卷 第 126 页 以 及 其 后 各 页 . 

两 个 函数 u 和 wv 根据 它们 之 间 有 或 者 没有 形 如 (1) 的 关系 式 相 联结 而 称 为 是 相关 的 
(dependent) 或 者 独立 的 (independent). 通常 称 J 是 % 和 w 关于 xz 和 w 的 Jacobi 行列 式 
(Jacobian determinant) 或 者 函数 行列 式 (functional determinant), 并 记 成 

















中 在 这 个 例子 及 以 下 几 个 例子 中 都 假设 了 出 现 的 所 有 导数 的 连续 性 . 
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对 于 任意 多 个 变量 的 函数 也 有 类 似 的 结果 成 立 . 例如 , 三 个 变量 z,y, z 的 三 个 函数 ww 
是 或 者 不 是 由 一 个 关系 式 联结 的 , 根据 





J=| vs vy vz |= 


是 否 对 所 有 的 z,y, > 值 都 为 零 来 决定 . 
16. 证 明 : az2 十 by 十 cz? 十 2fyz 十 29zx 十 2hzy 可 以 表示 成 x,y 和 > 的 两 个 线性 函数 
的 乘积 , 当 且 仅 当 有 





abc+ 2f gh af? bg” ch? = 0. 


[ 写 出 使 得 px 二 qy 十 rz 和 px+qy 十 7'z 可 以 由 一 个 函数 关系 所 给 定 的 函数 相 联结 的 条 件 . ] 
17. 如 果 w 和 w 是 & 和 的 函数 , 而 “和 7 又 是 zx 和 yY 的 函数 , 那么 


O(u,v) _ O(u,v) 0(€,m) 
al 人) 0(€,n) 0(r,Yy) 
将 此 结果 推广 到 任意 多 个 变量 的 情形 . 

18. 设 f(x) 是 z 的 函数 ,其 导数 是 1/x, 且 当 x = 1 时 取 值 为 零 . 证 明 : 如 果 ww = 
f(z) + ju = zy 那么 wzvy 一 uyvz = 0, 于 是 ww 和 w 通过 一 个 函数 关系 相 联 结 . 令 y = 1， 
证 明 此 关系 必定 是 f(z) 十 f(y) = f(zy). 并 用 类 似 的 方法 证 明 : 如 果 f(z) 的 导数 是 1/(1 填 x?)， 
且 f(0) = 0, 那么 f(x) 必定 满足 方程 


f+ =7 (EE ). 








19. 证 明 : 如 果 f(z)=/ 时 








TVI—y ++yVI— 2 
] x2y2 


20. 证 明 : 如 果 在 


u =f (2)+ f(y) + f(z), 
v= (Wf) + 2)f (2) +f (2) f(y), 
w= f(z) f(y) F(z) 





之 间 有 函数 关系 存在 , 那么 f 必定 是 一 个 常数 .[ 可 以 求 出 函数 关系 存在 的 条 件 是 
f° (2) F (VF (2) {FY — FA 2) — fF(2)}{F (2) — f(y)}=0| 


21. 如 果 f(y,z) ,f(z,zx) 和 f(x,y) 由 一 个 函数 关系 相 联结 , 那么 f (x,x) 与 x 无 关 . 
(Math. Trip. 1909) 
22. 如 果 w= 0,v = 0,w = 0 是 三 个 圆 的 方程 , 它们 以 如 同 在 第 14 题 中 那样 的 齐 次 形式 
给 出 , 那么 方程 





Ow Vw) _ 


0 (2,Y, 2) 
表示 与 这 三 个 圆 全 都 正 交 的 圆 ， (Math. Trip. 1900) 
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23 当 2 2 芝 2 
a2 十 入 B+A w+npx B+kh 
时 , 计算 2 JI (Math. Trip. 1936) 
0 (x,Y) 
24， 如 果 4, B,C 是 z 的 三 个 函数 , 它们 使 得 
4 由 A 
B B’ B” 
CO (OU CE 


恒 为 零 , 那么 就 可 以 求 得 常数 入 ,1,v, 使 得 
A4THB+zC 


恒 为 零 ; 且 反 之 亦 然 . [ 道 命题 几乎 是 显然 的 ， 为 证 明 原 命题 , 设 a = BO’ 一 B'C,…， 则 有 
a = BC” 一 B”C,…. 于 是 由 该 行列 式 为 零 就 推出 有 By 一 8’y = 0,…; 所 以 比值 a :68 :7 
是 常数 , 但 是 a4A 十 6B 十 YC = 0.] 

25. 假设 三 个 变量 由 一 个 关系 联结 在 一 起 , 根据 这 个 关系 有 (i) z 是 x 和 y 的 函数 且 有 导 
数 zz, zy 以 及 (和 zz 是 y 和 > 的 函数 且 有 导数 zy, zz. 证 明 


Ds . Wl 
[我 们 有 
dz= zrdz++zydy, dz = zydy + zzdz, 
将 第 二 式 代 人 第 一 式 消 去 dz 得 到 
dz 一 (zz2Zy + Zy) dy + zzzzdz, 


26.， 四 个 变量 x,y, >, 通过 两 个 关系 式 联结 在 一 起 , 根据 这 些 关 系 式 , 任何 两 个 变量 都 可 
以 表示 成 男 外 两 个 变量 的 函数 . 证 明 


区 部 让 i 时 et 
TyYyz 十 Xuuz 二 0， VYz Zr Ty = YYzZrTy 二 1 TzZr 十 Vz Zy 二 1, 


其 中 ys 表示 将 y 表示 成 > 入 的 函数 时 , 关于 z 的 导数 . (Math. Trip. 1897, 1928) 
27. 变量 x,vy,z 由 
7 +2 3ryz=0 
联结 在 一 起 , 且 有 9 (x,y,z) = Z3o2z. 在 以 下 各 条 件 下 确定 加 在 (1,1,1) 处 的 值 : (i) 当 > 和 
y 是 独立 变量 时 , (ii) 当 x 和 z 是 独立 变量 时 ; 并 从 几何 上 解释 在 这 两 种 情形 下 ya 的 意义 之 间 
的 区 别 . (Math. Trip. 1936) 
28， 如 果 xz? = vw,y? 二 wuz? = wv, 且 (x;y;z) = 9 (u,v,w), 那么 








Tfe tyfy tzfs = up 十 vb 十 gu (Math. Trip. 1933) 
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29， 当 zx,y 不 全 为 零 时 定义 ， 
0 (x,Y) = 和 上 
而 $(0,0) = 0. 求 加 (0,0) 的 值 , 并 解释 : 为 什么 %(z;,y) = 0 不 能 在 原点 附近 将 y 定义 成 为 
2 的 单 值 函 数 . (Math. Trip. 1928) 
30. 函数 $ (w,v,z,y) 是 关于 wu, wv 的 二 阶 齐 次 函数 ; 加 二 p， 加 二 gq; 又 当 9 (u,v,zx,y) 用 
p,q, X,Yy 来 表示 时 , 取 少 (p,q,2,y) 的 形式 . 证 明 
Wp=u, Va=v, Vr =—pzr, Wy = —py. (Math. Trip. 1936) 


[根据 Euler 定理 (第 12 题 ), 当 w 和 w 表示 成 p,g,x,y 的 函数 时 有 wb + vb = 29, 也 
就 是 pu 十 qv = 2w. 于 是 


但 是 





和 


UT pup + qvp = 2%p. 
Wp = pulip + Puvp = pup + qvp) 
从 而 有 wb = wu. 其 他 的 结果 可 类 似 地 加 以 证 明 . ] 
31. 如 果 aw > 0,ac 一 路 >0, 且 x1 > xzo, 那么 
> dz 1 { (zl 一 Z0) Vac—b? } 
arctan 
2 QC 一 02 


QZ2 十 207 十 c azl20 十 b(zZ1 十 Zo) 十 c 








其 中 反正 切 的 值 介 于 0 和 zt 之 间 %. 


32， 计 算 积分 /co 5 一 -292 ,对 什么 样 的 a 的 值 该 积分 是 a 的 不 连续 函数 ? 
一 2XCoS Q 十 和 
(Math. Trip. 1904) 

[对 于 任意 整数 n, 当 2nrr < a < (2n 十 1)z 时 , 该 积分 的 值 是 #7 当 (2 一 DJ) 区 < a < 
2mzr 时 , 该 积分 的 值 是 -3 当 a 是 zt 的 倍数 时 , 该 积分 的 值 为 0. ] 

33. 如 果 当 xo x<wi 时 有 ax? 十 2bzx 二 c>0,f 了 (x)= Var?+20z++c, 且 

y= f(r),y= f(r0), =f(7), X= (7 720)/ (y+yo), 

那么 , 根据 a 是 正 数 还 是 负数 有 


Xl1 | 
站 Ue 万 ? Se XVo e arctan {XV—a}. 











o Y 1- XVa’” VvV-a 
在 后 一 种 情形 , 反正 切 的 取 值 介 于 0 和 #7 之 间 . [读者 将 会 发 现 : 代 换 t = 将 此 积分 
ee 
34， 证明: [ -二 党 (Math. Trip. 1913) 
a 





35， 如果 a > 1， 那么 人 dz =7 (a— -1). 


2 
36. 如 果 p > 1,0 < g < 1, 那么 
dz 加 2w 
o VE+(02-Dz-G-o)zy (P+q)sinw 
其 中 w 是 一 个 正 的 锐角 , 它 的 余弦 是 (1 十 pq) / (p 二 9). 


@ 与 第 31, 33, 36, 38 题 的 联系 参见 Bromwich 在 Messenger of mathematics 第 XXXV 卷 所 发 表 的 论文 . 
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27 。 2 
37， 如果 a >b > 0， 那么 / Bi Cd a At (a 
o a—bcos0 bb 


38. 证 明 : 如 果 a > V 妇 十 c2, 那么 


d0 二 2 人 
0 a 二 bcos0 二 csin0 a — b>—c2 c 7 


其 中 的 反正 切 介 于 0 和 zx 之 间 . 
39. 证 明 : 如 果 m>1 且 


0 殉 )， (Math. Trip. 1904) 





工 元 于 元 

2 :7 2 .mm . 

Li sin zcosnrdz, Jmn = sin zsinnzdz, 
0 0 

那么 


1 
(m+ n) Tmn,n = sin 57T— MmJm_imn-l; 


并 在 m > 2 时 将 [wn 用 [i_2,n_2 表示 出 来 . (Math. Trip. 1933) 
40. 对 不 等 式 


1— sin2"- lz i 1 一 sin2"z ~ 1 — sin 
2n—1 27 2n 二 +l1 


从 0 到 3 积分, 并 利用 例 LXVI 第 (10) 题 来 证 明 


27 十 1 zx 








2n—1 4n 
po (1+ Pn— 1) > a> pa (ps 1), 
2n T 


其 中 
3.5... (2n+1) 


2.4...2n 
41. 对 | “sin2*-1 9d9 求 一 个 简化 公式 , 并 推导 出 
0 


(Math. Trip. 1924) 





pn 二 











1] 二 coszX 十 ~coszxsin 2 十 十 ES 全 (人 一 ) oszsin2n-2 +47, 
2.4... (2n— 2) E 
ysnar ls a ee 3 “2n -3)sin™ a RPR 
2 3 2.4.…( 2 一 2) 2n—1 ， 








证 明 : 如 果 0<xg<as3n 则 有 zw 十 acosz 之 a, 从 而 


Rn < 


a Qa. (Math. Trip. 1924) 


4 
42. 用 变量 代 换 V1 十 xz? = (1 十 x7) cos$ 或 者 其 他 方法 证 明 





11— zx? dz n 
一 Math. Trip. 1923 
. 1 十 Z2 VI 十 Z4 4V2 ( < ) 
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43， 如果 f(z) 连续 且 从 不 取 负 的 值 , 且 有 /* f(z) dz = 0, 那么 对 于 介 于 a 和 了 之 间 的 
所 有 z 值 都 有 f(z) = 0. [如 果 f(z), 比方 说 , 在 x = & 时 取 正 数值 k, 那么, 鉴于 f(x) 的 连 
续 性 , 就 可 以 求 得 一 个 区 间 (€ - 6,& + 6), 使 得 在 整个 这 个 区 间 上 都 有 f(z) > 3k 成 立 ; 这 样 
一 来 该 积分 的 值 就 会 大 于 6k. ] 

44. Schwarz 不 等 式 . 证 明 


6 pvaz) 去 gar ydz. 
[注意 到 
上 (M9 + yw) dz = x vara art f wa 


不 可 能 是 负 的 . 这 个 不 等 式 还 可 以 作为 Cauchy 不 等 式 (第 1 章 杂 例 第 10 题 ) 的 极限 情形 推导 
.| 





全 如 果 忆 () 二 二 一 7 而 (让 】 {一 (8 一 菩 )",， 那么 P (a) 是 一 个 次 多 项 


式 , 对 次 数 小 于 n 的 任意 多 项 式 0 (z), PP (z) 有 性 质 


B 
/ P, (z)0(z)dz = 0. 


[用 分 部 积分 法 积分 m 十 1 次 , 这 里 m 是 0(z) 的 次 数 , 并 注意 90"™+0(x) = 0. ] 

46. 证 明 : 如 果 m 关 n, 则 有 /2 Pi(z) Pu(z)dz = 0, 而 当 m = n 时 该 积分 的 值 等 于 
(8— a)/ (2n+1). 

47， 如 果 Qu (z) 是 一 个 n 次 多 项 式 ， 它 对 次 数 小 于 n 的 任意 多 项 式 0(z) 具有 性 质 
5 Qn (2)9 (zx) dz = 0, 那么 Qu(z) 是 已 (z) 的 常数 倍 . 

[可 以 选择 & 使 得 Q@。 一 AP, 的 次 数 是 n 一 1, 这 样 就 有 


CAC "人 PP (Qn — KPn) dz = 0, 


Bb 
/ (Qn 一 AP dx = 0. 


所 以 


现在 应 用 第 43 题 . ] 
48. 如 果 $ (x) 是 一 个 5 次 多 项 式 , 那么 


| blz)dr = {5 (0) +89 (1) + 5¢6 (6)}, 


这 里 a 和 8 是 方程 2? 一 zx 十 十 = 二 0 的 根 . (Math. Trip. 1909) 
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171. 引言 
在 第 4 章 中 , 我 们 说 明了 无 穷 级 数 收 敛 、 发 散 以 及 振荡 的 含义 , 并 用 几 个 简单 
的 例子 对 定义 作 了 说 明 , 这 些 例子 主要 是 从 几何 级 数 
1 十 十 2 十 …- 


或 者 与 之 相关 的 其 他 级 数 导出 的 .本章 要 更 加 系统 地 研究 这 个 话题 , 并 证 明 若 干 
个 定理 , 这 些 定理 使 我 们 能 判断 分 析 中 经 常 出 现 的 最 简单 的 级 数 何 时 收敛 
我 们 将 常 使 用 记号 


nn 
Um 十 Umt+1 + 二 Wn = > Uyv, 
mm 


而 将 无 穷 级 数 

uw0 十 4 十 wa 十 
记 为 9 un 或 者 简 记 为 wy. 
172. 正 项 级 数 


当 所 研究 级 数 的 所 有 项 都 是 正 数 ?时 , 级 数 收敛 性 的 理论 相对 比较 简单 . 首先 
考虑 这 样 的 级 数 不 仅 是 因为 它们 最 容易 处 理 , 而 且 因为 讨论 包含 负 项 或 者 复 的 项 
的 级 数 收 敛 性 时 常常 要 依赖 于 仅 由 正 项 构成 的 级 数 的 类 似 讨论 . 

当 我 们 讨论 一 个 级 数 的 收敛 性 或 者 发 散 性 时 , 可 以 忽略 掉 任 意 有 限 多 项 例 
如 , 当 一 个 级 数 仅 含有 限 多 项 负 值 或 者 复数 值 时 , 就 可 以 将 它们 略 去 , 并 将 接 下 来 
的 定理 应 用 到 剩 下 的 级 数 中 . 


173. 正 项 级 数 ( 续 ) 


在 此 需要 复述 第 77 节 中 建立 的 如 下 诸 基 本 定理 . 
A.， 下 项 级 数 必定 收敛 或 者 发 散 于 co, 而 不 可 能 振荡 


外 到 底 是 用 wi 十 wa 十 .… (如 同 第 4 童 ) 还 是 用 wo 十 wi 十 … (如 同 这 里 ) 来 表示 级 数 , 是 无 关 紧 要 的 .本 
章 后 面 将 要 考虑 形 如 ao 十 aiz 十 a2x? 十 … 的 级 数 , 对 这 种 类 型 的 级 数 来 说 , 后 一 种 表示 方法 显然 更 加 方 
便 . 故我 们 采用 后 一 表示 方法 作为 标准 的 记号 .不 过 我 们 也 并 不 总 是 坚持 这 样 做 .只 要 使 表达 更 加 方便 , 我 们 
也 假设 vi 是 级 数 的 第 一 项 . 例如 , 在 处 理 级 数 1 十 雪 十 寺 十 …… 时 , 假设 w = 1/n 并 从 wi 开始 就 比 设 
wn 三 1/ (ni 十 1) 并 从 wo 开始 要 更 加 方便 比方 说 , 这 个 说 明 适 用 于 例 LXVIII 第 (4) 题 . 

@ 在 这 里 以 及 后 面 “ 正 数 ”或 “ 正 的 ”被 视 为 包括 零 在 内 . 
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B.，》 wus 收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 一 个 数 K, 使 得 对 所 有 的 n 都 有 
Uo 二 Wi 十 … 十 Un 过 KK. 


C.， 比较 定理 . 如 果 着 收敛 , 且 对 所 有 的 n 值 都 有 ,< wi 则 wv 也 
收敛 , 且 有 wv < un. 更 一 般 地 , 如 果 ww < Ku, 这 里 K 是 常数 , 那么 vw, 
也 收敛 , 且 有 vw 二 玉 wun. 如 果 wi 发散, 且 wv, > Kun (K 是 正 数 ), 那么 
> un 发 散 . 

此 外 , 在 用 其 中 的 某 个 判别 法 来 判断 bw, 的 收敛 性 或 者 发 散 性 时 , 只 要 知道 
该 判别 法 对 于 充分 大 的 n 值 , 也 就 是 对 于 大 于 一 个 确定 的 数 no 的 所 有 的 n 值 满 
足 就 够 了 . 不 过 , 在 这 种 情形 下 , 结论 jv < jw 当然 未 必 成 立 . 

此 定理 的 一 个 特别 有 用 的 情形 如 下 . 

D. 如 果 》 wy 收 化 (发散), 当 兄 一 co 时 w/v 趋向 一 个 异 于 零 的 极限 , 那 
么 并 vw 也 收 化 (发 散 )， 


174. 这 些 判别 法 的 首 批 应 用 


我 们 关于 任意 特殊 级 数 所 证 明 的 最 重要 的 定理 是 : 级 数 于 r" 当 r < 1 时 收 
敛 , 而 当 > > 1 时 发 散 ?. 很 自然 地 , 在 定理 C 中 取 ww =r", 就 得 到 
(1) 如 果 对 所 有 充分 大 的 n 值 都 有 un < Kr", 其 中 让 < | 那么 级 数 on 收 





当 K = 1 时 , 条件 可 以 写成 好 ”< 7. 这 样 就 得 到 所 谓 的 正 项 级 数 收敛 性 的 
Cauchy 判别 法 . 
(2) 如 果 对 所 有 充分 大 的 n 值 都 有 由 伙 入 7 其 中 六 < 1 那么 级 数 六 on 收 


另 一 方面 有 

(3) 如 果 对 无 穷 多 个 n 值 都 有 ”之 1 那么 级 数 和 on 发 散 ， 

这 是 很 显然 的 , 因为 好"” 之 1 丝 含 了 vw 之 1 
175. 比值 判别 法 

还 有 一 些 很 有 用 的 判别 法 , 它们 与 级 数 的 相 邻 两 项 的 比值 w+iy/o 有 关 . 在 
这 些 判 别 法 中 必须 假设 u,, 和 ww 严格 地 取 正 值 . 

假设 wu,, > 0,v, > 0, 且 对 充分 大 的 n, 比方 说 对 n > no 有 


Vn+t1 





< (1) 
Vn Un 


@ 本 章 中 ” 始终 是 正 数 , 在 更 广 的 意义 上 还 包括 零 . 
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那么 
了) mn 十 VU UV ea uu VU 
U， 一 0 十 1 Uno 2 ... ”om 乓 70 十 1 Wno 2 ... ”un 一 0 7, 
Uno Vnotl Un—1 Uno Unotl Un—1 Uno 

所 以 vw < Kui, 其 中 与 无关. 类 似 地 , 对 n> no 有 
Vn+l1 uv 1 
hs, (2) 

Un, Un, 


即 蕴 含 对 于 某 个 正 数 KK 有 ww > Kun. 从 而 有 

(4) 如 果 式 (1) 对 充分 大 的 n 为 真 , 且 > un 收敛 , 那么 >》 un 收 伊 . 

(5) 如 果 式 (2) 对 充分 大 的 n 为 真 , 且 > un 发 散 , 那么 > un 发 散 . 

在 定理 (4) 中 取 ww = 7”, 就 得 到 

(6) 如 果 对 充分 大 的 nn 有 vnri/vn 二 7, 其 中 <] 则 级 数 vw, 收敛 . 

此 判别 法 称 为 d?Alembert 判别 法 (d'Alembert’s test). 相应 的 发 散 判别 法 
“如 果 对 充分 大 的 mn” 有 win > 其 中 > > 了 则 级 数 > wn 发 散 ” 是 平凡 的 . 

以 后 将 会 看 到 , 从 理论 上 讲 , d'Alembert 判别 法 要 弱 于 Cauchy 判别 法 , 其 含 
义 在 于 : 凡是 d'Alembert 判别 法 可 以 应 用 的 时 候 Cauchy 判别 法 也 总 可 以 应 用 ， 
而 当 d'Alembert 判别 法 不 能 应 用 的 时 候 Cauchy 判别 法 也 常 可 以 应 用 . 例如 见 下 
面 例 LXVIII 的 第 (9) 题 . 对 于 形 如 0 十 二 十 0 十 了 十 0 十 志士 … 的 “ 非 正 规 的 ”级 
数 , 比值 判别 法 失效 . 但 是 无 论 如 何 , d'Alembert 判别 法 实际 上 是 非常 有 用 的 , 这 
是 因为 当 w 是 一 个 复杂 的 函数 时 , w+iy/un 常常 要 简单 得 多 , 从 而 容易 加 以 处 理 . 

当 n 一 co 时 , vw41/vn 或 者 ww ”有 时 会 趋向 一 个 极限 ?， 当 这 个 极限 小 于 1 
时 , 显然 上 面 定理 (2) 或 者 定理 (6) 的 条 件 满足 . 从 而 就 有 

(7) 如 果 当 nn 一 00 时 名 ?或 者 vi1/v% 趋向 一 个 小 于 1 的 极限 ,那么 开 轴 
收敛. 

几乎 显然 的 是 ， 如 果 两 个 函数 中 有 一 个 函数 趋向 一 个 大 于 1 的 极限 ， 那 么 
六 ww 发 散 ， 我 们 把 这 个 结论 的 正式 证 明 留 给 读者 作为 一 个 练习 ， 但 是 当 vw/” 
或 者 v41/v 趋向 1 时 , 这 些 判别 法 将 失效 . 当 由/ 人” 或 者 v41/v。 以 这 样 一 种 方 
式 振荡 时 , 这 些 判 别 法 同样 失效 : 尽管 它们 总 是 小 于 1, 但 对 无 穷 多 个 n 值 无 限 接 
近 于 1; 与 w+1/vn 有 关 的 判别 法 也 是 在 当 这 个 比值 振荡 , 有 时 小 于 1 而 有 时 又 大 
于 1 时 失效 当 几 ” 有 如 此 性 状 时 , 定理 (3) 就 足以 证 明 这 个 级 数 的 发 散 性 . 不 
过 显然 , 还 有 相当 多 的 情形 需要 更 精细 的 判别 法 . 

例 LXVIII 

(1) 对 级 数 》 msr” 应 用 Cauchy 和 dAlembert 判别 法 (如 同 (7) 中 指出 的 形式 ), 其 中 大 
是 正 整数 . 








@ 在 第 9 章 里 ( 例 LXXXVII 第 (36) 题 ) 将 要 证 明 : 只 要 vun+i/un 一 多 就 有 v1/” 一 1， 当 n 为 奇数 时 
取 vw = 1, 当 为 偶数 时 取 wun = 2, 就 可 以 看 出 其 逆 不 真 . 
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Ee > 

Un n 
d'Alembert 判别 法 表明 , 此 级 数 当 7 < 1 时 收敛 , 而 当 7 > 1 时 发 散 . 当 7 = 1 时 判别 法 失效 ; 
不 过 此 时 该 级 数 显 然 是 发 散 的 . 由 于 limn' = 1 ( 例 XXVII 第 (11) 题 ), Cauchy 判别 法 得 
到 同样 的 结论 . ] 
2) 考虑 级 数 >， (An” 二 Bn* ~ 古本 K)r". [可 以 假设 4 是 正 的 . 如 果 用 P (n) 来 记 
r” 的 系数 , 则 有 P(n) ~ An*, 又 根据 第 173 节 D 可 知 , 此 级 数 与 2 msr” 性 状 相似 . ] 
An* Bn 


[这 里 有 











(A > 0,a > 0). 


此 级 数 与 2 7” 性状 相 似 . + = 1,k < /的 情形 需要 作 进 一 步 的 研究 . ] 
4) 我 们 已 经 看 到 级 数 











1 1 
ns 2 
是 收敛 的 (第 4 章 杂 例 第 25 题 ). 证 明 : Cauchy 和 d'Alembert 的 判别 法 对 它们 都 失效 . [因为 


lim wd/” = lim (unti/un) = 1. ] 

(5) 证 明 : 级 数 jn-? (p 是 不 小 于 2 的 整数 ) 收 和 敛 . [因为 n(n+1)…(n+p—1)~n?， 
所 以 由 第 (4) 题 中 研究 的 级 数 的 收敛 性 得 出 结论 . 在 第 77 节 (7) 中 证 明了 , 如 果 p = 1, 该 级 
数 发 散 , 而 当 p < 0 时 它 显 然 是 发 散 的 . ] 

(6) 证 明 : 如 果 了 = 1 1> 大 十 1 则 第 (3) 题 中 的 级 数 收敛 , 而 当 7 = 1 1 和 有 十 工时 发 散 . 

(7) 如 果 rw 是 正 整数 , 且 mn+l > mn, 那么 级 数 Nr” 当 < 工时 收敛 , 当 了 > 工时 
发 散 . 例如 , 级 数 1 十 7 十 7 十 7? 十.…… 当 7 < 工时 收敛 , 当 > 工时 发 散 . 

(8) 计算 级 数 1 二 2r 十 2r4 二 .的 和 当 r 二 0.1 时 精确 到 小 数 点 后 24 位 的 值 以 及 当 = 0.9 
时 精确 到 小 数 点 后 2 位 的 值 ，[ 如 果 7 = 0.1, 则 前 5 项 就 给 出 和 1.200 200 002 000 000 2, 其 误 
差 为 





2r 3 272 rr 2 (lr) <3.10 全 
如 果 7 = 0.9, 则 前 8 项 就 给 出 和 5.457.…, 其 误差 小 于 275/ (1 一) < 0.003. ] 
(9) 如 果 0 < a <5<1, 则 级 数 a 十 b 十 十 术 十 十 … 收 合 . 证明 : Cauchy 判别 法 对 
此 级 数 适用 , 但 d'Alembert 判别 法 失效 . [因为 v2nr1 /v2n = (ba 全 co v2n42/vV2n+1 二 
b(a/b)™t? —> 0.1] 


(10) 对 所 有 的 7, 级 数 并 写 和 区 > 都 收敛 , 级 数 下 mr 和 并 nr? 除了 7 二 0 之 











外 , 对 所 有 的 7 都 发 散 . (Math. Trip. 1935, 1936) 
(11) 级 数 交 (二 )】 和 允 直 守 汪 当 7 < 1 时 收敛 , 当 7 > 1 时 发 散 . [ 当 r=1 

时 利用 第 73 节 以 及 第 77 市 的 (7). ] (Math. Trip. 1927, 1928) 
(12) 如 果 如 wn 收敛 ,那么 如 吉 和 亏 了 0 也 收敛 . 


(13) 如 果 并 亿 收敛 , 那么 汗 n-1wur 也 收敛 . [因为 2r-Twr 乏 妈 十 02 而 六 0 收 
化. ] 
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1 1 3 1 1 
14) 证 明 : 1 (1 
(14) 证 明 中 3 (1+ 畜 + 让 + ) 2 及 
人 
2 16 22 32 


[为 证 明 第 一 个 结论 , 注意 到 根据 第 77 节 定 理 (8), (6) 和 (4) 有 














1 1 1 Ll 
1+ 畜 + 喜 +… (1+ 去 )+( 训 | 直 ) + 
1 1 1 1 1 
-1+ 训 + 玄 +…+ 吉 (1+ 吉 + 训 +…) 
(15) 用 归 雇 法 证 明 mn-! 发散. [如 果 级 数 收 敛 , 根据 在 第 (14) 题 中 所 用 的 推理 方法 就 应 
该 有 
1 
5 "3 3 5 2 2 3 
也 就 有 
lL 1 1 和 bn 
321+4t61 = 3 。 





这 是 不 可 能 的 , 因为 第 一 个 级 数 的 每 一 项 都 小 于 第 二 个 级 数 对 应 的 项 . ] 
176. 一 个 重要 定理 


在 进一步 着 手 研究 收敛 以 及 发 散 的 判别 法 之 前 , 我 们 要 证 明 一 个 重要 的 关于 
正 项 级 数 的 一 般 性 定理 . 

Dirichlet 定理 ?. 无 论 如 何 安排 级 数 的 项 的 次 序 , 正 项 级 数 的 和 都 是 相同 的 . 

此 定理 断言 : 如 果 给 定 一 个 收敛 的 正 项 级 数 wo 十 wi 十 wsz 十 …, 并 用 同样 的 
项 按照 任意 一 种 新 的 次 序 构成 任意 一 个 级 数 


OI i 


那么 第 二 个 级 数 是 收敛 的 , 且 与 第 一 个 级 数 有 同样 的 和 . 当然 , 一 定 不 要 漏 掉 任何 
一 项 : 每 一 个 vu 都 必须 在 诸 v 中 的 某 一 处 出 现 , 上 且 反之 亦 然 . 

定理 的 证 明 极 其 简单 . 设 s 是 诸 v 构成 的 级 数 之 和 . 则 从 中 选 出 任意 多 项 构 
成 的 和 都 不 大 于 s. 而 每 个 v 都 是 一 个 v, 于是, 从 诸 wv 构成 的 级 数 中 选取 的 任意 
多 项 v 构成 的 和 也 都 不 大 于 s. 因此 六 ww 收敛 , 且 它 的 和 t 不 大 于 s. 但 是 可 以 
用 完全 同样 的 方式 证 明 s < t. 从 而 s =. 
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Dirichlet 定理 的 一 个 直接 推论 是 下 面 的 定理 : 如 果 uo 十 Wi 十 uz 十 … 和 
Vo 十 V1 十 v2 十 … 是 两 个 收敛 的 正 项 级 数 , 且 s 和 是 各 自 的 和 , 那么 级 数 


Q@ 这 个 定理 似乎 首先 是 由 Dirichlet 在 1837 年 明确 加 以 陈述 的 . 姐 良 置疑 的 是 ,有 人 更 早 就 已 经 知道 这 个 结论 ， 


特别 是 Cauchy-. 
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Uovo 十 (WiVo 十 Wov1) 十 (wzvo 十 WU1 十 Uov2) 十 …: 
收敛 , 且 其 和 为 st. 
把 所 有 可 能 的 成 对 元 素 的 乘积 wv 排列 成 双重 数列 的 形式 


Uovb wit 45 


ov WI th dl 


3D 






U3] 





Wo 





2 5 | 名 也 


Uo WA tt aU 





可 以 用 各 种 不 同 的 方法 把 这 些 项 重新 排列 成 一 个 单一 无 穷 级 数 的 形式 . 其 中 有 如 
下 几 种 表示 方式 . 

(1) 首先 从 满足 m 十 n= 0 的 单独 一 项 wovo 开始 ; 然后 取 满 足 m 十 n=1 的 
两 项 wivo, uovi; 再 取 满 足 mm 十 = 2 的 三 项 wzvo0,wiv1, Uov2; 如 此 等 等 . 这 样 就 
得 到 定理 中 的 级 数 


Wovo 十 (Wiv0 十 Wov1) 十 (wzvo 十 WivV1 十 Uov2) 十 …. 


(2) 从 两 个 下 标 都 为 零 的 单独 一 项 wovo 开始 , 然后 取 wivo, wiv1, uovi 这 几 项 ， 
它们 的 下 标 中 都 含有 1, 但 没有 更 大 的 下 标 ; 接着 再 取 U2V0, U2V1, U2V2, U1U2, UOU2 
这 几 项 , 它们 的 下 标 中 都 含有 2, 但 没有 更 大 的 下 标 ; 如 此 等 等 . 这 样 做 出 的 每 组 
项 的 和 分 别 等 于 

WOV0， (Vo + V1) (vo + v1) 一 Wovo, 
(wo 十 十 U2) (vo 十 寻 十 V2) 一 (Wo 十 WW) (Vo 十 V1),…， 
且 前 面 n 十 1 组 数 的 和 是 
(uo 十 由 十 :… 十 Un)(oo 十 由 十 十 Un)， 
当 n 一 oo 时 它 趋向 st. 当 这 个 级 数 的 和 是 以 这 样 的 方式 形成 的 时 候 , 它 的 前 面 1 
组 、 前 面 2 组、 前面 3 组.……… 元 素 的 和 包含 了 上 面 所 画 的 双重 数列 图 表 中 所 
指出 的 第 1 个 、 第 2 个 、 第 3 个 .………. 长 方形 中 的 所 有 项 . 

按照 第 二 种 方式 所 形成 的 级 数 的 和 是 st. 但 是 第 一 个 级 数 ( 当 把 括号 去 掉 时 ) 
是 第 二 个 级 数 的 重新 排列 ; 于 是 根据 Dirichlet 定理 , 它 也 收敛 于 和 st. 定理 得 证 . 

例 LXIX 

(1) 验证 : 如 果 7 < 1, 则 有 

1 十 7 十 7 十 7 十 7 十 下 十 二 1 十 7 十 下 十 7 十 7 十 7 十 二 1/ (1 一 7). 

(2)” 如 果 级 数 wo 十 wi 十.… 和 wo 十 十 :… 中 有 一 个 是 发 散 的 ,那么 级 数 wovo 十 
(wivo 十 W091) 十 (U2vo 十 Wiv1 十 Wov2) 十 … 也 发 散 , 除非 在 级 数 的 每 一 项 都 为 零 这 一 平凡 的 情 
形 才 可 能 收敛 . 

@ 在 第 (2)~(4) 题 中 , 所 考虑 的 级 数 当然 都 是 正 项 级 数 . 
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(3) 如 果 级 数 wo 十 wi 十 … ,2o 十 Oo 十 ,2Wwo 十 2Ww1i 十 … 分 别 收敛 于 和 7,s,t, 那么 级 数 
Dj Ax 收 伊 于 和 rst, 其 中 和 4 = jwumvnwp, 且 求 和 取 遍 所 有 满足 m 十 n 十 p= 上 的 m,n,p 的 
值 组 成 的 数组 . 

(4) 如 果 wn 和 >was 收 伊 于 和 s 和 ,那么 级 数 > wa 收 全 于 和 st, 其 中 w= >) wivm， 
求 和 取 遍 所 有 满足 im = n 的 数 对 1,m. 


178. 进一步 的 收敛 与 发 散 判别 法 


第 175 节 中 的 例子 足以 说 明 : 存在 简单 且 有 意义 的 正 项 级 数 , 对 它们 不 可 能 
用 第 174 节 与 第 175 节 中 的 一 般 性 判别 法 加 以 处 理 ， 事 实 上 ,如 果 考 虑 当 n 一 
co 时 wri/wn 趋向 一 个 极限 的 简单 类 型 的 级 数 , 一 般 来 说 ， 当 这 个 极限 是 1 时 ， 
第 174 节 与 第 175 节 中 的 判别 法 就 失效 了 . 例如 , 在 例 LXVIII 第 (5) 题 中 , 这 些 
判别 法 失效 , 我 们 不 得 不 利用 一 个 特殊 的 方法 , 该 方法 之 本 质 在 于 利用 例 LXVIII 
第 (4) 题 中 的 级 数 取代 几何 级 数 作为 比较 级 数 . 

事实 上 , 几何 级 数 (第 174 节 与 第 175 节 中 的 判别 法 都 是 与 它 比 较 而 得 到 的 ) 不 仅 是 收敛 
的 , 而 且 收 和 敛 得 很 快 . 通过 与 它 比 较 所 得 到 的 判别 法 自然 也 就 十 分 粗糙 , 而 我 们 常常 需要 精细 得 
多 的 判别 法 . 

在 例 LXVII 第 (7) 题 中 , 我 们 证 明了 当 n 一 co 时 , 只 要 r+ < 1, 则 无 论 对 的 任何 值 都 
有 mn*r” 一 0; 在 例 LXVIII 第 (1) 题 中 , 我 们 证 明 的 比 这 更 多 , 也 即 证 明了 级 数 并 n*r”" 是 收 
敛 的 . 由 此 推出 : 当 7 < 工时 , 数列 7,72,73,… 7”,.… 要 比 数列 1 ,273 ,mn *,.… 
更 快 地 趋向 零 . 如 果 ” 比 1 小 得 不 太 多 且 K 很 大 , 这 初 看 起 来 有 些 自 相 矛 盾 . 例如 , 两 个 数列 

2 4 8 .1 1 1 
3 -92 27 ” 4096” 531441” 
它们 的 通 项 是 (3)” 和 mn” 2, 第 二 个 数列 初 看 起 来 减少 得 要 快 得 多 . 但 是 , 只 要 在 数列 中 走 得 
足够 远 , 就 会 发 现 第 一 个 数列 的 项 要 小 得 多 . 例如 
2 4 16 1 2 12 1 1 信 2 1000 1 166 
(8) =< (<) < <() ， 
1000 全 一 10 ; 
所 以 第 一 个 数列 的 第 1000 项 要 小 于 第 二 个 数列 的 对 应 项 的 1/10””?， 从 而 级 数 (2 引 ”要 比 
级 数 jn-!? 收敛 得 快 得 多 , 而 即便 是 级 数 n-1? 也 要 比 级 数 m "收敛 得 快 得 多 . 

还 有 两 个 判别 法 ，Maclaurin 积分 判别 法 (也 称 为 Cauchy 积分 判别 法 ) 
(Maclaurin’s or Cauchy'’s integral test) 以 及 Cauchy 并 项 判别 法 (Cauchy’s con- 
densation test), 它们 在 第 174 节 与 第 175 节 中 的 判别 法 失效 时 特别 有 用 . 在 这 些 
判别 法 中 我 们 对 几 做 了 一 个 额外 的 假设 , 假设 它 在 n 增加 时 递减 .许多 重要 的 
级 数 都 满足 这 个 条 件 . 

@ 取 5 项 就 足以 对 六 7 -12 的 和 给 出 小 数 点 后 7 位 正确 的 值 , 而 要 对 六 m -2 给 出 同样 好 的 近似 值 则 需要 计算 


差不多 10 000 000 项 .本章 大 量 的 数值 结果 可 以 在 作者 的 小 册子 “Orders of infinity”(Cambridge math. 
tracts, No. 12) 的 附录 (由 J. Jackson 先生 编撰 ) 中 找到 . 
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在 着 手 讨论 这 两 个 判别 法 之 前 , 我 们 来 证 明 一 个 简单 然而 有 用 的 定理 , 称 为 
Abel 定理 ?. 它 是 对 于 这 种 特殊 类 型 的 级 数 收 敛 的 一 个 必要 条 件 . 


179. Abel (或 者 Pringsheim) 定理 


如 果 5 un, 是 一 个 正 项 且 项 为 递减 的 收敛 级 数 , 那么 lim nu = 0. 
因为 wun+i 十 unt2 十 … 一 0, 当然 就 有 
Untl 十 Un42 十 … 十 U2n 一 0， 


而 它 的 左边 至 少 是 nuzn. 从 而 2nwzn = 2 (nuzn) 一 0. 又 有 





1 
(2n + 1) uanti < Wine 2nu2n 一 0， 


2n 

于 是 有 nu 一 0. 

例 LXX 

(1) 利用 Abel 定理 证 明 : Nn-! 和 和 (om 十 让 都 发 散 ，[ 这 里 有 nu 一 1 以 及 
nun > 1/a. | 

(2) 证 明 : 如 果 去 掉 wun 当 n 增加 时 递减 的 条 件 , 则 Abel 定理 不 成 立 . [级 数 

ee ee 
22 2 “4 62" “62 7 2 9 02 

(其 中 w= 1/n 或 者 1/m2, 根据 n 是 否 是 完全 平方 数 而 定 ) 是 收敛 的 , 这 是 因为 它 可 以 重新 排 
列 成 如 下 形式 








和 二 
a 
而 其 中 每 一 个 级 数 都 是 收敛 的 . 但 由 于 当 n 是 完全 平方 数 时 有 maun = 1, 于 是 nun 一 0 不 成 


立 . ] 


上 


K 


(3) Abel 定理 之 逆 命 题 不 真 , 也 就 是 说 , 如 果 当 m 增加 时 wv 递减 , 且 lim nan = 0, 那么 
un 收敛 这 一 结论 不 成 立 . 

[ 取 级 数 污 n-!, 并 用 1 乘 它 的 第 一 项 , 用 二 乘 它 的 第 二 项 , 用 3 乘 它 接 下 来 的 两 项 , 用 了 
乘 再 接 下 来 的 四 项 , 用 去 乘 再 接 下 来 的 八 项 , 如 此 下 去 . 将 这 样 形成 的 新 级 数 中 每 个 括号 中 的 
项 合 在 一 起 作为 一 项 , 就 得 到 


11 1/1 IN 1/1 1 1 1 
LS 十 二 十 十 二 十 二 十 过 | 十 











3\3 4/ 4\5 6 7 8 
这 个 级 数 是 发 散 的 , 这 是 因为 它 的 项 大 于 
i 
2 


的 项 , 而 后 者 是 发 散 的 . 但 是 容易 看 出 级 数 
141 Le ll Bd 1 1 
2 2 33 3 4 4 5 4 6 
的 项 满足 nw 一 0 这 一 条 件 . 事实 上 , 当 2 <n<2”! 时 有 nun 二 1/v, 且 当 n 一 00 时 


有 了 一 co. ] 





@ 这 个 定理 是 由 Abel 发 现 的 , 但 被 人 们 遗忘 了 , 后 来 又 被 Pringsheim 重新 发 现 . 
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180. Maclaurin (或 者 Cauchy) 积分 判别 法 


如 果 当 增加 时 ww 递减 , 可 以 记 w = 9 (n), 并 假设 $ (n) 是 连续 变量 x 的 
一 个 连续 且 递 减 的 图 数 $ (x) 在 x = n 时 所 取 的 值 . 那么 , 如 果 >” 是 任意 正 整数 ， 
则 当 z 一 1 入 zZ 和 过 时 有 
GV—1) F090(7) 之 办 (2) 


w=o0-D-/ oar] {0D)-on} a 


所 以 
0g ww < bY- 1- $0). 


这 样 > ,vw 就 是 正 项 级 数 , 且 
v2+V3 二 Ton < $1) -on) < 9(1). 


从 而 vw 是 收敛 的 , 所 以 , 当 一 co 时 , v 十 3 十 … 十 vw, 也 就 是 


n—1l n 
S60)-/ $ (2) dz 
I 1 
趋向 一 个 正 的 极限 , 这 个 极限 不 超过 6 (1). 
记 & 
G 三 dz, 
(8) / $ (2) dz 
所 以 5 (6) 是 & 的 连续 是 递增 的 函数 ,这样 , 当 史 -yoo 时 ， 





趋向 一 个 正 的 极限 , 且 此 极限 不 大 于 6 (1). 从 而 并 ww 是 收敛 还 是 发 散 , 要 根据 当 
n -oo 时 5 (n) 是 趋向 一 个 极限 还 是 趋向 无 穷 来 决定 ， 由 于 5 (n) 是 递增 的 , 这 
样 一 来 , 并 ww 是 收敛 还 是 发 散 , 要 根据 当 & -oo 时 $ (&) 是 趋向 一 个 极限 还 是 趋 
向 无 穷 来 决定 . 于 是 , 如 果 %(z) 是 x 的 一 个 正 的 函数 , 对 大 于 1 的 所 有 x 值 均 
连续 , 当 x 增加 时 (zx) 递减 , 那么 级 数 

0(1) 十 四 (2) 十 …: 
收敛 或 者 发 散 , 要 根据 

6 a d 

(8) . $ (2) dz 








中 这 个 判别 法 是 由 Maclaurin 发 现 的 , 并 为 Cauchy 重新 发 现 , 且 此 判别 法 常 被 归属 于 Cauchy. 
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当 《全 co 时 是 趋向 一 个 极限 ! 还 是 不 趋向 极限 而 确定 ; 在 第 一 种 情形 , 级 数 之 和 
不 大 于 $(1) 填 1 

事实 上 这 个 和 必定 小 于 $ (1) + 1 因为 根据 第 165 节 的 (6) 以 及 第 7 章 杂 例 第 43 题 可 以 
推出 : 除非 在 整个 区 间 (> 一 1,v) 中 有 V(x) = $(v), 否则 就 有 wv < 9$(v 一 1) 一 9(v); 而 这 不 
可 能 对 所 有 的 > 值 为 真 . 


181， 级 数 > jn 
积分 判别 法 最 为 重要 的 应 用 是 应 用 于 级 数 


NG 
1 


1 十 2 十 3 十 :十 7 
其 中 s 是 任意 有 理 数 . 我 们 已 经 看 到 (第 77 节 、 例 LXVIII 第 (15) 题 以 及 例 
LXX 第 (1) 题 ), 当 s = 1 时 该 级 数 是 发 散 的 . 
如 果 s < 0, 则 该 级 数 显 然 是 发 散 的 . 如 果 s > 0, 则 当 n 增加 时 w, 递减 , 故 
可 以 应 用 积分 判别 法 . 这 里 有 


<d 1I-s 1 
$=/ = 











3 1—s 
除非 s = 1. 如 果 s > 1, 则 当 & 王 00 时 有 &9-s 一 0, 且 有 
1 
(6) > 7 = 


这 里 最 后 一 步 是 我 们 的 定义 ， 如 果 s < 1, 则 当 上 一 oo 时 有 £1 oo, 故 有 
GB (8) 一 co. 从 而 级 数 jn 当 s > 1 时 收敛 , 当 s < 1 时 发 散 , 在 第 一 种 情形 其 
和 小 于 s/ (s 一 1). 

当然 , 将 它 与 发 散 的 级 数 > m : 相 比 较 , 可 以 证 明 该 级 数 当 s <1 时 是 发 散 的 . 

不 过 有 意思 的 是 观察 积分 判别 法 如 何 用 到 级 数 > m : 上 去 , 这 时 前 面 的 分 析 方法 不 起 作 
用 . 在 此 情形 区 

Se 

容易 看 出 当 & 一 co 时 有 $B(&) 一 co. 因为 如 果 & > 2", 就 有 


27 2 4 22 
59> / =/ +/ E+ | 
1 和 ，- 交 2 化 27m 一 1 化 
2 dz 2 du 
大 
余 
所 以 >n 到 这 表明 当 《 -oo 时 有 B (8) -oo 
1 
例 LXXI 


党 

() 用 与 上 而 美 似 的 方法 , 不 进行 积分 米 证 明 : 5(6) = /种 与 < 一 起 趋向 无 穷 ,其 中 
1 

57 





令 x = 2"u, 就 得 到 
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(2) 级 数 并 mr 2 并 0 和 并 0 着 是 收敛 的 , 它们 的 和 分 别 不 大 于 2, 3, 11. 级 数 汗 n-3， 
nn 是 发 散 的 . 

3) 级 数 导 ;只 (其 中 a > 0) 收敛 或 者 发 散 , 要 根据 上 > 1 十 s 或 者 4 < 1 + s 而 确定 . 
[与 ns 比较 . ] 

(4) 讨论 级 数 





有 Q17251 十 Qa2n52 十.… 十 Qjpnsk 
bi1nti + bont2 二 + 二 bintl 
的 全 散 性 , 其 中 所 有 字母 都 表示 正 数 , 诸 s 以 及 诸 t 是 有 理 数 , 并 按照 递减 次 序 排列 
(5) 证 明 : 如 果 m > 0, 则 

















Uw i m+1 
mm (TD (m+2) m2 
(6) 证 明 pe 
i 
n2+1 2 4 
(7) 证 明 
1 a 1 , 
加 2 5 (Math. Trip. 1909) 
(8) 证 明 ] 1 1 
2V 见 一 2 < 十 -天 十 … 十 -天 <2v7 一 1 
Oe rd 
1 1 1 1 1 
<=(A++1). 


< 十 十 二 
2V1 3vV2 4V3 2 
(Math. Trip. 1911) 


(9) 如 果 8 (n) 二 7> 1 则 级 数 省 n-?0" 是 收敛 的 . 如果 $8 (n) 二 1<1, 则 它 是 发 散 的 . 
(10) 证 明 : 如 果 a>0,5>0 且 0<s<1, 那么 


v (n) = (a+0) “十 (a 二 20) “十:… 十 (a 二 +nb) “一 人 
当 n 一 ce 时 趋向 一 个 极限 4.， 又 证 明 % (np) 一 y(n 一 1) = O (5 并 推导 出 光 (n) = 
(Math. Trip. 1926) 


182. ” Cauchy 并 项 判别 法 


第 178 和 : 如 果 wn, 二 9(n) 是 n 的 
递减 函数 ， 那么 级 数 代办 (mn) 是 收 化 还 是 发 散 ， 要 根据 于 2"6 (2") 是 收 化 还 是 发 
笋 来 决定 
可 以 用 对 特殊 级 数 > yn-! (第 77 节 ) 所 用 过 的 论证 方法 来 证 明 这 个 结论 . 首 
先 有 
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如 果 > 2"9 (2”) 发 散 , 则 2"10(20) 和 > 2"9 (2"1?) 亦 发 散 , 刚刚 得 到 的 
诸 不 等 式 表 明 > 9 (n) 也 发 散 . 
另 一 方面 有 


$2)+9(3) < 20 2) ， 网 (和 十 风 ( 下 十 区 (6) 十 区 (7) < 40 (全 )， 


等 等 ; 由 这 组 不 等 式 推 出 : 如 果 2?9 (27) 收敛 , 那么 9 (n) 也 收敛 . 从 而 定理 
得 证 . 

对 当前 的 目的 来 说 , 这 个 判别 法 的 应 用 范围 与 积分 判别 法 的 应 用 范围 是 相同 
的 ， 它 使 得 我 们 可 以 同样 轻而易举 地 讨论 级 数 mn， 因为 半 n-， 收敛 还 是 发 
散 , 要 根据 》” 2"2-"s 收敛 还 是 发 散 来 决定 , 也 就 是 根据 s > 1 还 是 s < 1 来 决定 . 

例 工 XXII 

(1) 证 明 : 如 果 a 是 任何 一 个 大 于 1 的 正 整数 , 那么 9 (n) 收敛 还 是 发 散 ， 要 根据 
a"g (a”") 收敛 还 是 发 散 来 决定 ，[ 利 用 与 上 面 同样 的 论证 方法 , 依次 将 a 个 项 、a? 个 项 、 
aa 个 项 :i 组 合 在 一 起 . ] 

(2) 如 果 27"0 (2”) 收敛 , 那么 lim 2"%(2") = 0. 这 样 就 推导 出 第 179 节 的 Abel 定理 . 


183. 进一步 的 比值 判别 法 
如 果 妃 = mn-, 那么 根据 Taylor 定理 有 
Untl 1 Se 3 s(s—1) | ON 
mt (1+2) = n 2n2 (+ 


其 中 0<0<1 所 以 











现在 假设 





Eh 4 +0 (让 ) (1) 


Un n 
如 果 a > 1 可 以 选择 s 使 得 1 < s < a, 这 样 对 充分 大 的 n 就 有 w+i/un < 
wnt1/un. 但 是 wr 收敛 , 于 是 根据 第 175 节 的 (4) 得 知 vw 收敛 . 类 似 地 , 如 
果 a < 1, 就 能 选取 s 使 得 a < s < 1, 通过 与 发 散 级 数 jw 比较 来 证 明 》 vwn 
发 散 . 由 此 推出 , 如 果 vw 满足 (1), 那么 > wv, 当 a > 1 时 收敛 , 当 a < 1 时 发 族 . 
我 们 把 a = 1 的 情形 留待 下 一 章 来 解决 ( 例 XC 第 (5) 题 ). 
类 似 地 可 以 证 明 : 如 果 (1) 对 满足 0 < s < a 的 任何 正 数 a 为 真 ， 那么 
vn < Kn s, 所 WM v,, — 0. 
特别 地 , 我 们 来 考虑 “ 超 几 何 ” 级 数 
QL Qa (a 1)- 中] 
Dm lt 让 Se (2) 
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其 中 a, 8,7 是 实数 , 且 它 们 之 中 没有 任何 一 个 数 是 零 或 者 负 整数 .于 是 该 级 数 的 
项 最 终 都 有 固定 的 符号 , 且 

os _ (c++J_ 1 7Y+1I-c-B o( 1 ) 


n2 





Un (1 二 +n) (7 十 也 ) Nn 
于 是 级 数 (2) 当 xy > a 十 B 时 收敛 , 当 xy < a 十 6 时 发 散 . 特别 地 , 级 数 


i 7 n(nt1) a 
We 1.2 1 
当即 < 0 时 收敛 , 当即 > 0 时 发 散 . 并 且 当 y>aw+8-1 时 有 w 一 0. 
184. 无 穷 积 


第 180 节 的 积分 判别 法 表明 :如 果 %(z) 是 z 的 正 的 减 函 数 , 那么 级 数 59 (n) 
收敛 还 是 发 散 , 要 根据 积分 函数 6 (xz) 当 z 一 co 时 趋向 极限 还 是 不 趋向 极限 来 确 
定 . 假设 它 的 确 趋向 一 个 极限 , 且 





化 


lim / $0)dt=1. 


人 一 Co 1 


/ 二 
1 
是 收敛 的 , 且 有 值 1; 我 们 将 此 积分 称 为 无 穷 积 分 (infinite integral). 


到 目前 为 止 我 们 假设 % (t) 是 正 的 减 函数 .但 将 定义 推广 到 其 他 情形 也 是 很 
自然 的 . 上 面 假设 积分 下 限 为 1 并 没有 任何 特别 的 意义 . 相应 地 给 出 如 下 定义 . 
如 果 9(t) 对 于 上 >Q 是 二 的 连续 函数 ， 且 


那么 我 们 就 称 积分 


TX 


lim / $(t)dt=1, 
2 一 Co a 


那么 就 称 无 穷 积 分 
| sa (1) 

是 收敛 的 , 且 其 值 为 1. 

通常 的 积分 , 如 同 在 第 7 章 中 所 定义 的 那样 , 是 介 于 积分 限 a 和 4 之 间 的 ， 
有 时 相应 地 称 之 为 有 限 积分 (finite integral). 

另 一 方面 , 当 

/ b(t) dt 一 oo 

时 , 就 称 该 积分 发 散 于 co, 可 以 对 发 散 于 -co 给 出 一 个 类 似 的 定义 最后, 当 这 
些 情 形 都 不 发 生 时 , 就 称 该 积分 当 x 一 co 时 有 限 振 荡 或 无 限 振 荡 . 
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这 些 定义 启发 我 们 给 出 如 下 的 说 明 . 
(i) 如 果 记 
{ st=800), 

那么 该 积分 收敛 、 发 散 或 者 振荡 , 要 根据 5 (x) 当 z 一 co 时 是 趋向 一 个 极限 、 趋 向 oo( 或 者 趋 
向 一 00)、 或 者 振荡 来 决定 . 如 果 5 (x) 趋向 一 个 极限 (可 以 用 8 (oo) 来 记 这 个 极限 ), 那么 该 
积分 的 值 就 是 8 (oo). 更 一 般 地 , 如 果 6 (xz) 是 8 (x) 的 任意 一 个 积分 函数 , 那么 该 积分 的 值 就 
是 $6(00)— $(a). 

(ii) 在 p(t) 恒 取 正 值 这 一 特殊 情形 显然 可 见 , 5 (x) 是 z 的 增 函 数 . 从 而 仅 有 的 可 能 的 结 
果 是 收敛 或 者 发 散 于 oc. 

( 痢 ) 与 第 96 节 的 收敛 原理 对 应 的 一 般 的 收敛 原理 是 : 积分 (1) 收敛 的 充分 必要 条 件 是 ， 
对 Xx2> Zi 之 (5) 有 pa 

/ p(x) dr 


(iv) 用 无 穷 积 分 这 个 术语 来 表示 有 像 2 或 者 37t 这 样 确定 的 值 的 某 个 对 象 , 应 该 不 会 使 读 
者 感到 困惑 . 无 穷 积 分 和 有 限 积分 之 间 的 区 别 与 无 穷 级 数 和 有 限 级 数 之 间 的 区 别 类 似 , 而 且 没 
有 人 会 认为 一 个 无 穷 级 数 一 定 是 发 散 的 . 

(v) 在 第 161 节 与 第 162 节 中 , 积分 /?$ (t) dt 定义 为 一 个 简单 的 极限 , 也 就 是 定义 为 某 
种 有 限 和 的 极限 . 于 是 无 穷 积 分 就 是 极限 的 极限 , 或 者 说 是 所 谓 的 重 极限 .无 穷 积分 的 概念 本 
质 上 要 比 有 限 积分 的 概念 更 加 复杂 , 这 也 是 有 限 积分 的 一 个 进一步 发 展 . 

(vi) 第 180 节 中 的 积分 判别 法 现在 可 以 表述 成 如 下 形式 : 如 果 办 (z) 当 x 增加 时 是 一 个 
取 正 值 的 递减 函数 ,那么 无 穷 级 数 》 办 (mn) 与 它 的 无 穷 积 分 有 g(z) dz 同 收 伊 或 同 发 散 . 

(vii) 读者 可 以 毫 无 困难 地 对 无 穷 积 分 进行 陈述 并 证 明 与 第 77 节 中 (1)~(6) 类 似 的 定理 . 
例如 , 与 (2) 类 似 的 结果 是 : 如 果 [~ (z) dz 收敛 , 且 5 > a, 那么 jg(z) dz 也 收敛 , 且 有 


[owas= f owast f° war 


185. 9 (zx) 取 正 值 的 情形 


自然 要 来 考虑 一 些 与 第 184 节 中 的 无 穷 积 分 (1) 有 关 的 一 般 性 定理 , 这 些 定 
理 与 第 173 节 中 的 定理 A~D 类 似 . 在 第 184 节 (ii) 中 我 们 已 经 看 到 A 既 对 积 
分 成 立 , 也 对 级 数 成 立 . 与 B 对 应 的 有 以 下 定理 : 积分 (1) 收敛 的 充分 必要 条 件 
是 , 存在 一 个 常数 开 , 使 得 对 所 有 大 于 a 的 x 值 都 有 


{ sa 


类 似 地 , 与 C 对 应 有 如 下 定理 : 如 果 户 dg(z)dz 收敛 , 且 对 所 有 大 于 a 的 xz 值 
都 用 (2z) < KG (zx), 那么 [小 (x) dz 收敛 , 且 有 


{wa < 多 dz 
我 们 把 有 关 发 散 性 的 判别 法 的 系统 表述 留 给 读者 完成 . 





< 0. 














185. %(z) 取 正 值 的 情形 ”291 


值得 注意 的 是 , 依赖 于 相 邻接 的 项 的 d'Alembert 判别 法 (第 175 节 ) 在 无 穷 
积分 中 没有 类 似 的 结论 ; 而 Cauchy 判别 法 的 类 似 结论 也 没有 什么 价值 .无 论 如 
何 , 只 有 当 我 们 更 详尽 地 研究 了 函数 $ (zx) = 7? 2 (如 同 在 第 9 章 中 将 
要 做 的 那样 ), 才能 对 与 Cauchy 判别 法 类 似 的 结论 作出 系统 的 表述 . 最 重要 的 一 
个 特殊 判别 法 是 通过 与 

2 dz 
/ FE (a>0), 


作 比 较 而 得到 出， 对 于 这 个 积分 的 敛 散 性 , 我 们 已 经 在 第 181 节 中 研究 过 了 , 该 判 
别 法 的 结论 如 下 : 如 果 当 za 时 9(z) <Kz-5, 其 中 s>1, 则 ”9B(zx)dz 收 
伊 ; 如 果 当 >a 时 bz)> Kz 5s, 其 中 >0 且 s << 1, 则 该 积分 发 散 ; 特别 
地 , 如 果 limzsb(z) = 1, 其 中 1 > 0, 那么 该 积分 收敛 还 是 发 散 要 根据 s>>1 还 

5 芝 1 而 决定 . 

收敛 的 无 穷 级 数 有 一 个 基本 性 质 , 此 性 质 的 存在 打破 了 无 穷 级 数 和 无 穷 积 分 之 间 的 相似 性 . 
如 果 9 (n) 收敛 , 则 有 $ (n) 一 0; 但 是 , 即使 8 (x) 恒 取 正 的 值 , 当 /4 (z) dz 收敛 时 也 未 
必 有 由 (z) 一 0 

例如 , 考虑 图 47 中 粗 线 所 画 出 的 函数 $ (z)， 其 中 峰值 的 最 高 点 与 诸 点 x = 1,2,3,…… 对 
应 , 且 每 个 最 高 点 处 的 函数 值 均 为 1, 与 x = n 对 应 的 那 座 峰 的 宽度 是 2/ (n 十 1)?. 这 座 峰 的 
面积 是 1/ (n+ 1)?, 且 显然 对 任何 & 有 


. 1 
| 0 


所 以 /0 bg(z) dz 收敛 ; 但 是 (zx) 一 0 不 真 . 








例 工 XXIII 
(1) 积分 


ce azZr + Br 1+ 十 入 





dz 








a 47zs 十 Bzs-1 十 ,… 十 了 
当 s >7 十 1 时 收敛 , 反之 发 散 . 其 中 a 和 4 是 正 数 , 而 a 大 于 分 母 的 最 大 的 根 (如 果 分 母 有 
根 的 话 ). 
(2) 诸 积分 


[ i ,| /. rdz a Z2dz / Z2dz 
并 x c2 二 22 +r at+26r?+Yyrt 


中 哪些 是 收敛 的 ? 在 头 两 个 积分 中 假设 a > 0, 在 最 后 一 个 积分 中 假设 a 大 于 分 母 的 最 大 的 根 
(如 果 分 母 有 根 的 话 ). 
3) 积分 [< cos zdz, [cos (az 十 8B) dz 当 & 00 时 有 限 振荡 . 
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4) 积分 卜 zcoszdz, <x" cos (az 十 D)dz 当 & -co 时 无 限 振荡 , 其 中 n 是 一 个 任意 
的 正 整数 . 

(5) 下 限 为 -oo 的 积分 . 如 果 当 & 二 -oo 时 /9 (z) dz 趋向 一 个 极限 1 就 称 ,5$ (x) dz 
收敛 且 等 于 1， 这样 的 积分 具有 与 上 面 几 节 中 讨论 2 读者 将 会 0 
地 将 这 些 性 质 详细 加 以 表述 . 

(6) 从 -co 到 十 ce 的 积分 . 如 果 两 个 积 


/tae 


都 收敛 , 且 分 别 有 值 ,1, 那么 就 称 [8 (z) dz 收敛 是 有 值 天 十 / 


(7) 证 明 ， 基 

A 1 =/ 1 3 1 - 3 
(8) 证 明 : 只 要 积分 /9 (z2) dz 收敛 , 就 有 站 0 (2*) dx = 2 [9 (z2) dx. 
(9) 证 明 : 如 果 [zp (xz?) dz 收敛 , 那么 六 ze (zx?) dz = 0. 

(10) 第 179 节 中 Abel 定理 的 类 似 结论 . 如 果 少 (z) 是 一 个 正 的 递减 函数 , 且 [~ 9 (zx) dz 
收敛 , 那么 zb(zZ) 一 0. 用 以 下 方法 证 明 此 结论 : (a) 用 Abel 定理 以 及 积分 判别 法 证 明 ; (b) 直 
接 用 与 第 179 节 中 类 似 的 论证 方法 证 明 . 

(11) 如果 a==zxo <zi<z2<.… 和 且 zn 于 00, 久 wn= fo (7) dr, WB 么 [0 (2) dz 
的 收敛 性 就 包含 了 wu 的 收敛 性 . 如 果 $ (zx) 恒 取 正 的 值 , 则 其 逆 命 题 依 然 成 立 ， [根据 例子 
g(z) = cos x, zn = mr 可 知 , 一 般 来 说 其 逆 命 题 并 不 成 立 . ] 


186. 换 元 积分 法 以 及 分 部 积分 法 对 无 穷 积 分 的 应 用 
在 第 166 节 中 讨论 的 定 积分 的 换 元 积分 法 可 加 以 推广 , 从 而 应 用 到 无 穷 积 


中 来 
(1) 换 元 积分 法 . 假设 _ 

| sa (1) 
收敛 . 进一步 假设 , 对 于 & 的 任意 一 个 大 于 a 的 值 , 如 在 第 166 节 中 那样 ?有 


去 T 
| sar= | oUF Wat 2) 


其 中 a = 了 (0),€ = f (7). 最 后 , 假设 函数 关系 x = f(t) 满足 当 t 一 co 时 有 
2 一 co. 那么 ,在 (2) 中 令 r 和 都 趋向 co, 我 们 就 看 出 积 











{ oO FO (3) 
是 收敛 的 , 且 等 于 积分 (1). 


@ 这 里 将 f 和 9 作 了 交换 . 
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男 一 方面 , 当 7 -00 或 者 7 一 c 时 有 可 能 有 & 一 co. 在 第 一 种 情形 , 我 们 
得 到 


{ 20a= 加 | sO (FF (Oat 
=- ms A = ${f (0)} fF (Wat 
在 第 二 种 情形 , 我 们 得 到 
{sar=ym f otf OF Wa (9) 


在 第 188 节 中 我 们 将 回 到 这 个 等 式 . 

当然 , 关于 (一 00, oa) 或 者 (一 00, 00) 上 的 积分 也 有 对 应 的 结果 , 对 此 读者 应 该 
有 能 力 自己 加 以 总 结 . 

例 LXXIV 

(1) 用 换 元 代 换 z = 如 证 明 : 如 果 s> 1 且 a > 0, 那么 


/ 2 “dz 一 c/ ts) 一 1dt: 
1 1 


并 用 直接 计算 每 一 个 积分 的 值 的 方法 验证 此 结果 . 
2) 如 果 [9 (z) dz 收敛 , 那么 它 等 于 积 


co (a 一 B)/a 
of i at -of b(at 十 GD)dt 


中 的 一 个 , 这 要 根据 a 是 正 数 还 是 负数 来 决定 . 

(3) 如 果 %(z) 是 x 的 正 的 递减 函数 , 且 a 和 8 是 任何 正 数 , 那么 级 数 8 (n) 的 收敛 性 
就 缠 含 了 级 数 5 9 (an 十 6) 的 收敛 性 , 而 且 也 包含 在 级 数 9 (an 十 6B) 的 收敛 性 之 中 . 

[ 作 代 换 z = at 十 6, 由 此 立即 推出 , 积分 


/ $ (2) qz， 人 (at 十 D)dt 


同 收敛 或 者 同 发 散 . 现在 可 以 用 积分 判别 法 了 . ] 
(4) 证 明 





2 dz nT 
站 (+ovV5 2 
[ 令 z= 妇 .9 


5) 计算 / tt 和 / __ dz 7 是 正 整数 . (Math. Trip. 1929, 1935) 
o (1+z2) 0 (1+22)"+3 





@ 本 题 在 原 书 中 漏 了 结果 “= 到 ”此 外 , 严格 地 讲 , 这 里 应 改 为 作 代 换 Vx = 上 以 避免 等 式 xz = 妈 中 变量 t 取 
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[ 代 换 z = cot 0 将 积分 化 成 "sin2”-?0d0 和 rsin2"-10d0.， 现在 利用 例 LXVI 第 
(10) 题 . ] 
(6) 如 果 当 x 一 ce 时 有 9(z) 一 几 当 z 一 一 co 时 有 (xz) 一 ,那么 


/ec o)— (zDD}ds=— (a)(h—A). 








é é€ é 
因为 rz—a rz—bldzr= rzT—a)dz— rz—bdz 
(Ge -ode= /se- odr- / ,sle-) 


这 两 个 积分 中 的 第 一 个 可 以 表示 成 形式 
é/—b 
一 中 大 二 dt, 

CL ge 
其 中 当 & 一 oo 时 有 p 一 0, 且 最 后 这 个 积分 的 模 不 超过 |a 一 b|。, 这 里 的 是 p 在 整个 区 间 
(6 一 a, 一 6 一 0) 上 所 取 的 最 大 值 . 从 而 

网 er Pe 

—é/—a 

第 二 个 积分 可 以 类 似 地 加 以 讨论 . ] 
(2) 分 部 积分 法 . 分 部 积分 公式 是 


和 
人 $ (ods= (0 60) -7 (060 |/ Fi 


现在 假设 £ co， 那么, 如 果 上 面 等 式 中 含有 & 的 三 项 中 有 任意 两 项 趋向 极限 ， 
则 其 中 的 第 三 项 也 趋向 极限 , 这 样 就 得 到 公式 


人 yodz=umn19ooe9-7ooaO-/ a 
当然 ,对 于 下 限 为 “oo 的 积分 , 或 者 从 -oo 到 oo 的 积分 也 有 类 似 的 结果 
例 LXXV 


人 1 /~ dz 1 
1) 证 2 dz = / = =. 
a (ra GT 














(2) 如 果 m 和 nn 一 1 是 正 整 数 , 且 1 = 局 对 下 就 存 的 下 天 <- 作 让 二 
LL rs We 从 而 证 明 " 
I ml! (n — 2)! 
”m+no1)! 
(3) 证 / 5dz = 了 十 和 [ 令 z = 纪 此 时 得 到 





cs tdt cs d 1 
可 人 
1 (1 十 世 ) 1 dt\1l+t 


现在 用 分 部 积分 法 . ] 
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(4) 用 分 部 积分 法 证 明 : 如 果 wn 是 例 LXXIV 第 (5) 题 中 的 第 一 个 积分 , 且 n > 1, 那么 
(2n 一 2) wn = (2n 一 3) wun-1, 并 由 此 计算 vi. (Math. Trip. 1935) 
[注意 到 


a ee zx2dz 1 [二 1 ja 
的 o (十 Z2) 2 一 1) .Jo dz (1+ x2)" 
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在 第 7 章 给 出 的 常 义 积 分 ( 即 有 限 积分 ) 的 定义 中 , 假设 了 (1) 积分 范围 是 有 
限 的 ; (2) 被 积 图 数 是 连续 的 . 

然而 , 有 可 能 将 “ 定 积分 ”的 概念 加 以 推广 , 从 而 使 之 可 以 应 用 到 这 些 条 件 并 
不 满足 的 许多 情形 中 去 . 例如 , 前 面 几 节 讨 论 的 “无 穷 的 ”积分 与 第 7 章 中 的 积 
的 差别 在 于 它 的 积分 范围 是 无 限 的 . 现在 我 们 要 假设 条 件 (2) 不 满足 . 最 重要 的 情 
形 就 是 $ (x) 在 积分 区 间 (a, 4) 中 除了 有 限 多 个 x (比方 说 z = 6 和 ) 之 外 处 
处 连续 , 且 当 x 从 随便 哪个 方向 趋向 这 些 例外 值 中 的 任何 一 个 值 时 有 9 (x) 一 co 
或 者 $ (x) 一 一 co. 

显然 , 只 需要 考虑 (a, 4) 中 仅 包含 一 个 这 样 的 点 & 的 情形 . 当 有 多 于 一 个 这 
样 的 点 时 , 可 以 把 (a, 4) 划分 成 有 限 多 个 子 区 间 , 每 个 子 区 间 中 仅 含 有 一 个 例外 
的 点 ; 如 果 在 每 个 子 区 间 上 积分 的 值 都 有 定义 ,那么 就 能 将 在 整个 区 间 上 积分 的 
值 定义 成 所 有 子 区 间 上 积分 的 和 .， 此 外 ,可 以 假设 (a, 4) 中 的 一 点 & 就 是 端点 


a, 4 之 一 . 这 是 因为 , 如 果 & 介 于 a 和 4 之 间 ， 就 可 以 将 4 (x) dz 定义 为 


[owatf So 


i ON ee 这 样 我 们 就 假设 5 = a; 显 
然 , 只 要 作 少 许 的 改动 , 我 们 所 给 出 的 定义 依然 可 以 适用 于 上 = 4 的 情形 . 
假设 $ (x) 在 整个 (a, 4) 上 除了 z = a 以 外 都 是 连续 的 , 而 当 x 取 大 于 wa 的 
值 趋向 a 时 有 b (xz) 一 co. 这 种 函数 的 一 个 典型 的 例子 由 




















$(7)= (27-0) 


给 出 , 其 中 s > 0; 或 者 , 特别 地 当 a = 0 时 , 由 9 (x) = 2-* 给 出 . 这 样 一 来 , 我 们 


来 考虑 当 s > 0 时 如 何 定义 
A dz 四 
0 Xs 


积分 J % 2dy 当 s < 1 时 是 收敛 的 (第 185 节 ), 其 意义 是 ly 和 1/4 ys 2dy. 
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如 果 作 代 换 y = 1/z, 就 得 到 


n A 
1 y’ 2dy = / Wy 
1/4 1/7n 


从 而 , 只 要 s < 1，lim 用 nz dz, 或 者 等 价 地 说 也 就 是 lm /< x-*dz 存在 ; 很 
自然 地 将 积 0 的 值 定义 成 与 这 个 极限 值 相等 类 似 的 考虑 使 得 我 们 可 以 通过 
等 式 
4 A 
1 (zx—a) dz= lim (zx—a) “dz 


E 一 十 0 Ge 


来 定义 人 rT—a) dz. 
这 样 就 引导 到 如 下 的 一 般 性 定义 : 如 果 积 分 


人 on 


当 = 一 十 0 时 趋向 一 个 极限 1, 就 称 积分 
A 
{ sa 
收敛 且 有 值 1. 


A 
类 似 地 , 如 果 当 > 趋向 积分 上 限 4 时 有 4(z) co, 我 们 就 将 /4(z) dr 
定义 为 a 
lim 9 (x) dx. 


e+0.), 
这 样 一 来 , 正如 在 上 面 所 解释 过 的 那样 , 可 以 将 定义 加 以 延 拓 , 使 之 能 覆盖 在 区 间 
(a, 4) 中 包含 任意 有 限 多 个 使 w(z) 取 无 穷 大 的 点 . 

当 x 趋向 积分 范围 内 的 某 个 值 或 者 某 些 值 时 , 被 积 函 数 趋 品 co 或 -co 的 

称 为 第 二 类 无 穷 积分 (infinite integral of the second kind). 第 一 类 无 穷 积 分 
(infinite integral of the first kind) 就 是 在 第 184 节 以 及 其 后 各 节 中 讨论 的 那 类 积 
分 . 在 第 184 节 末 尾 所 作 的 几乎 所 有 说 明 既 适用 于 第 一 类 无 穷 积分 , 也 适用 于 第 
二 类 无 穷 积 

我 们 对 在 x 的 特殊 值 趋向 无 穷 的 函数 构造 定义 , 但 是 它们 也 可 以 用 于 被 积 函 数 有 其 他 类 
型 的 不 连续 点 的 情况 .例如 , 如 果 对 -1< x <0 有 f(x)= 1,f(0)=0, 对 0<z<1l 
有 f(z) = 了 那么 广 , f(z) dz 的 意义 是 


um/ f (zx) dz 十 aim, {10 ) dz = de 1+) + lim, (1—e)=0. 


此 定义 还 可 以 用 于 f (zx) 有 振荡 性 不 连续 点 的 情形 , 例如 , 如 果 f(z) = sin (1/z). 


188. 其 他 类 型 的 无 穷 积分 ( 续 ) ”297 
188. 其 他 类 型 的 无 穷 积 分 ( 续 ) 
现在 可 以 将 第 186 节 的 等 式 (4) 写成 形式 


/sdz= ot OFF Oat (1) 





右边 的 积分 定义 为 在 区 间 (5,7) 上 对 应 的 积分 当 Fr 一 c 时 的 极限 , 也 就 是 定义 为 第 二 类 无 穷 
积分 . 而 当 $ {f(t)} f(t) 在 上 =e 取 无 穷 值 时 , 该 积分 本 质 上 就 是 一 个 无 穷 积 分 . 例如 , 假设 
9p(7z)=(1 十 Xz) ,其 中 1<m<2,a=0, 了 (t)=t/(1 一 ). 此 时 有 5=0,c=1, 而 (1) 则 


Co dz 1 人 
[CE 三 (1 一 尹 dt, (2) 


而 右边 的 积分 是 一 个 第 二 类 无 穷 积分 . 
另 一 方面 , 有 可 能 发 生 ${f ()} f(t) 在 t=c 连续 的 情形 . 在 这 种 情形 下 ， 


| ot OF (Oat 
是 一 个 有 限 积分 , 而 根据 第 165 节 定 理 (10) 的 推论 有 
li ‘(t) dt= ‘(t) dt. 
lm f ot OFF Wat= f oUF (Wat 
这 样 一 来, 代 换 z 二 / () 就 将 一 个 无 穷 积分 转变 成 了 一 个 有 限 积分 ， 在 刚刚 所 考虑 的 例子 中 ， 
如 果 mn > 2 就 会 出 现 这 种 情形 
例 LXXVI 


(1) 如 果 9 (x) 在 除了 z = a 的 点 均 连 续 , 当 x 一 a 时 有 (7x) 一 co, 那么 [2 8(z) dr 收 
敛 的 充分 必要 条 件 是 : 能 求 得 一 个 常数 KK, 使 得 对 所 有 正 的 。 值 都 有 


A 
/ p(r)dr<K. 
ate 


显然 , 可 以 在 a 与 4 之 间 选 取 到 数 A', 使 得 在 整个 区 间 (a, 4') 上 $ (zx) 都 是 正 的 . 如 果 
9 (z) 在 整个 区 间 (a, 4) 上 都 是 正 的 , 就 可 以 将 4 和 4 等 同 起 来 . 现在 有 


fo@a= f° oat ota 


上 面 等 式 中 右边 的 第 一 个 积分 当 = 减 小 时 增加 , 于 是 趋向 一 个 极限 或 者 趋向 ce; 这 样 所 陈述 结 
论 的 正确 性 就 变 得 显然 了 . 

如 果 条 件 不 满足 , 则 有 [人 .9 (z) dz 一 co. 此 时 我 们 称 积分 [4 (z) dz 发 散 于 oo. 显然 ， 
如 果 当 z 一 a 十 0 时 有 9 (zx) 一 co, 那么 对 该 积分 来 说 , 收敛 或 者 发 散 于 oo 就 是 仅 有 的 可 能 
选择 . 类 似 地 , 可 以 讨论 $5 (x) 一 一 co 的 情形 . 

(2) 证 明 : 如 果 s < 1, 则 有 


而 当 s > 1 时 它 发 散 . 
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9$(z) < K(x 一 a)“, 其 中 s <1, 那么 


(3) 如 果 %(z) 对 于 a < xz < 4 是 连续 的 , 且 0 
其 中 1, 则 该 积分 发 散 ，[ 这 是 第 185 节 中 陈 


/68(z)dz 收 全 ;如 果 $(z) > 开 (z 一 oa 
述 的 一 般 性 比较 定理 的 一 个 特例 . ] 
(4) 积分 


< 
5S 之 











/7 上 A 人 VA 


dz 
由 2 2Z2 一 Q2 1 43 一 23 
收敛 还 是 发 散 ? 








Q 十 1 
5) 积分 由 了 部 是 收 化 的, 上 且 每 个 积分 的 信者 是 零 
6) 积分 人 de = 收敛，[ 当 z 趋向 两 个 积分 限时 被 积 函数 都 趋向 oo. ] 
7) 当 且 仅 当 s<1 人 人 本 宁 Ta 收 人 








sinz 


Oo 


证 明 : 如 果 了 < 2 风 三 中 szZdz 收 全 ,其 中 及 > 0 又 证 明 : 如 果 0 <p < 2 则 庄 


T™ sinzw 27 ginz 37 sin z 
dz, dz, dz, 
0 TP A 02 人 全 TP 


符号 交替 改变 , 且 绝 对 值 递减 . [用 代 换 z = kr 十 y 对 积分 限 为 kr 和 (十 1) zx 的 积分 进行 变 
换 . ] 


h_: 
(9) 证 明 ; / 一 dz 在 ht 取 到 它 的 最 大 值 , 其 中 0<p<2. (Math. Trip. 1911) 
0 


积分 




















(10) 当 且 仅 当 ! > 一 1,m > 一 1 时 人 (cos zx) (sinz)7 dz 收敛 . 
0 





(11) 像 1 这 样 的 一 个 积分 (其 中 s < 1) 并 不 属于 我 们 前 面 定义 的 任何 一 种 积 





分 . 因为 积分 的 范围 是 无 限 的 , 且 被 积 函数 当 x 一 +0 时 趋向 co. 自然 会 把 这 个 积分 定义 成 等 
于 下 面 的 和 
rldz +/ zs-ldz 
o 1+z 1 1+z 
只 要 这 两 个 积分 都 收敛 . 


如 果 s > 0, 则 第 一 个 积分 收敛 ; 如 果 s < 1, 则 第 二 个 积分 收敛 . 于 是 , 当 且 仅 当 0 < s < 1， 
从 0 到 oo 的 积分 收敛 . 


(12) 证 明 : 当 有 8 仅 当 0<s<t 时 , /二 和 2 收 线 





—1 t—1 
(13) 当 且 仅 当 0 <s<140<t<1 时 , A dy 收敛，[ 应 该 注意 到 被 积 函数 


在 z = 1 没有 定义 ; 但 是 当 xz 无 论 从 哪 一 边 趋 向 1 时 都 有 (zs 一 ze / (1 一 z) 二 ts; 所 
以 , 如 果 当 z = 1 时 指定 它 取 函数 值 ! - s, 那么 被 积 函数 就 变 成 z 的 连续 函数 . 

常会 发 生 被 积 函数 由 于 在 积分 范围 内 的 一 个 特殊 点 没有 定义 而 出 现 间断 , 而 这 一 不 连续 性 
又 可 以 通过 对 它 赋予 一 个 特殊 的 函数 值 而 被 移 除 的 情形 ， 在 此 情形 , 通常 假设 按照 上 述 方式 来 
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完成 该 函数 的 定义 . 例如 积 


ee i 
2™ sin mz 2™ sinmz 
dz, - dz 
0 Z 0 Sin Z 


都 是 通常 的 有 限 积分 , 如 果 被 积 函数 在 z = 0 给 予 函 数值 m 的 话 . ] 
(14) 换 元 积分 和 分 部 积分 ， 换 元 积分 和 分 部 积分 的 公式 当然 既 可 以 推广 到 第 一 类 无 穷 积 
分 , 也 可 以 推广 到 第 二 类 无 穷 积分 的 情形 . 读者 可 以 根据 第 186 节 的 路 线 自己 总 结 出 一 般 性 的 
定理 . 
(15) 用 分 部 积分 法 证 明 : 如 果 s > 0,t > 1, 那么 


a t—1 t—1/ t—2 
| 0-omar= SE / 2 (1 一 2Z) “dx. 


0 0 

















1 zs-1ldz Se 1sdt 
16) 如 果 s>0, 那 么 /| 2 到 .[ 令 z=1t. 
) 如 果 s>0, 那 么 / [ [ 令 z=1/t] 





工 十 仑 1+t 
1 Ts— 1 S Ce 4 一 3 ce 415—1 
十 Z tdt 万 dt 
1 和 dw’e@ Es 
7) 如 果 0<s< .于 h 和 2 Te / 1+t 小 1+t 


dz 


nT 
(z+a)vr—ob Varo 





18) 如 果 a 十 5 > 0, 那么 人 (Math. Trip. 1909) 
令 zx 一 b= 旭 .] 
19) 如 果 I = / (@ — 2) dz n>0,T 和 (2n+1) ,= 2na l,i. 

" (Math. Trip. 1934) 





注意 到 


a 和 2 2\n d a 4 2 et 
n=/ (a 一 2 ) Grd =m) le 一 2 ) dz 一 2n(o In_1— In). 
第 (10) 题 中 的 积分 . ] 

(20) 用 代 换 xz = t/ (1 一 汪 证 明 : 如 果 1 和 mm 两 者 都 是 正 数 , 那么 


v1 Te m1 
一 -一 一 qd2 一 一 dt. 
,| i 也 / tr 一 改 t 
(21) 用 代 换 xz = pt/ (p 十 1 一 证明 : 如 果 1,m 和 2 全 都 是 正 数 , 那么 


1 
.eo 人 人 (一 四 md 
0 (x +p) (1+p) pm Jo 





(22) 证 明 
六 dz 二 。 xXdz 二 让 
a 
(i) 用 代 换 x = a 十 (5 一 a) 太 , (ii) 用 代 换 (5 一 x)/(z 一 a) = 以 及 (iii 用 代 换 x = 
acos2t +bsin?t. 
(23) 证 明 : 如 果 p 和 9 都 是 正 数 , 上 且 f (p,q = zx?-1 (1 一 x)* dz, 那么 f(p 十 1,9) 十 
f (p,9+1)= f(p, a ee 
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将 f(p 十 1,9) 和 (pqg+1) 用 三 (p,9) 来 表示 ; 并 证 明 








一 (nC— 1)! 
fp) pp+1). (p+no 1) 
其 中 n 是 正 整 数 . (Math. Trip. 1926) 
(24) 建立 公式 
/ 并 9 兰 和 f (sin 0)d0， 


#7 





f (a cos20 + bsin? 0) d0. 


/ -2/ 


1 
(25) 证 明 / 去 de . (Math. Trip. 1930) 
1) VBI V3 





(26) 证 明 





上 dz 四 < 人 1 1 ) | 
o (1+2)(2+z) Vr(l—z) V2 v6 
[ 令 x = sin? 9, 并 利用 例 LXIII 第 (7) 题 . ] 
189. 其 他 类 型 的 无 穷 积 分 ( 续 ) 
在 用 变量 代 换 法 时 需要 小 心 从 事 . 例如 , 假设 


7= 太 (一 一 6z 十 13) dz. 
1 


(Math. Trip. 1912) 


直接 积分 得 到 J = 48. 现在 用 代 换 
4 一 2Z2 一 6z 十 13， 
这 给 出 xz ==3 土 Vy 一 4. 由 于 当 z==1 时 有 y=8, 当 z=7 时 有 = 20, 这 看 起 来 导致 结果 


[se __l 20 ydy 
ye 











这 个 不 定 积分 是 
#3(y— i+4(y— 4)3, 
所 以 得 到 值 土台 ,不 论 取 什 么 符号 , 此 结果 都 是 错误 的 . 
更 仔细 地 研究 zx 和 y 之 间 的 关系 可 以 找到 问题 的 解释 . 函数 z? - 6z +13 在 x 二 3 处 有 

一 个 极 小 值 , 此 时 y = 4. 当 xz 从 1 增加 到 3 时 , y 从 8 减 小 到 4, 而 dz/dy 是 负 的 , 所 以 

dz 1 

dy 2 二 到 
当 xz 从 3 增加 到 7 时, y 从 4 增加 到 20, 从 而 必须 选取 另 一 个 符号 . 于 是 


了 4 y 20 y 
el dz | ha +/ dy, 
i as \ 2d) ), 2 a 


这 个 等 式 将 会 得 出 正确 的 结果 
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类 似 地 , 如 果 用 代 换 x = arcsiny 来 变换 积分 /% dz = 和 必须 注意 dz/dy 等 于 (1 goP) 
还 是 - (1 一 坊 )-3 要 根据 0 < x < 3 还 是 3r < z < x 来 决定 
例 分别 用 代 换 4z2 一 工 十 十 二 YX = arcsiny 来 验证 变换 积分 


1 nt 
/ (好 一 2 十 证 ) dx, / cos2 zdx 
0 16 0 
的 结果 . 


190. 有 正 负 项 的 级 数 


关于 无 穷 级 数 的 和 以 及 无 穷 积分 (无 论 是 第 一 类 还 是 第 二 类 的 ) 的 值 的 定义 
对 于 有 正 负 项 的 级 数 以 及 取 正 负 值 的 函数 的 积分 都 是 适用 的 . 但 是 本 章 所 建立 的 
特殊 的 敛 散 性 判别 法 以 及 用 来 说 明 这 些 判别 法 的 例子 都 几乎 全 部 与 全 取 正 值 或 者 
全 取 负 值 的 情形 有 关 . 

在 级 数 的 情形 , 常常 会 发 生 这 样 的 情况 : 以 明显 的 或 者 隐 含 的 方式 加 在 久 ,, 上 
的 某 些 条 件 可 能 对 有 限 多 项 不 成 立 ， 这 时 必须 要 求 这 样 的 条 件 (比如 各 项 均 取 正 
值 ) 从 某 一 项 开始 以 后 都 满足 . 类 似 地 , 在 无 穷 积分 的 情形 , 假设 对 于 大 于 某 个 zo 
的 所 有 的 x 值 所 述 条 件 都 满足 , 或 者 假设 对 于 介 于 某 个 区 间 (a,a + 6) (被 积 函 数 
在 邻近 该 区 间 包 含 的 值 a 时 趋向 无 穷 ) 中 的 所 有 的 x 值 所 述 条 件 都 满足 例如 ， 
我 们 的 判别 法 适用 于 形 如 

n2—10 
i 


的 级 数 , 这 是 因为 当 n > 4 时 有 mn? 一 10 > 0, 也 适用 于 形 如 
”> 37 一 7 | 1 一 27 
一 -一 一 QZ， dz 
| (z+1) o VY 
的 积分 , 这 是 因为 当 x > 工时 有 3z 一 7> 0, 而 当 0<z< 亏 时 有 1-2z > 0. 
但 是 当 整 个 级 数 中 的 项 v 始终 都 有 符号 改变 时 , 也 就 是 当 正 的 项 和 负 的 项 


都 有 无 穷 多 项 时 (如 同 在 级 数 1 了 + -1 十.… 中 那样 ); 或 者 当 b(z) 在 -y ec 
时 不 断 地 变 号 时 (如 同 在 积 
sinz 
. dx 
1 区 


中 那样 ), 或 者 当 x 一 a 时 (这 里 a 是 $ (x) 的 一 个 间断 点 ) $ (zx) 不 断 地 变 号 , 如 


同 在 积 
fs ( 1 ) dz 
阅 ed 


中 那样 ; 此 时 讨论 收敛 和 发 散 的 问题 就 变 得 更 加 困难 . 现在 我 们 必须 既 要 研究 振 
功 的 可 能 性 , 也 要 研究 收敛 或 者 发 散 的 可 能 性 . 
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191. 绝对 收敛 的 级 数 
下 面 研究 级 数 jw,, 它 的 任何 一 项 都 可 能 是 正 数 或 是 负数 . 令 
[un 二 Qm， 


因此 当 wj 为 正 数 时 有 a = wun, 当 wi 为 负数 时 有 ay = 一 wn. 此 外 , 根据 w 是 
正 数 还 是 负数 , 令 ww = wn 或 者 ww = 0, 又 根据 wn 是 负数 还 是 正 数 , 令 wn = 一 un 
或 者 wn = 0; 或 者 等 价 地 说 , 根据 wn 是 正 数 还 是 负数 , 令 wm = an 或 者 wn = an， 
而 在 另外 一 种 情形 , w。 和 w,, 都 等 于 零 . 于 是 , 显然 w。 和 w, 都 总 是 正 的 , 且 


Un = Vn Oo Wn, Qn = Vn Wn. 


例如 , 如 果 级 数 是 1 一 ( 直 十 ( 划 一 …, 则 有 w= (一 1 /n2, an = 1/n2， 
vw = 二 1/m2 还 是 v= 0, 要 视 n 是 奇数 还 是 偶数 而 定 , w = 1/mw? 还 是 w = 0, 要 
视 ”是 偶数 还 是 奇数 而 定 . 

现在 来 区 分 两 种 情形 . 

A， 假设 级 数 学 oa 收敛 . 例如 , 在 上 面 的 例子 就 是 这 种 情形 , 其 中 并 ao 是 


IN AN 
1 1 (3) | G3) 上 . 

此 时 wv 和 》wn 两 者 缘 收 敛 : 因为 ( 例 XXX 第 (18) 题 ) 从 一 个 收敛 的 正 
项 级 数 中 选取 的 任何 级 数 都 是 收敛 的 ， 于 是 , 根据 第 77 节 定 理 (6), jw 也 就 
是 (vw 一 wn), 收敛 是 等 于 六 一 》 tn 

这 样 就 导出 下 面 的 定义 . 

定义 ”如 果 》an (也 就 是 us|) 收 伊 , 则 称 级 数 》 wj, 是 绝对 收敛 (abso- 
lutely convergent) 的 . 

上 面 所 证 明 的 结果 可 以 表述 成 如 下 结论 : 如 果 》 un 绝对 收敛 , 那么 它 也 收 
和 伊 ; 同样 地 , 分 别 由 它 的 正 的 项 以 及 负 的 项 构成 的 级 数 也 都 是 收敛 的 ; 且 该 级 数 的 
和 等 于 它 的 正 项 之 和 加 上 它 的 负 项 之 和 . 

读者 要 预防 把 命题 “绝对 收敛 的 级 数 是 收敛 的 ” 视 为 一 个 重 言 式 . 当 我 们 说 Bu 是 “绝对 
收敛 的 ”时 , 我 们 并 没有 直接 断言 Zu 是 收敛 的 : 我 们 说 的 是 另 一 个 级 数 站 un| 的 收敛 性 , 而 
由 此 就 能 排除 Pw 的 振荡 性 并 不 是 显然 的 . 

例 LXXVII 

(1) 用 “一 般 收敛 原理 "(第 84 节 定 理 2) 证 明 : 绝对 收敛 级 数 是 收敛 的 . [由 于 洒 |un| 收 
敛 , 给 定 任意 一 个 正 数 5, 可 以 选取 no, 使 得 当 ma > ni > no 时 有 

ji 十 主 引 站 :二 pao] 区 放 : 

















这 就 更 有 





[unit1 十 Uni+2 十 … 十 Uno | < 0, 
从 而 ”wwn 收敛 . ] 
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2) 如 果 》 an 是 一 个 收敛 的 正 项 级 数 , 且 |b%| < Kan, 那么 bn 是 绝对 收敛 的 . 

3) 如 果 > an 是 一 个 收敛 的 正 项 级 数 , 那么 当 一 1 < x < 1 时 级 数 > anz?” 是 绝对 收敛 的 . 
4) 如 果 》 an 是 一 个 收敛 的 正 项 级 数 , 那么 级 数 》an cosnb, 》 ansin7mb 对 所 有 0 的 值 
都 是 绝对 收敛 的 . [第 88 节 的 级 数 cosm0, ,7” sinnb 已 经 提供 了 这 样 的 例子 . ] 

5) 从 一 个 绝对 收敛 的 级 数 的 项 中 选取 的 任意 一 个 级 数 都 是 绝对 收敛 的 [因为 该 级 数 的 项 
的 模 组 成 的 级 数 就 是 从 原 级 数 的 项 的 模 组 成 的 级 数 中 选取 的 . ] 

6) 证 明 : 如 果 本]un| 收敛 , 则 有 | 六 won| < |unl, 等 号 成 立 的 唯一 可 能 的 情形 是 其 中 每 
一 项 都 有 相同 的 符号 . 


192. Dirichlet 定理 对 绝对 收敛 级 数 的 推广 


Dirichlet 定理 (第 176 节 ) 表明 : 正 项 级 数 的 项 可 以 按照 任何 方式 重新 排 
序 而 不 会 影响 它 的 和 . 现在 容易 看 出 , 任何 绝对 收敛 的 级 数 都 有 同样 的 性 质 . 
为 设 wu, 经 过 重新 排序 变 成 了 六 也 ,并 设 wu 是 从 ws 生成 的 , 这 与 
an unytn 由 wj 生成 具有 相同 的 关系 ". 那么 ”oo', 收敛 , 这 是 由 于 它 是 ”an 的 
重新 排列 .六 迪 , >》 5 也 收敛 , 也 因 这 两 个 级 数 是 》wn, 》wn 的 重新 排列 . 又 
根据 Dirichlet 定理 有 w= 二 ww 以 及 wi = ny 所 以 


0 = 》 — >_w, = — 》 wn a > 
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B. 现在 来 考虑 上 面 第 二 种 情形 , 也 即 模 组 成 的 级 数 > an 发 散 于 co 的 情形 . 

定义 如果 Dw 收敛 , 但 是 >》 |un| 发 散 ， 则 称 原 来 的 级 数 是 条 件 收 敛 
(conditionally convergent) 的 . 

首先 注意 到 , 如 果 jw, 条件 收敛 , 那么 第 191 节 中 的 级 数 > vw, wn 必 
定 均 发 散 于 co. 它们 不 可 能 都 收敛 , 因为 如 果 是 这 样 就 会 得 出 > (v 十 wn) 收敛， 
也 就 是 > a 收敛 . 如 果 两 者 中 有 一 个 收敛 , 比方 说 > wn 收敛 , 而 > vw 发 散 ， 
那么 





N 


Yun = > vn — > un (1) 


0 
于 是 它 就 随 着 N 一 起 趋向 ce, 这 与 于 wi 收敛 的 假设 矛盾 . 

从 而 开 v, 江 ws 两 者 者 发散. 根据 上 面 的 等 式 (1) 显然 可 见 : 条 件 收敛 级 
数 的 和 是 两 个 函数 的 差 的 极限 , 其 中 每 一 个 函数 都 与 N 一 起 趋向 oo. 同样 显然 的 
是 , 汇 u 不 再 具有 正 项 收敛 级 数 的 性 质 ( 例 XXX 第 (18) 题 ), 也 不 具有 绝对 收敛 
级 数 的 性 质 ( 例 LXXVII 第 (5) 题 ): 从 其 项 中 选取 的 任何 级 数 本 身 也 构成 一 个 收 


@ 这 也 就 是 说 a = |w4], v4 当 ww 为 正 数 时 等 于 wi, 当 wi 为 负数 时 等 于 0; w/， 当 wh, 为 负数 时 等 于 一 以 
当 wi 为 正 数 时 等 于 0. 译 者 注 
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敛 的 级 数 . 而 且 似乎 条 件 收敛 的 级 数 也 不 具有 Dirichlet 定理 所 给 出 的 性 质 . 无 论 
如 何 第 192 节 的 证 明 都 是 完全 失效 的 , 这 是 因为 这 个 证 明 本 质 上 依赖 于 wv, 和 
> wn 的 收敛 性 . 下 面 我 们 将 看 到 , 这 个 猜想 是 很 有 根据 的 , 该 定理 对 于 我 们 现在 
所 考虑 的 级 数 来 说 并 不 成 立 . 

194. 条 件 收敛 级 数 的 收敛 判别 法 


不 要 指望 对 于 条 件 收 敛 性 能 找到 与 第 173 节 以 及 其 后 各 节 那 样 简 单 的 而 且 有 
一 般 性 的 判别 法 . 自然, 对 于 收敛 性 (如 同上 面 的 等 式 (1) 所 指出 的 ) 依赖 于 正 负 
项 相抵 消 的 级 数 来 说 , 系统 地 表述 它们 的 收敛 判别 法 更 加 困难 . 首先 , 对 于 条 件 收 
伊 的 级 数 不 存在 比较 判别 法 . 

因为 假设 我 们 想 要 从 》 ww 的 收敛 性 推出 vw, 的 收敛 性 , 就 需要 比较 


v0 二 WE 下 wr 二 Wrny Uo 十 Wi 十 …: 十 Un. 
如 果 每 个 w 和 每 个 v 都 是 正 的 , 且 (a) 每 个 v 都 小 于 对 应 的 u, 那么 就 可 以 立即 
推出 

vo 十 91 十 一 十 Dn 过 Wo 十 Vi 十 十 Uy， 
所 以 》vwn 是 收敛 的 . 如 果 只 有 诸 w 是 正 的 , 而 (b) 每 个 v 的 绝对 值 都 小 于 对 应 
的 的 绝对 值 , 那么 就 能 推出 


jvo| 十 | 十 一 十 vr| < wo 十 了 十 :十 Un 


所 以 2 wn 是 绝对 收敛 的 . 但 是 在 一 般 情形 , 当 诸 久 与 诸 v 的 符号 都 没有 限制 时 ， 
所 有 能 够 由 (b) 推出 的 是 


luo| 十 |oi| 十 :十 on < Juol 二 | 十 十 un|. 


» 


这 使 得 我 们 能 由 ww 的 绝对 收敛 性 推出 >” ww 的 绝对 收敛 性 ; 但 是 , 如 果 wu 
只 是 条 件 收敛 的 , 我 们 根本 得 不 出 任何 结论 . 

例 我们 即将 看 到 级 数 1 一 二 十 一 主 十 … 是 收敛 的 . 但 是 级 数 寺 十 十 主 十 寺 十 … 是 
发 散 的 , 尽管 它 的 每 一 项 的 绝对 值 小 于 前 一 级 数 对 应 项 的 绝对 值 . 

这 样 看 来 , 我 们 所 能 得 到 的 判别 法 要 比 本 章 早 些 时 候 给 出 的 判别 法 有 远 为 特 
殊 的 特点 就 是 很 自然 的 了 . 
195. 交错 级 数 


最 简单 的 条 件 收敛 级 数 是 其 项 交替 取 正 数 和 负数 的 交错 级 数 . 这 种 类 型 的 最 
重要 的 级 数 是 由 下 面 的 定理 建立 的 . 


> 
Pe 
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如 果 b 鸭 (2) 是 n 的 正和 值 函数 , 当 兄 一 co 时 它 单 调 递减 且 趋 于 零 , 那么 级 数 
4(0) — 0(1) +9(2) 


收 伊 , 其 和 介 于 $(0) 与 $(0) 一 $(1) 之 间 . 


Bn Wo Pp1 | D2 “| ( 1)” pn. 








那么 就 有 
So2n41 — S2n_1 = on — Ponti0, son— s2n 2=— (pon 1— pb2n) <0. 


所 以 so0, s2,s4,… ,sn 是 一 个 递减 的 数列 ， 它 趋向 一 个 极限 或 者 趋向 一 co， 
51, 53; 55;"… ,s2n+1 是 一 个 递增 的 数列 , 它 趋向 一 个 极限 或 者 趋向 oo， 但 是 
lim (s2n41 — $2n) = lim (EDT gon+1 二 0, 由 此 推出 这 两 个 数列 必定 都 趋向 极 
限 , 而 且 两 个 极限 必定 相同 . 这 就 是 说 , 数列 so, s1,… ,sn … 趋向 一 个 极限 . 由 
于 so = ,sl = do 一 内 ,显然 这 个 极限 就 介 于 与 po 一 91 之 间 . 

例 LXXVIII 

(1) 级 数 





一 一 十 .…，1 





1 1 1 
十 ，….， 











~ (—1)" ~ (—1)" ~ (1)" (-1)" 
和 
是 条 件 收 敛 的 , 其 中 a > 0. 
(2) 级 数 (一 1)”(n 十 a)“ 当 s > 1 时 是 绝对 收敛 的 , 当 0 < s < 1 时 是 条 件 收敛 的 , 当 
s 0 时 是 振荡 的 , 其 中 a > 0. 
(3) 第 195 节 中 级 数 的 和 对 于 所 有 的 n 值 都 介 于 sw 和 sn41 之 间 ; 取 其 前 n 项 之 和 代替 
整个 级 数 的 和 所 产生 的 误差 的 绝对 值 不 大 于 第 n 十 1 项 的 模 . 


(4) 考虑 级 数 a 
= n 
为 了 避免 前 面 几 项 在 定义 方面 的 困难 , 假设 它 从 n = 2 这 一 项 开始 . 这 个 级 数 可 以 写成 形式 
Cy Cy) cy" 
| a 


—1)™ 1 
DR i) 
这 里 最 后 一 步 是 我 们 的 定义 . 级 数 wr 是 收敛 的 , 而 2 Xn 是 发 散 的 , 这 是 因为 它 所 有 的 项 
都 是 正 的 , 且 lim nxn = 1. 从 而 原 级 数 发 散 , 尽管 它 有 形式 $2 一 ps 十 G4 一 …, 且 有 Vn 一 0. 
此 例 表明 条 件 “9,, 单调 递减 地 趋向 零 ” 对 于 定理 的 正确 性 是 至 关 重 要 的 . 读者 容易 验证 


V2 十 1 一 1<V27 十 1 








这 也 就 是 





所 以 在 这 里 该 条 件 并 不 满足 . 
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5) 如 果 除 了 pn 现在 是 单调 趋向 一 个 正 的 极限 ! 之 外 , 第 195 节 中 的 其 他 条 件 都 满足 , 那 
么 级 数 是 有 限 振荡 的 . 
na(at+1):...(a+n+1) Dy 赤 i < 旦 赤 
6) 级 数 2 (-1) Be 收敛 当 且 仅 当 a < b, 其 中 a 和 5 既 不 是 零 ， 
也 不 是 负 整 数 . (Math. Trip. 1927) 
将 此 级 数 记 为 > (一 1)”pn, 并 首先 假设 a 和 2 是 正 数 . 如 果 a > 5b, 则 有 Bnti > br, 且 
drn 不 趋向 零 . 如 果 a < 5b, 那么 pnt1 < br 且 Gn 一 0 (第 183 节 ), 所 以 一 般 性 定理 的 条 件 是 
满足 的 . 
在 一 般 的 情形 , 可 以 选取 N 使 得 a = a+N 和 以 =5 十 N 两 者 丝 为 正 数 , 而 Bn 是 ww_N 
的 一 个 倍数 , 其 中 人 二 二 (十 m 二 
(5 +1).(b +n+1). 
(7) 条 件 收敛 的 级 数 通 过 项 的 重 排 改 变 和 . 
设 s 是 级 数 Tt 
的 和 , 而 sn 是 它 的 前 2n 项 和 , 所 以 lim sn = s; 将 该 级 数 重 新 排序 变 成 
过 
3 人 7 
两 个 正 项 后 面 跟 着 一 个 负 项 . 如 果 ts 是 这 个 新 级 数 的 前 3n 项 和 , 那么 

















] 

















pe ee 
> 4 -1 2 4 27 
Eo 
2 ntl 2n+3 4n—1 
现在 有 
ji | b= A ; 
2n++l1 27 十 2 27m 十 3 47 一 工 4n 


这 是 因为 括号 内 诸 项 之 和 小 于 n/(2n 十 1)(2n 十 2); 又 根据 第 161 节 与 第 164 节 有 


n 


0 = :lim2zy、 I -3/ 守 
2n+2 2n+4 4n 2 Nn 1+(r/n) 2 zz. 


六 法 二 





limtan 二 8 十 = 一 . 
2 Zz 
由 此 推出 , 级 数 (1) 的 和 不 是 s, 而 是 上 面 最 后 这 个 等 式 的 右边 .以 后 我 们 将 会 给 出 这 两 个 级 数 
之 和 的 实际 值 : 见 第 220 节 例 XC 第 (7) 题 以 及 第 9 章 杂 例 第 19 题 . 
的 确 可 以 证 明 : 条 件 收敛 的 级 数 总 可 以 通过 重新 排序 收敛 于 你 想 要 的 任何 和 , 或 者 发 散 


于 co, 或 发 散 于 一 o0. 有 关 它 的 证 明 , 见 Bromwich 所 著 Infinite series 一 书 第 2 版 第 74 页 . 




















1 1 1 1 1 
8) 级 数 1 十 让 十 … 发 散 于 oo. [这 里 
(8) V3 V2 v5 v7? V4 | 
tan = s2n 十 EL 十 让 世人 中 : > 52m 十 二 
mn Vmii Vm VMI Vm 
和 S 下 1 十 2 
2n V3 Van’ 


当 n 一 co 时 它 趋向 一 个 极限 . ] 
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196. Abel 收敛 判别 法 与 Dirichlet 收敛 判别 法 


一 个 更 加 一 般 的 判别 法 ( 它 包 含 第 195 节 的 判别 法 作为 一 个 特例 ) 如 下 . 

Dirichlet 判别 法 如果 gr 满足 第 195 节 中 同样 的 条 件 , 而 2 an 是 任何 一 个 收敛 或 
者 有 限 振荡 的 级 数 , 那么 级 数 

ao0o + a191 + Qa292 十 …: 

收敛 . 

读者 容易 验证 恒等式 

aogo 十 ai01 十 … 十 angn 

= so (Go — 1) + 511 — $2) tt sn-i (Pn-1— bn) + snpn, 

其 中 s% = ao 十 Qi 十 … 十 an. 现在 级 数 (bo 一 息 ) 十 (91 一 加 ) 十 :… 收敛 , 这 是 因为 它 的 前 n 
项 和 是 890 一 Gx, 且 lim dr = 0; 而 且 它 所 有 的 项 都 是 正 的 . 同样 地 , 由 于 > an 即便 不 是 收敛 
的 , 无 论 如 何 也 是 有 限 振荡 的 , 因此 能 找到 一 个 常数 KK, 使 得 对 所 有 的 > 值 都 有 |sv| < K. 于 


是 级 数 
>， Sv (Pu — pu+1) 
是 绝对 收敛 的 , 所 以 当 mn 一 co 时 
So (bo — Pi)+ si1(91 — $2) tt sn (bn-1 — pn) 
趋向 一 个 极限 . 最 后 , bn (于 是 sn9n, 也 ) 趋向 零 ; 从 而 
aobo 十 a101 十 … 十 angn 
趋向 一 个 极限 , 即 级 数 》 av 收敛 

Abel 判别 法 . 有 男 一 个 属于 Abel 的 判别 法 , 尽管 不 如 Dirichlet 判别 法 用 得 那样 频繁 , 但 
有 时 也 是 有 用 的 . 

如 同 在 Dirichlet 判别 法 中 那样 , 假设 $ 是 的 正 的 递减 函数 , 但 是 当 n 一 co 时 , 它 的 
极限 不 一 定 是 零 . 这 样 一 来 , 关于 加 就 减少 了 假设 条 件 , 而 作为 弥补 , 对 于 > an 则 增加 了 假 
设 , 假设 》 an 是 收敛 的 . 这 样 就 有 定理 : 如 果 br 是 n 的 正 的 递减 函数 , 且 > an 收 化 ,那么 
DD angn 收敛. 

因为 当 n 一 co 时 pn 有 极限 ,比方 说 极限 是 !: 于 是 lim (8% 一 1) = 0. 这 样 一 来 , 根据 
Dirichlet 判别 法 知 , > an (8n 一) 收敛 ; 由 于 > an 收敛 , 由 此 推出 > ang%n 收敛 . 

此 定理 可 以 表述 成 : 如 果 将 一 个 收敛 级 数 的 项 与 任意 一 个 正 的 递减 函数 相 乘 ， 则 所 得 级 数 
仍 收 伊 . 

例 LXXIX 

(1) Dirichlet 判别 法 和 Abel 判别 法 也 可 以 用 一 般 收敛 原理 (第 84 节 ) 建立 起 来 . 例如 , 假 
设 Abel 判别 法 的 条 件 是 满足 的 . 我 们 有 恒等式 

QamPm + Qm+igm+li 十 :十 angn = Sm,m (pm > Pm+1) 十 Sm,m+1 (bmi+t1 a pm+2) 
+ Smn-i (pn-1 — pn) + smmnpn, (1) 








其 中 





Smv = Qm 二 QAm+ti 二 "十 Qv. 
于 是 (1) 的 左边 夹 在 hgpy, 和 五 gm 之 间 , 这 里 h 和 互 是 smm, smm41,"… ,Smm 的 代数 最 
小 值 和 最 大 值 . 但 是 , 给 定 任何 正 数 6, 可 以 选取 到 mo, 使 得 当 m > mo 时 有 |smv| < 6, 所 以 
当 n> m > mo 时 就 有 
|amgm + amiiGmti + anbn| < 6pm < 691. 
从 而 级 数 > angn 收敛 . 
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(2) 当 9 不 是 zt 的 倍数 时 , 级 数 > cosn9 和 > sinmb 是 有 限 振荡 的 . 因为 , 如 果 用 s% 和 
tn 来 记 这 两 个 级 数 的 前 n 项 和 , 并 记 z = Cisb, 所 以 |z| = 1, 且 z 关 1, 这 样 就 有 


1—2z” 
1—z 


1 二 +|z"| 2 
-4 一 | 








所 以 |ss| 和 |t;| 也 都 不 大 于 2/ |1 一 z|. 由 于 它们 的 第 ”项 都 不 趋向 零 ( 例 XXIV 第 (7) 题 )， 
由 此 事实 就 推出 这 些 级 数 实 际 上 并 不 收敛 . 

如 果 9 是 zt 的 倍数 , 则 正弦 级 数 收 敛 于 零 . 如 果 0 是 zt 的 奇数 倍 , 则 余弦 级 数 是 有 限 振荡 
的 , 当 9 是 zt 的 偶数 倍 时 , 余弦 级 数 发 散 . 

由 此 推出 : 如 果 @,, 是 n 的 正 值 函 数 ， 当 n 一 > oo 时 它 单 调 递 减 地 趋向 零 , 那么 级 数 


3 pn cos720， >， pn sin mb 


除了 第 一 个 级 数 在 0 是 2r 的 倍数 这 一 情形 之 外 都 是 收敛 的 . 在 0 是 2r 的 倍数 这 一 情形 , 第 
一 个 级 数 变 成 pr, 它 可 能 收敛 也 可 能 不 收敛 , 第 二 个 级 数 恒 为 零 . 如 果 $n 收敛 , 那么 这 
两 个 级 数 对 所 有 的 0 值 都 绝对 收敛 ( 例 LXXVII 第 (4) 题 ), 而 此 结果 的 全 部 价值 就 在 于 它 可 
以 应 用 到 》 % 发 散 的 情形 中 去 . 在 这 种 情形 , 上 面 所 写 的 级 数 是 条 件 收敛 但 不 是 绝对 收敛 的 ， 
如 同 在 下 面 第 (6) 题 中 要 证 明 的 那样 . 如 果 在 余弦 级 数 中 令 0 = zt, 就 回 到 第 195 节 的 结果 , 这 
是 因为 cosnz = (一 1)". 

3) 如 果 s > 0, 则 级 数 沁 n cos m0, jn sinn9 收敛 , 除非 (在 第 一 个 级 数 的 情形 ) 
0 是 27t 的 倍数 ,上 且 0<s<1. 

4) 一 般 说 来 , 如 果 s > 1, 第 (3) 题 中 的 级 数 是 绝对 收敛 的 , 当 0 < s < 工时 它 条 件 收敛 ， 
当 s < 0 时 它 是 振荡 的 ( 当 s = 0 时 它 是 有 限 振荡 的 , 当 s < 0 时 它 是 无 限 振荡 的 ). 讨论 任何 
例外 的 情形 . 

5) 如 果 ann 收敛 或 者 有 限 振荡 , 那么 当 t > s 时 anm 收 全 . 

6) 如 果 各 是 的 正 值 函 数 , 当 n 一 co 时 它 递 减 地 趋向 零 ,， > 发 散 , 那么 , 除去 正弦 
级 数 当 0 是 zt 的 倍数 这 一 情形 之 外 , 级 数 > dr cosnb, 》 pn sin mb 都 不 是 绝对 收敛 的 . [因为 ， 
如 果 假 设 9 |cosn9| 收敛 . 由 于 cos? nb < |cos m9|, 由 此 推出 3 pn,cos?n9, 即 


3 > pn (1 + cos2n0) 














收敛 . 但 这 是 不 可 能 的 , 这 是 因为 5 Bn 发 散 , 而 根据 Dirichlet 判别 法 ,> dr cos 2n0 是 收敛 
的 , 除非 9 是 zt 的 倍数 , 而 在 9 是 zx 的 倍数 这 一 情形 , 显然 ;br |cos nb| 发 散 . 读者 应 该 写 出 
关于 正弦 级 数 所 对 应 的 论证 过 程 , 并 注意 当 9 是 x 的 倍数 时 , 判别 法 在 何 处 失效 . ] 


197. 复数 项 级 数 
到 目前 为 止 我 们 仅 限 于 讨论 项 为 实数 的 级 数 . 现在 要 来 考虑 级 数 
i > (vn iaon )， 


其 中 wv。 和 wn 是 实数 . 考虑 这 种 级 数 不 产 生 任 何 真正 新 的 困难 . 这 个 级 数 是 收敛 
的 , 当 且 仅 当 级 数 
bP 
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都 收敛 . 然而 有 一 类 这 样 的 级 数 非常 重要 , 需要 加 以 特殊 处 理 . 相应 地 给 出 下 面 的 
定义 , 它 显然 是 第 191 节 中 定义 的 一 个 延 拓 . 

定义 ”如 果 级 数 wv, 和 un 都 绝对 收 伊 , 且 w= 二 ww 十 jwn, 则 级 数 > tn 
称 为 绝对 收 伊 的 . 

定理 ”w 绝对 收敛 的 充分 必要 条 件 是 入 |un| ( 即 并 V 到 十 三 ) 收敛. 

因为 ， 如 果 wu 绝对 收 僵 ， 则 级 数 汪 |v| 和 》|wn| 两 者 都 收 线 ,因此 
> 1{ lo +luon 收敛 . 但 是 


| = Vo 十 2 < |vnl 十 |wn|， 
从 而 》|un| 收敛 . 另 一 方面 ， 
[va < V+ ww, aa < Vu2 + w2, 


所 以 , 只 要 并 wm| 收敛 , 并 |w| 和 并 jun| 都 收敛 . 
显然 , 绝对 收 伊 的 级 数 是 收 伊 的 , 这 是 因为 它 的 实 部 和 虚 部 分 别 收敛, 通过 对 
于 lw| 和 hw 分 别 应 用 Dirichlet 定理 , 可 以 立即 将 此 定理 推广 到 绝对 收敛 的 
复 项 级 数 上 去 
绝对 收敛 级 数 的 收敛 性 也 可 以 从 一 般 收敛 原理 ( 例 LXXVII 第 (1) 题 ) 推导 出 来 . 我 们 把 
它 留 给 读者 作为 一 个 练习 . 
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初等 分 析 的 常见 函数 的 理论 (例如 在 第 9 章 里 将 要 讨论 的 正 引 、 余 弦 、 对 数 
和 指数 函数 ) 中 最 重要 的 部 分 之 一 , 就 是 研究 将 它们 展开 成 形 如 》 anz? 的 级 数 . 
这 样 的 级 数 称 为 z 的 震级 数 (power series in xz). 我 们 已 经 遇 到 过 一 些 与 Taylor 
级 数 和 Maclaurin 级 数 (第 152 节 ) 有 关 的 这 种 类 型 的 级 数 展开 . 不 过 , 在 那里 我 
们 只 关心 实 的 变量 xz. 现在 要 来 研究 关于 z 的 圭 级 数 的 几 个 一 般 性 质 , 其 中 > 是 
一 个 复 变 量 . 

A.， 震级 数 》 awnz”" 可 能 对 所 有 的 z 值 收 敛 , 也 可 能 对 某 个 区 域内 的 z 值 收 
伊 , 也 可 能 对 除了 z = 0 之 外 的 所 有 > 值 都 发 散 . 

只 要 对 每 种 可 能 性 给 出 一 个 例子 就 行 了 . 

(1) 级 数 2 对 所 有 的 z 值 都 收 化 因为 如 果 un = 2 ， 则 不 论 对 z 的 什么 样 的 值 都 有 








这 样 一 来 , 根据 d'Alembert 判别 法 , >) |un| 对 所 有 的 z 值 都 收敛 , 且 原 级 数 对 所 有 的 z 值 都 
绝对 收敛 . 以 后 我 们 将 会 看 到 , 需 级 数 在 收敛 时 一 般 都 是 绝对 收敛 的 . 


310 ”第 8 章 无 穷 级 数 和 无 穷 积 分 的 收敛 性 


(2) 除了 z = 0 之 外 , 级 数 nlz” 对 任何 其 他 的 z 值 都 不 收敛 ， 因 为, 如果 wj， = 
nlz"”, 则 有 |wwti| /urn| = (人 十 Hz 它 与 n 一 起 趋向 co, 除非 z = 0， 于 是 ( 例 XXVII 
第 (1)(2)(5) 题 ) 第 n 项 的 模 与 n 一 起 趋向 co; 所 以 该 级 数 除了 在 点 z = 0 之 外 不 可 能 收敛 . 
显然 , 任何 震级 数 在 > = 0 都 收敛 . 

(3) 级 数 并 加 当 |s| < 工时 恒 收 化 ,而 当 |z| > 工时 从 不 收 僵 . 第 88 节 已 经 证 明了 这 一 
点 . 这 样 , 我 们 对 这 三 种 可 能 性 中 的 每 一 种 可 能 性 都 给 出 了 例子 . 


199. 窜 级 数 ( 续 ) 


B. 如 果 需 级 数 》 ay,z" 对 zz 的 一 个 特殊 值 , 比方 说 对 z1 二 7r1(cos01 十 isin 01) 
收 伊 , 那么 它 对 所 有 满足 |z| < ri 的 > 值 都 绝对 收敛 . 

因为 lm anz? = 0 (由 于 anz? 是 收敛 的 ), 所 以 可 以 找到 一 个 数 K, 使 得 对 
所 有 的 n 值 都 有 |awz?| < KK. 但 是 , 如 果 |z| =7 <7i, 就 有 


nn Nn 
lanz"| = |an,z7| (E) <K (E) . 
T1 71 


所 要 的 结果 可 以 通过 与 收敛 的 几何 级 数 》 (r/ra) ”比较 得 出 ， 

换 句 话说 , 如 果 级 数 在 已 点 收敛 , 那么 它 在 所 有 上 比 PP 点 更 接近 于 原点 的 点 处 
均 绝对 收 伊 . 

例 证 明 : 即使 级 数 在 z = z 处 有 限 振荡 , 该 结论 依然 成 立 . [如 果 sn = ao 十 aiz 十 … 十 
anz?, 那么 可 以 求 得 K, 使 对 所 有 的 n 值 有 |sn| < KK. 但 是 


lanzi|=|sn — sn-i| < |sn-i|+|sn| < 2K, 
从 而 论证 可 以 如 前 一 样 完 成 . ] 
200. 震级 数 的 收敛 域 , 收敛 圆 


设 > = 7 是正 实 轴 上 任意 一 点 , 如 果 需 级 数 在 z = 7 收敛 , 那么 它 在 圆 |z| = 
内 部 所 有 的 点 都 绝对 收敛 . 特别 地 , 它 在 z 的 所 有 小 于 7 的 实 值 处 均 收 敛 . 

现在 将 正 实 轴 上 的 点 ” 分 成 两 类 , 一 类 是 使 级 数 收 全 的 点 , 另 一 类 是 使 级 数 
不 收敛 的 点 .第 一 类 中 至 少 包 含 一 个 点 z = 0. 另 一 方面 , 第 二 类 点 不 一 定 存在 ， 
这 是 因为 级 数 有 可 能 对 所 有 的 > 值 都 收 伍 . 然而 , 如 果 第 二 类 点 的 确 存在 , 且 第 一 
类 点 还 包含 有 除 z = 0 以 外 的 点 . 那么 显然 , 第 一 类 点 中 的 每 个 点 都 在 第 二 类 点 
中 每 个 点 的 左边 . 从 而 存在 一 个 点 ,比方 说 就 是 点 z = R, 将 两 类 点 分 隔 开 来 , 它 
本 身 则 可 以 属于 这 两 类 点 中 的 随便 哪 一 类 . 那么 级 数 在 圆 |z| = RR 内 部 的 所 有 点 
处 均 绝 对 收敛. 
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因为 , 假设 这 个 圆 与 OX 交 于 4 (图 48), P 是 它 


得 PP 包含 在 它 的 内 部 . 设 这 个 圆 与 OX 交 于 Q, 那 
么 该 级 数 在 @ 点 收敛 , 于 是 , 根据 定理 B, 它 在 已 点 
绝对 收敛 . 

另 一 方面 , 该 级 数 不 可 能 在 这 个 圆 外 部 的 任何 一 
点 P' 处 收敛 ,因为 , 如果 它 在 点 P' 处 收敛 , 那么 它 
就 会 在 所 有 比 P' 更 接近 O 的 点 处 都 绝对 收敛 ; 而 这 图 48 
是 不 可 能 的 , 这 是 因为 它 在 4 和 Q' 之 间 的 任何 点 处 
都 不 收敛 . 

到 目前 为 止 我 们 排除 了 以 下 两 种 情形 : (1) 除了 z = 0 之 外 在 正 实 轴 上 任何 
点 级 数 均 不 收敛 ; (2) 在 正 实 轴 上 所 有 点 级 数 都 收 僵 ,显然 , 在 情形 (1) 中 需 级 数 
除了 z = 0 之 外 均 不 收敛 , 而 在 情形 (2) 中 级 数 处 处 绝对 收敛 . 这 样 就 得 到 下 面 
的 结论 : 一 个 震级 数 的 收敛 性 是 以 下 三 种 情形 之 一 . 

(1) 在 z==0 收敛 , 在 其 他 点 均 不 收敛; 

(2) 对 所 有 的 z 值 都 绝对 收 伊 ; 

(3) 对 半径 为 RR 的 某 个 圆 内 的 所 有 z 值 都 绝对 收 化 ,对 在 这 个 圆 外 的 任何 
2 值 都 不 收敛 . 

在 情形 (3) 中 的 那个 圆 称 为 该 究 级 数 的 收敛 圆 (circle of convergence), 圆 的 
半径 称 为 舌 级 数 的 收 钱 半径 (radius of convergence). 

应 该 注意 到 , 这 个 一 般 性 结果 对 于 级 数 在 收 剑 贺 上 的 性 状 没有 给 出 任何 信息 . 
后 面 的 例子 表明 , 在 收敛 圆周 上 各 种 可 能 性 都 会 发 生 . 

例 LXXX 

(1) 级 数 1 十 az 十 a2z? 十 有 收敛 半径 1/a, 其 中 a > 0. 它 在 收敛 圆周 上 的 任何 地 方 均 
不 收敛 : 当 z = 1/a 时 它 是 发 散 的 , 在 这 个 圆 上 的 其 他 点 都 是 有 限 振荡 的 . 

人 级 数 总 二 年 + 乞 十 :的 收 俩 半径 等 于 1, 在 其 收 策 贺 周 上 所 有 点 均 绝对 收 生 

(3) 更 一 般 地 ， 如 果 当 n 一 oo 时 有 anyi|/|an| 一 入 或 者 loan 一 和 那么 级 数 
ao 十 oz 十 aa22 十:… 以 1/ 和 作为 它 的 收敛 半径 . 在 第 一 种 情形 








lim |antiz™t | 7 lie | AI 


它 小 于 1 或 者 大 于 1 要 根据 |z| 是 小 于 1/ 和 还 是 大 于 1/ 和 而 决定 , 所 以 可 以 用 d'Alembert 判 
别 法 (第 175 节 (6)). 在 第 二 种 情形 可 以 类 似 地 用 Cauchy 判别 法 (第 174 节 (2)). 
(4) 对 数 级 数 . 级 数 


1 >2 1 .3 
ZZ 一 532 十 3% … 


(根据 稍 后 将 要 陈述 的 理由 ) 称 为 “对 数 ”级 数 . 由 第 (3) 题 推 出 它 的 收敛 半径 是 1. 
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当 z 在 收敛 圆周 上 时 , 可 以 记 z = cos0 十 isin9, 于 是 该 级 数 有 形式 





coSs 0 一 cos 20 十 3 cos 30 一 ， 二 il(sinb0 一 sin 20 十 3sin 30 一 1 
其 实 部 与 虚 部 两 者 都 收敛 , 虽然 不 是 绝对 收敛 , 除非 9 是 zt 的 奇数 倍 ( 例 LXXIX 第 (3)(4) 题 ， 
用 0 二 区 代替 0). 如 果 9 是 zr 的 奇数 倍 , 那么 z = 一 1, 级 数 是 -1 一直 一 3 一 …, 它 发 散 于 


一 co. 从 而 对 数 级 数 在 它 的 收敛 圆周 上 除了 点 z = 一 1 之 外 的 所 有 点 都 收敛 . 
(5) 二 项 级 数 . 考虑 级 数 
1 十 mmz 十 、 二 吕 芋 BO ; 
如 果 mm 是 正 整数 , 那么 级 数 是 有 限 的 . 一 般 来 说 有 
lanti| _ Im—n| 
[lan| n+l1 


所 以 它 的 收敛 半径 为 1. 我 们 不 在 这 里 讨论 它 在 收敛 圆周 上 的 收敛 性 问题 %, 该 问题 更 困难 . 
201. 客 级 数 的 唯一 性 
如 果 >， anz” 是 一 个 至 少 在 除了 z = 0 之 外 的 某 些 z 值 处 收敛 的 第 级 数 , f(z) 是 它 的 和 ， 
那么 , 对 每 个 m, 当 z 一 0 时 有 
j( 2 一 ao 十 aiz 十 :十 am2 +o(z"). 
这 是 因为 , 如 果 / 是 任意 一 个 小 于 该 级 数 收敛 半径 的 正 数 , 那么 |an| 1”< K, 其 中 天 与 无 
关 (参见 第 199 节 ); 所 以 , 如 果 |z| < 1, 则 有 


We 








> 工 ， 





7 十 工 7 十 2 


f(z)— > QZ 


0 


< |am+il|z| 十 |am+2||z| Bs 


el 
H xn Kk HAm (4 — |z|) 
它 等 于 O (|z|”"+1!), 当然 更 有 o(|z|”"). 特别 地 , 这 对 正 实数 z 成 立 . 
现在 由 例 LVI 第 (1) 题 得 出 , 如 果 对 模 小 于 jy 的 所 有 的 z 都 有 anz” = jbnz”, 那么 
对 于 所 有 的 n 值 都 有 an = 如. 因此 同一 个 函数 f(z) 不 可 能 由 两 个 不 同 的 震级 数 来 表示 . 
202. 级 数 的 乘 ; 


在 第 177 节 中 我 们 看 到 : 如 果 jw 和 > wv 是 两 个 收敛 的 正 项 级 数 , 那么 
2 un Xx D9 2 wn, 其 中 











Wn = Uovn 十 1VUn-1 十 :十 mV0.， 
现在 可 以 将 这 个 结果 推广 到 六 zw 和 并 ww 都 是 绝对 收敛 级 数 的 所 有 情形 ; 因为 
其 证 明 仅仅 是 Dirichlet 定理 的 一 个 简单 应 用 , 而 对 Dirichlet 定理 , 我 们 已 经 将 它 
推广 到 了 所 有 绝对 收敛 级 数 的 情形 . 


@ z= 二 1 和 z= 一 1 的 情形 在 第 222 节 中 讨论 . 完整 的 讨论 参见 Bromwich 所 著 Infinite series 一 书 第 2 版 
第 287 页 以 及 其 后 各 页 ; 也 见 Hobson 所 著 Plane trigonometry 一 书 第 5 版 第 268 页 以 及 其 后 各 页 . 
































202. 级 数 的 乘法 ”313 


例 LXXXI 

1) 如 果 |z| 小 于 级 数 anz”, bnz” 中 每 一 个 级 数 的 收敛 半径 , 那么 这 两 个 级 数 的 乘积 

是 cnz", 其 中 cn = aobn 十 Qaibn-1 十 … 十 anbo. 

2) 如 果 anz” 的 收敛 半径 是 R, 且 f(z) 是 该 级 数 当 |z| < R 时 的 和 , 而 |z| 或 者 小 

于 RR, 或 者 小 于 1, 那么 f(z)/ (1 一 z) = snz", 其 中 sn 二 ao 十 Qi 十 … 十 Qn. 

3) 通过 对 (1 一 z)-! 的 级 数 平方 来 证 明 : 如 果 |z| < 1, 则 有 (1 一 2z) ?= 1+2z 二 3z? 十 …. 

4) 类 似 地 证 明 : (1 一 2)” 二 1 二 3z 十 6z? 十 …, 其 通 项 为 (nn 十 1) (n++2)z". 

5) 负 整 数 曙 的 二 项 式 定 理 . 如 果 |z| < 1, 且 m 是 正 整数 , 那么 

i 
[假设 定理 对 于 直到 m 的 指数 均 为 真 . 那么 , 根据 第 (2) 题 有 1/ (1 一 zt = 5 snz"， 

其 中 














m(m+1):.…(m+n—1) 


让 1.9...n 








这 用 归纳 法 容易 得 到 证 明 (不 论 m 是 否 是 整数 ). ] 
(6) 用 级 数 乘法 证 明 ， 如 果 


ro- 人 (2 


且 |z| < 也 那么 /op 2 7 2 = 十 mm >) [这 个 等 式 是 二 项 式 定 理 的 Euler 证 明 的 基 
础 . 乘积 级 数 中 z” 的 系数 是 


mm m m’ m mm’ m m’ m 
nj ijt lo ot ty ll )’ 
它 是 一 个 关于 m 和 mm 的 多 项 式 . 根据 关于 正 整数 次 需 的 二 项 式 定 理 , 当 m 和 mm' 是 正 整数 
时 , 这 个 多 项 式 必定 化 为 (™t™); 而 如 果 两 个 这 样 的 多 项 式 对 于 m 和 m’ 的 所 有 正 整数 值 都 
相等 , 那么 它们 也 必定 是 恒 等 的 多 项 式 . ] 
(7) 如 果 f(z) 二 1 十 z 十 人 那么 (zj (z0) = 了 (z 十 2 ). [因为 f(z) 的 级 数 对 所 
有 的 > 值 者 是 绝对 收敛 的 ， 目 容易 看 出 , 如 果 ws = 2 ,04 一 2， 那么 wa 一 他 士 2 ] 


nl 


(8) 如 果 3 4 呈 3 





{C2} +{S (2 =1. 
(9) 乘法 定理 的 失效 . 当 2 was 和 > wn 并 非 绝对 收敛 时 , 考虑 下 面 的 例子 可 以 看 出 这 个 定 
理 并 不 总 是 成 立 的 : (CD 
人 十 工 
1 


We 1 


(n++1—r7) 


Un = Vn 一 





此 时 有 
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但 是 V(r 十 (mw 十 1 一 7?) 世 寺 (nw 十 2), 所 以 wn| > (2nw. 十 2)/ (nr 十 2), 它 趋 向 2; 从 而 wn 
肯定 是 不 收敛 的 . ] 


203. 绝对 收 合 和 条 件 收 敛 的 无 穷 积 


关于 积分 有 一 个 理论 , 它 与 第 191 节 以 及 其 后 各 节 中 对 于 级 数 所 建立 的 理论 是 类 似 的 . 
无 穷 积 





| fa (1) 


称 为 是 绝对 收敛 的 , 如 果 

alda (2) 
是 收敛 的 . 可 以 通过 

f (x)= 9(7)—h(r), |f (7)|= 9(7)+h(z) 
来 定义 9 (z) 入 (z). 那么 , 当 f(z) 取 正 值 时 , g (zx) 就 是 f(z), 当 f (x) 取 负 值 时 , g (zx) 为 
零 ; 当 f(x) 取 正 值 时 , h (x) 为 零 , 当 f (x) 取 负 值 时 , h (x) 就 是 一 f(x). 所 以 g (x) 和 h(x) 
与 第 191 节 中 的 ww 和 wr 对 应 . 显然 g (x) > 0, h(xz) > 0, 当 f (x) 连续 时 , g (x) 入 (zx) 都 
这 样 就 可 以 像 在 第 191 节 与 第 193 节 中 那样 推出 , 积分 


|/ so, [nar 


当 (2) 收敛 时 都 收敛 , 但 是 当 (1) 收敛 而 (2) 不 收敛 时 这 两 个 积分 都 发 散 ; 且 绝 对 收敛 的 积分 
是 收敛 的 . 

显然 , 如 果 |f (z)| < 9$(z), 且 [9 (zx) dz 收敛 , 那么 积分 (1) 是 绝对 收敛 的 . 

当 (1) 收敛 而 (2) 不 收敛 时 , 就 称 (1) 是 条 件 收敛 的 . 这 里 我 们 不 打算 深入 探讨 条 件 收敛 
的 积分 , 不 过 有 一 类 特殊 的 积分 是 特别 重要 的 . 

假设 % (zx) 是 连续 的 , $ (z) > 0, 内 (z) < 0 当 z 一 co 时 wz) 富 0, 那么 |9 (zx)| = 
_V (x), 且 

co co Xx 
wolaz=-/ 4 (7) dr= — lim / $’ (x) dz 


= lim {6(0) —$(X)} = (0), 
所 以 [VW' (x) dz 是 绝对 收敛 的 . 


现在 考虑 积分 _ 
0(z) costrdz. (3) 


可 以 假设 t 是 正 的 . 我 们 有 
x x 
p(x) costrdz = > ) 0g(zZ) 二 sintzdz 


_ sintX sinta 


(XX) -于 





$ (a) ;/ p(x) sintrdz. (4) 
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当 X 一 co 时 第 一 项 趋向 零 . 又 有 |sintzx| < 1 所 以 |$' (z)sintz| < | 图 (z)| ， 于 是 
/9(z)sintzdx 是 绝对 收敛 的 ,从 而 也 是 收敛 的 ; 所 以 当 X 一 co 时 (4) 中 最 后 那个 积 
分 趋向 一 个 极限 . 由 此 推出 , (4) 的 左边 趋向 一 个 极限 , 从 而 (3) 是 收敛 的 . 类 似 地 ， 


J p(T)sintrdz 


最 重要 的 情形 是 a > 0 以 及 $ (zx) = x ,其 中 s > 0. 在 此 情形 , 当 s > 1 时 积分 是 绝对 
收敛 的 , 当 0 < s < 1 时 积分 是 条 件 收敛 的 . 

例 LXXXII 

(1) 如 果 0 < s < 2, 则 积分 / 


Sin tZ 





dz 是 收敛 的 , 且 当 1 < s < 2 时 它 是 绝对 收敛 的 . 


Ts 


[分 别 考虑 范围 (0, 1) , (1, co). ] 





可 1 
2) / 2 sin xdz 是 收敛 的 . (Math. Trip. 1930) 
0 六 
一 Costz 


3) 如 果 1<s< 3, 则 / 和 dz 是 收敛 的 , 且 是 绝对 收敛 的 . 
0 


T 





全 /于 生 dw 当 0<s<4 时 收敛 , 当 1 < 。 < 4 时 绝对 收 全 
(Math. Trip. 1934) 
5) 如 果 a 介 于 B 和 2 8 之 间 , 则 / ”zesinzl-pdz 是 收敛 的 . 
。 (Math. Trip. 1936) 





置 z1-8 = y, 并 分 别 考虑 6 < 1 和 6 > 1 的 情形 . ] 
第 8 章 杂 例 


1， 讨 论 级 数 沁 n* (Vn 十 1 一 2Vn 十 Vn 一 1) 的 收敛 性 , 其 中 处 是 实数 . 
(Math. Trip. 1890) 





2. 证 明 : 除了 当 s 是 小 于 大 的 正 整数 这 一 情形 之 外 ， 
> nA (n’) 
是 收敛 的 当 且 仅 当 > 7 十 s 十 1, 其 中 
Aun = Un — until, A2un = A(Aun), 


等 等 . 而 当 s 是 小 于 外 的 正 整数 时 , 这 个 级 数 的 每 一 项 都 是 零 . [第 7 章 杂 例 第 6 题 的 结果 表 
明 : 一 般 来 说 , A* (ns) 的 次 数 是 ns-*. ] 
3， 证明 





mn2 十 9 十 5 5 
2 mii) nia n+) mrad 36 (Morh Trip: 1912) 


[将 通 项 分 解 成 部 分 分 式 . ] 
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4. 如 果 > an 是 正 项 的 发 散 级 数 , 且 
am Qn 
1 十 an” ”1+nan’ 
那么 ”0 是 发 散 的 . (Math. Trip. 1931) 
[容易 验证 5%_1 > bn, 因此 bn 的 收敛 性 就 缠 涵 nbn 一 0, 于 是 也 缠 涵 nan 一 0. 这 就 
给 出 o ~ an, 矛盾 . ] 
5. 证 明 : 只 要 > 不 是 负 整 数 , 级 数 
1 1 1 1 1 未 
1 二 2 2 2+z 3 3+z 





Qn-1> 


1 





6.， 研究 级 数 

Dsin®, >， Lgin 9, > ( D"sin 二 ， > (1—cos®) ， DD"n (1 cos < ) 
的 敛 散 性 , 其 中 a 是 实数 . 

7. 讨论 级 数 





Drit ti) T+ 





Nn Nn 
. 
的 收敛 性 , 其 中 9 和 a 是 实数 . (Math. Trip. 1899) 
8. 证 明 级 数 
ee ee OE 
2 3 4 5 6 7 8 9 10 
是 收敛 的 , 其 中 有 相同 符号 相连 的 项 做 成 1 项 、2 项 、3 项 、4 项.…… 的 元 素 组 ; 但 是 , 每 组 
包含 1 项 、2 项 、4 项 、8 项 .…… 元 素 做 成 的 对 应 的 级 数 是 有 限 振荡 的 . (Math. Trip. 1908) 





9 如果 wi1,w2, ua,… 是 递减 的 正 数 数列 , 其 极限 为 零 , 那么 级 数 
21 一 3 (ua 十 va ) 十 3 (Wi+u2tus) 一， 一 3 (Wi 十 U3) 十 3 (wa 十 La 十 U5) — 


是 收敛 的 . [因为 , 如 果 记 (wa 十 wz 十 … 十 Un) /n= vn, 那么 v1,v2,v3,… 也 是 极限 为 零 的 递 
减 数列 (第 4 章 杂 例 第 8, 16 题 ). 这 表明 第 一 个 级 数 是 收敛 的 ; 第 二 个 级 数 收敛 性 的 证 明 留 给 
读者 完成 . 特别 地 , 级 数 


1 IN 1 Ld 1 Vee 1 1 
1 3 (+3) + (rt§) 1 3 (+3) + (r+) + 


是 收敛 的 . ] 
10. 如 果 wo 十 wi 十 wz 十 .… 是 通 项 递减 且 发 散 的 正 项 级 数 , 那么 














(uo 十 妇 十 :十 Wan)/ (ia 十 十 :十 ni) 一 工 


11. 证 明 : lim a> nmn 二 1. [由 第 180 节 推 出 有 
a 一 十 0 


012) -/ rl dz<l, 
业 


于 是 容易 推出 n° 介 于 1/a 和 (a 十 1) /a 之 间 . ] 
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12， 对 所 有 使 得 级 数 》, un 收敛 的 x 的 实数 值 , 求 其 级 数 之 和 , 其 中 


Ela i 1 1 
全 (zn 十 wm) (zn+1 2 zn-1) +—1 i Xn+1 六 Xx-—n—1 





(Math. Trip. 1901) 
[如 果 |z| 不 等 于 1, 那么 该 级 数 的 和 为 z/ { (x 一 1) (22 十 1)}. 如 果 xz = 1, 那么 un = 0， 
所 以 级 数 的 和 是 0. 如 果 zz = 一 1, 则 wn = 3 (一 1)"t1, 此 时 该 级 数 是 有 限 振荡 的 . ] 
13， 当 级 数 
儿 二 2z2 东 424 之 下 2 让 Z pt: 
1 十 z 1++2z2 1+24 ”1—22 1—-z 1—2z8 
收敛 时 求 它们 的 和 (其 中 所 有 的 指数 都 是 2 的 寡 ). 
[第 一 个 级 数 仅 当 |z| < 1 时 是 收敛 的 , 此 时 它 的 和 是 z/ (1 一 z); 第 二 个 级 数 当 |z| < 工时 
收 伍 于 和 z/ (1 一 z), 当 |z| > 1 时 收敛 于 和 1/ (1 一 z). ] 
14. 如果 对 所 有 的 n 值 都 有 |an| < 1, 那么 方程 














0 三 1 二 QI 二 和 


不 可 能 有 模 小 于 3 的 根 , 它 能 有 模 等 于 志 的 根 的 唯一 的 情形 是 o。 = 一 Cis (nb), 此 时 > = 
3Cis (一 0) 是 它 的 一 个 根 . 
15. 循环 级 数 . 寡 级 数 》 ay,z” 称 为 循环 级 数 (recurring series), 如 果 它 的 系数 满足 形 如 


an 十 Dilan-1 十 pzan-2 十 … 十 Dkan-k 二 0 (1) 


的 关系 式 , 其 中 n > , 而 pi,p2,… ,px 与 n 无 关 . 任何 循环 级 数 都 是 z 的 一 个 有 理 函 数 的 
展开 式 . 为 证 明 这 点 , 首先 注意 该 级 数 对 于 模 充 分 小 的 z 值 一 定 是 收敛 的 ， 因 为 由 (1) 推出 
lan| 和 Ga 其 中 a, 是 前 面 诸 系数 中 绝对 值 最 大 的 模 , 而 G = |pi| 十 |pz| 十 … 十 |px|, 由 此 得 
到 |an| < KG", 其 中 天 与 n 无关. 从 而 对 于 模 小 于 1/G 的 z 值 , 循环 级 数 一 定 是 收敛 的 . 

但 是 , 如 果 分 别 用 piz,paz2,…… ,ppz* 乘 以 级 数 f(z) = anz”, 并 将 所 得 结果 相 加 , 就 
得 到 一 个 新 级 数 , 根据 (1), 这 个 新 级 数 中 从 第 一 1 项 以 后 的 所 有 系数 都 变 为 零 , 所 以 


(1 十 Diz 十 paz22 十 .… + pst) f(z2)=PB+Pz+..+ P12 !, 


其 中 记 , 户 ,…. ,Pe-1 是 常数 . 多 项 式 
1 二 piz 十 p2Z” 十 … 十 pp2" 


称 为 该 级 数 的 关系 尺度 (scale of relation). 

反之 , 根据 任何 有 理 函 数 都 可 以 表示 成 一 个 多 项 式 和 某 种 形 如 4/ (z 一 a)? 的 部 分 分 式 之 
和 这 一 已 知 结果 , 又 根据 负 整 数 次 寡 的 二 项 公式 推出 : 任何 分 母 不 能 被 > 整除 的 有 理 函 数 都 能 
展开 成 一 个 对 于 模 充分 小 的 z 收敛 的 昭 级 数 . 事实 上 , 如 果 |z| < p, 其 中 p 是 分 母 的 根 的 模 中 
之 最 小 值 (参见 第 4 章 杂 例 第 26 题 以 及 其 后 各 题 ) 将 上 面 的 论证 过 程 反 过 来 , 容易 看 出 这 个 
级 数 是 一 个 循环 级 数 . 于 是 , 一 个 恩 级 数 是 循环 级 数 的 充分 必要 条 件 是 : 它 是 z 的 这 样 一 个 有 
理 函 数 的 展开 式 . 
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16. 差分 方程 的 解 . 形 如 第 15 题 中 (1) 的 关系 式 称 为 关于 an 的 常 系数 线性 差分 方程 
(linear difference equation in an with constant coefficients). 这 种 方程 可 以 用 一 种 方法 求解 . 
将 用 一 个 例子 来 详细 说 明 此 方法 . 假设 该 方程 是 


Qn 一 an_1 一 8an_ 2 十 12a 3 三 0. 


考虑 循环 索 级 数 > an,z”". 如 同 在 第 15 题 中 , 可 以 求 得 它 的 和 是 
ao 十 (aol 一 ao)z+(aoz 一 ai 一 8ao)22 41 42> 间 B 
1 一 zz 一 8z2 十 12z3 于- 三 ;22 (1 — 2z)* 1 十 3z” 
其 中 hi1, 42 和 B 是 容易 用 ao, al 和 a2 来 表示 的 数 . 分 别 将 每 一 个 分 式 展 开 , 我 们 看 出 z” 的 
系数 是 





an =2"{Ai+ (n+1) A2}+(-3)"B. 

Ai, 42, B 的 值 与 前 三 个 系数 ao, ai, az 有关, 而 ao, a1, a2 当然 可 以 任意 选取 . 

17.， 差 分 方程 uw 一 2cos 9un_1 十 un_2 = 二 0 的 解 是 wj, = Acosn0 十 Bsinn0, 其 中 A 和 
B 是 任意 的 常数 . 

18. 如 果 wn 是 一 个 关于 n 的 次 多 项 式 , 那么 5 unrz” 是 循环 级 数 , 它 的 关系 尺度 是 
(1 — 2z)*tl. (Math. Trip. 1904) 

19. 将 9/{(z 一 1) (z 十 2)*} 按照 z 的 升 索 展开 . (Math. Trip. 1913) 

20， 一 位 掷 硬 币 游戏 者 打算 对 每 次 出 现 的 正面 记 1 分 , 对 反面 记 2 分 , 他 打算 继续 做 此 游 
戏 , 直到 总 分 达到 或 者 超过 n 停止 . 证 明 : 他 恰好 达到 n 分 的 概率 是 3 {2 十 (一 二 

(Math. Trip. 1898) 
[如 果 pn 是 上 述 概率 , 那么 pi = 二 (pn_1 十 pn_2); 又 有 po =1, pi=3.] 
21. 证 明 : 如 果 nn 是 正 整数 , a 不 是 诸 数 一 1, 一 2,… ,一 n 之 一 , 那么 


1 J . 1 _/n 1 n 1! 于 
a+l a+2 Q 十 见 lJ/a+t+l 2j (a+1)(a++2) 


[将 右边 的 每 一 项 分 解 成 部 分 分 式 即 得 此 结果 . 当 a > 一 1 时 , 通过 将 (1 一 2")/ (1 一 xz) 和 
1 一 (1 一 Z)” 分 别 按照 z 的 寡 展 开 并 分 别 逐 项 进行 积分 , 此 结果 可 以 很 简单 地 从 等 式 


1 zao=/a zfL_U_ ar 亚 











化 





得 出 . 这 个 结论 是 一 个 代数 恒等式 , 它 必 定 对 除了 一 1, 一 2,… ,一 n 以 外 的 所 有 a 值 为 真 . ] 
22. 用 级 数 乘法 证 明 











现在 利用 第 21 题 , 取 a = 0. ] 
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23， 尽 可 能 完全 地 讨论 
> nn! 4 


对 于 实 的 或 者 复 的 z 的 收敛 性 . (Math. Trip. 1924) 
24， 如 果 当 nn 一 00 时 A, 一 A 以 及 B,, 一 B, 那么 
Du = (A1Bn + AsBn1+..+ AnB1) + AB. 


进一步 , 如 果 4。 和 B;, 是 正 数 且 递 减 , 则 D 亦 然 . 
[ 设 4% = A 二 en, 则 给 出 的 表达 式 等 于 
Bi 二 + Bz 十 … 二 Bn Ee1Bn 十 sz2P 1 十 … 十 snDi 
n n 


A 





其 中 第 一 项 趋向 AB (第 4 章 杂 例 第 16 题 ). 第 二 项 的 模 小 于 B{ |ai| 十 |ez| 十 … 十 |en| } /mw 
其 中 6 是 大 于 诸 |B.| 之 最 大 值 的 任意 一 个 数 , 且 这 个 表达 式 趋 向 零 . ] 

25. 证 明 : 如 果 Cn 二 aibn 十 Qa2bn—1 下 Qanb1, 且 

4 一 al 十 az 十:…: 十 an， 一 员 十 妇 十 十 各， Cn 一 cl 十 cz 十 … 十 cn 
那么 就 有 
On 一 a1Bn, 十 a2DBP 1 中 an 万 1 二 bi1An 十 pb24 1 二 bnAi, 
以 及 
CT 十 Co 二 十 Cn =4BP +42DP 1 二 十 4DPi. 
由 此 证 明 : 如 果 级 数 an， 沁 bs 是 收敛 的 , 且 有 和 4，B, 所 以 An 一 4, Bn 一 B, 那么 
(CE 十 Ce 十 十 Cn) /人 AB. 

证 明 如果 cn 收敛 , 那么 它 的 和 是 AB. 此 结论 称 为 关于 级 数 冬 法 的 Abel 定理 . 我 们 
已 经 看 到 , 如 果 两 个 级 数 > am, 2 bn 都 是 绝对 收敛 的 , 就 能 将 这 两 个 级 数 相 乘 . 而 Abel 定理 
则 表明 , 即使 在 有 一 个 级 数 不 是 绝对 收敛 或 者 两 者 都 不 是 绝对 收敛 时 , 也 可 以 作 它 们 的 乘积 , 只 
需要 乘积 级 数 收敛 即 可 . 

26. 如 果 





; An = 二 a0 十 Qi 十 … 十 Qn， 
bn 一 aoan + Ql1Qn-1 二.… 二 Qnao, Bn = 二 bo 十 1 十 … 十 bn， 
那么 : (i) 并 ao。 收敛 于 一 个 和 4, (i 4。 = A+0 (n-3), (ii) 2 有 限 振荡 ，(iv) B,，= 
ao4n 十 Q1An-1 十 … 十 anAho, (v) Bn 有限 振荡 . (Math. Trip. 1933) 
27. 证 明 


1 1 1 2 有 证 1 1 和 于 
3( 二 记 ) 2 3 (+3) + (1+3+3) ee 


2 
i 1 1 2 1 (i (et) 
2 3 5 2 4 3/ 6 3 5 
[利用 第 9 题 证 明 这 些 级 数 的 收敛 性 . ] 
@ 原 书 此 处 将 式 中 的 分 子 (2n)! 误 写 为 2n1, 而 后 者 一 般 是 理解 为 2(n!) 的 . 一 一 编者 注 
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28. 假设 m > -1p > 0,n > 0, Umn = ot (1 一 x?)"”dz, 证明 (m 十 np 十 1)Umn = 
NpUm,n—1. 推导 出 





并 用 适当 的 代 换 计算 这 些 积分 . (Math. Trip. 1932) 
29. 证 明 | 
/ r _2— v2 1 zZ3 arcsin x wd 
a 4Va2 十 02 3a4 ” Jo vI 二 和 好 9 


(Math. Trip. 1932) 
30. 证 明 公式 


特别 地 , 证 明 : 如 果 n > 1, 那么 








”dz “人 n 
二 +1 z) dz = 
0 {Vz2z+I+Zz} m2 一 1 


[在 本 例 以 及 接 下 来 的 几 个 例子 中 , 都 假设 了 所 讨论 的 积分 根据 第 184 节 以 及 其 后 各 节 中 
的 定义 有 意义 . ] 

31. 证 明 : 如 果 2y = az 一 bz-1, 其 中 a 和 器 是 正 数 , 那么 , 当 z 从 0 增加 到 ce 时 , y 从 
一 co 增加 到 co. 从 而 证 明 


三 全 人- 约 }ja i/ 0 ts) 


如 果 f(y) 是 个 函数 , 这 就 是 2 /7 (0) dy 


0 





32. 证 明 : 如 果 2y = az 十 bx-1, 其 中 a 和 必 是 正 数 , 那么 任何 大 于 Vab 的 y 值 都 对 应 
2 的 两 个 值 . 用 zi 记 其 中 较 大 的 一 个 值 , 用 za 记 其 中 较 小 的 那个 值 , 证 明 : 当 y 从 Vab 增加 
到 co 时 , zl 从 Vb/a 增加 到 co, zz 从 Vb/a 减少 到 零 . 从 而 证 明 


fi =3/ ,10 (元 + 1 dy 


Vo/a 1 2 y 
站 ro fo 7 ( 六 -jw 
ss 1 b 2 yf (y) _2/°™ 
/ 1{3 (e+ 2)}ar 3 FE dh f (VB tabd) dz 
33. 证 明 公式 


[ir (et nye) Es ;fn 并 
0 
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34. 如果 a 和? 是 正 数 , 那么 








人 dz 到 Tt 人 2dz 区 Tt 
o (xz2+a2)(z2+b) 2ab(a+b) Jo (z+a)(r2+b) 2(a+b) 
推导 出 : 如 果 a, 6 和 7 是 正 数 , 且 82 > ay, 那么 








dz 本 2dz _ Xn 
o axz4 十 268z2+7 2vV274 Jo axt+2B72+Yy 2V2aAd 
其 中 4 = B+ Vay， 再 在 第 31 题 中 取 f(y) = 1/ (ec 二 办),， 由 此 推出 最 后 一 个 结论 ，[ 当 
B? < a7 时 , 最 后 两 个 结论 依然 成 立 , 不 过 此 时 它们 的 证 明 没 有 这 么 简单 . ] 
35. 证 明 : 如 果 b 是 正 数 , 那么 








和 2dz _x 3 和 元 
o (z2—a) +bz? 20 Jo {(z2 )2 + 0222} ~ 43 
36. 如果 VW' (x) 对 x > 1 是 连续 的 , 那么 

rT dé, 
5 4 四 = 四 4 四 -人 yd 


l<n<z 


其 中 [z] 是 不 超过 z 的 最 大 整数 . (Math. Trip. 1932) 
37.， 如 果 对 很 大 的 zx 有 入 (z) = O (z-“), 其 中 a > 1, 那么 就 有 


人 {0 —9 ( 十 3) } i 


n 


nl 
Do(m+3)=/ br)dr+C+O(n"), 
1 
其 中 C 与 n 无 关 . (Math. Trip. 1923) 
[注意 到 
n+l 1 
/ {$0 -6 (n+3) a 
= 人 {s(n+3+) + (n+ 人 -2 (n+3) bat] 


Jm = je sin™ 0 sina (x — 0) do, 
0 
其 中 m 是 不 小 于 2 的 整数 , 那么 


以 及 


38. 如 果 


m(m—1)Jmn_2=asin” w+ (m2? = o2) Jm. 
推导 出 


2 2 (2 02 2 (22 _ 02) (42 02 
cosaZ 一 工 可 Sin2 x 2 ( 而 eg 








(Math. Trip. 1923) 
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39. 证 明 : 如 果 


二 元 二 元。 
2 2 ”Sin 2nz 
j= sin 2nz cot xdxX, wn = dz, 
0 0 台 








那么 un = 3 且 有 加 一 / qr = vw, 最 后 一 步 是 我 们 的 假设 . 再 用 分 部 积分 法 或 者 其 
他 方法 证 明 : wr 一 vn 一 0; 央 推 出 已 一 ST. (Math. Trip. 1924) 
40. 如 果 a 是 正 数 , f (zx) 在 除了 原点 之 外 的 点 缘 连 续 ， 


| rw fa 
,Lg 


g(x) dz = 三 f (x) dx. (Math. Trip. 1934) 
0 0 
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LN 


204. 引言 


在 前 面 各 章 中 已 经 考虑 过 的 本 质 上 不 同类 型 的 函数 的 数量 不 是 很 大 , 最 重要 
的 是 多 项 式 、 有 理 函 数 、 显 式 或 者 隐 式 给 出 的 代数 函数 , 以 及 正 反 三 角 函 数 . 

随 着 数学 知识 的 逐步 扩展 , 越 来 越 多 种 类 的 新 函数 被 引进 到 分 析 之 中 ， 引 进 
这 些 新 函数 , 一 般 来 说 是 由 于 出 现 了 某 个 引起 数学 家 注意 的 问题 , 而 这 个 问题 无 
法 用 已 知 的 函数 加 以 解决 ,这 一 过 程 正好 可 以 与 首次 引入 无 理 数 以 及 复数 的 情形 
相 比 较 , 在 引入 无 理 数 与 复数 时 ， 人 们 发 现 有 某 种 代数 方程 不 可 能 用 已 知 的 数 求 
得 解答 .新 函数 的 最 富有 成 果 的 源 朱 之 一 是 积分 学 的 问题 ， 人 们 力图 用 已 知 的 函 
数 对 某 个 函数 f(x) 进行 积分 . 然而 这 些 努 力 失败 了 , 经 过 若干 次 失败 之 后 , 逐渐 
显现 出 有 可 能 该 问题 是 不 可 解 的 ， 有 时 人 们 证 明了 情形 确实 如 此 ; 不 过 通常 来 说 ， 
一 个 如 此 严格 的 证 明 并 不 是 唾 手 可 得 的 , 而 是 要 等 到 以 后 才能 给 出 . 一 般 来 说 , 一 
且 数 学 家 有 理由 确信 该 问题 无 解 , 他们 就 会 把 这 种 不 可 能 性 当 作 已 知 的 对 象 ， 并 
用 具有 所 要 求 的 性 质 (例如 F(x) = f(x)) 来 定义 一 个 新 函数 下 (z). 从 这 个 定义 
出 发 , 人 们 研究 F(x) 的 性 质 ; 而 且 这 样 看 来 已 (z) 具有 以 前 所 知道 的 函数 的 任何 
有 限 组 合 所 不 可 能 具有 的 性 质 ; 这 就 使 得 原来 的 问题 不 可 能 求解 这 一 假设 得 以 确 
认 . 在 前 面 的 章节 中 就 出 现 过 一 个 这 样 的 情形 , 当时 是 在 第 6 章 中 曾经 用 等 式 
dz 
也 


log2 = 


定义 函数 log 7. 

让 我 们 来 考虑 有 什么 理由 假设 log x 是 一 个 真正 全 新 的 函数 ， 我 们 已 经 看 到 ( 例 XLII 
第 (4) 题 ), 它 不 可 能 是 有 理 函数 , 因为 有 理 函 数 的 导数 是 分 母 只 包含 重 因 子 的 有 理 函 数 . 它 是 
和 否 可 能 是 代数 函数 或 者 三 角 函 数 的 问题 则 更 为 困难 . 但 是 , 通过 几 次 实际 操作 很 容易 确信 : 其 导 
数 无 论 如 何 也 不 能 避免 是 代数 无 理 式 . 例如 , 对 V1 十 xz 求 导 任意 多 次 的 结果 都 永远 是 VI 十 2 
和 一 个 有 理 函 数 的 乘积 , 一 般 情形 亦 如 此 . 类 似 地 , 如 果 对 一 个 含有 sin z 或 者 cos z 的 函数 求 
导 , 这 些 函数 中 总 有 某 一 个 仍 保留 在 结果 中 . 

这 样 一 来 , 我 们 的 确 没有 给 出 log z 是 一 个 新 函数 的 严格 证 明 一 一 我 们 并 未 声称 给 出 这 样 
一 个 证 明 ” 一 一 但 是 假设 它 是 一 个 新 函数 是 合理 的 . 我 们 因此 将 这 样 来 处 理 它 , 经 过 检验 将 会 
发 现 它 的 性 质 与 已 经 遇 到 过 的 任何 函数 的 性 质 都 没有 相同 之 处 . 











Q 这 样 一 个 证 明 请 见 第 203 页 提 及 的 作者 的 专著 . 
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205. logz 的 定义 
我 们 用 等 式 
“dt 
t 
定义 z 的 对 数 log z. 必须 假设 x 是 正 数 , 这 是 因为 ( 例 LXXVI 第 (2) 题 ) 如 果 
积分 区 域 包含 点 z = 0, 则 此 积分 没有 意义 . 可 以 选取 一 个 异 于 1 的 积分 下 限 ; 不 
过 我 们 会 证 明 1 是 最 方便 的 . 根据 此 定义 有 log1 = 0. 
现在 要 考虑 当 x 从 0 变动 到 oo 时 logz 的 性 状 如 何 . 由 定义 立即 推出 , log x 
是 z 的 连续 函数 , 与 x 一 起 递增 , 是 有 导数 
Ee log 2 = 
dz 
又 由 第 181 节 推 出 : 当 z 一 co 时 logz 趋向 oo. 
如 果 z 是 正 数 , 但 小 于 1, 那么 logz 是 负 的 . 因为 


”dt 1 dt 
os7= | 一 < 0. 
1 t 人 t 


此 外 , 如 果 在 积分 中 作 代 换 t = 1/w, 就 得 到 


“dt 1/® du 1 
log = = 一 一 log 一 . 
1 + 1 u 也 


于 是 , 当 z 从 1 减 小 到 0 时 logz 趋 于 一 oc. 

对 数 函 数 的 图 的 一 般 形 式 画 在 图 49 中 . 由 于 log z 的 导数 是 1/z, 当 x 很 大 
时 曲线 是 很 平和 的 , 而 当 x 很 小 时 曲线 则 很 陡峭 . 

对 数 函 数 的 反 函 数 是 指数 函数 (图 50), 在 第 212 节 介 绍 . 


log2 = 




















” 了 
0 1 
1 
0 Xx 
图 49 图 50 
例 LXXXIII 
(1) 根据 定义 证 明 
艺 a 
(2) Tz <l8(l+te) < (>0); (br<—logl-7)<Tz(0<7<). 


1+z 
[例如 对 (a) 注意 到 log (1 x) 二 / : 而 被 积 函数 介 于 1 与 1/ (1 十 xz) 之 间 . ] 


206. log z 所 满足 的 函数 方程 ”325 


2) 证 明 不 等 式 

i zx— $2 <log(l+zxz) (x > 0); 
这 
ii) 4(z—1)—2logxz <2rlogz <z2—1 (rz>1); 


A 











> 1 ZX 二 1 1 。 
iv) 0 < = log 7 < 3 (x > 0); 
2 Zz 二 1 27 二 +1 
二 一 一 <1 > 0). 
到 27 十 1 Sk 2 2z(Zz 十 1) C0 


(Math. Trip. 1931, 1933, 1936) 
3) 证 明 : lim Jo 一 lim + 四 _1. [利用 第 (1) 题 . ] 


一 1 和 2 一 工 4 一 0 


206. log x 所 满足 的 函数 方程 
函数 f(x) = logx 满足 函数 方程 








f (zy) = f(r) +f (9). (1) 
因为 , 作 代 换 t = wu 就 看 出 


人 dt = 三 时 -2 du J du 
log xy = 
1 


=logz— log(1/y) = logz + logy, 








这 就 证 明了 定理 . 
例 LXXXIV 
(1) 可 以 证 明 : 方程 (1) 没有 具有 微分 系数 且 与 log x 本 质 上 不 同 的 解 . 因为 当 我 们 对 该 函 
数 方程 求 导 时 , 分 别 关 于 x 和 求 导 , 就 得 到 两 个 方程 
yf (xzy) = (7), zf (zy) = f (); 
所 以 , 消去 f(xy) 得 到 zf' (xz) = yf'(y). 但 是 , 如 果 此 式 对 于 每 一 对 zx 和 Y 的 值 都 成 立 , 则 
必定 有 zf' (zx) = C, 也 即 有 f' (x) = C/zx, 其 中 C 是 常数 . 从 而 


= /Saz+c = cogz+c' 
2 





代入 (1) 得 到 C” = 0. 因此 , 除了 取 C = 0 所 得 到 的 平凡 解 f (zx) = 0 之 外 , 没有 本 质 上 与 
logz 不 同 的 解 存在 . 
(2) 用 同样 的 方法 证 明 : 方程 


1 +1 =1 (EY) 





没有 具有 微分 系数 且 与 arctan x 本 质 上 不 同 的 解 . 
(3) 证 明 : 如 果 m 十 1 > 0, 则 当 n 一 oo 时 有 (") 一 0. 
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[如 果 m 是 整数 , 那么 对 n > m 有 tw = (") = 0, 这 就 没有 什么 要 证 明 的 了 . 于 是 我 们 假 
设 p < m <p+1, 其 中 p 是 不 小 于 -1 的 整数 . 在 此 情形 “2 = 一 对 于 v>p+1 是 


负 的 , 且 绝 对 值 小 于 1, 所 以 ww 交替 地 改变 符号 , 且 |uwv| 递减 . 又 有 


|wz+i| vm m+1 m++l1 
1 一 1 = 1 
og jul PB pa og < ; 


| YI 1 
所 以 当 n 一 oo0 时 有 loglunti| 一 log|up4i| < 一 (m 二 1) >， 7 一 一 oo， 因此 w+i 一 0. 
2 一 D 十 1 


如 果 m= 一 1, 则 有 wn = (一 1D)”. 如 果 mm 十 1 < 0, 那么 |u| 与 一 起 递增 . 证 明 此 时 有 


lun| 一 00. | 
207. 当 z 趋向 无 穷 时 log z 趋向 无 穷 的 方式 


在 第 98 节 中 我 们 对 于 很 大 的 x 定义 了 一 阶 大 量 、 二 阶 大 量 、 三 阶 大 量 …… 这 
样 的 函数 ,如果 当 z 趋向 无 穷 时 f (x) /x* 趋向 一 个 异 于 零 的 极限 , 则 函数 f (zx) 
称 为 大 阶 大 量 . 

容易 定义 出 整个 一 系列 的 函数 , 当 z 趋向 无 穷 时 它们 以 逐渐 减 慢 的 速度 趋向 
无 穷 . 例如 Vz, xz, wz 就 是 这 样 一 列 函 数 ， 一般 地 我 们 可 以 说 : 当 x 很 大 
时 , z? (这 里 a 是 任意 正 有 理 数 ) 是 a 阶 大 量 . 可 以 假设 a 可 以 如 我 们 所 希望 地 
那样 小 , 例如 小 于 0.0000001. 可 能 有 人 会 认为 , 只 要 让 a 取 明 所 有 可 能 的 正 数 ， 
就 能 穷尽 f (zx) 的 可 能 的 “无 穷 大 的 阶 ” 无论 如 何 都 可 假设 : 如 果 f (zx) 与 x 一 
起 趋向 无 穷 大 , 且 无 论 它 趋向 无 穷 大 的 速度 多 么 慢 , 都 能 找到 一 个 适当 小 的 a 值 ， 
使 得 x* 趋向 无 穷 的 速度 比 它 更 慢 ; 类 似 地 , 如 果 f(x) 与 x 一 起 趋向 无 穷 大 , 且 
无 论 它 趋向 无 穷 大 的 速度 多 么 快 , 都 能 找到 一 个 适当 大 的 a 值 , 使 得 x* 趋向 无 穷 
的 速度 比 它 更 快 . 

然而 logz 的 性 状 粉碎 了 任何 这 样 的 企 望 . x 的 对 数 与 x 一 起 趋向 无 穷 , 但 是 
比 zx 的 任何 正 震 次 (整数 次 震 或 者 分 数 次 震 ) 趋向 无 穷 的 速度 都 要 慢 . 换 句 话说 ， 
logz 一 co, 然而 对 a 的 所 有 的 正 有 理 数值 都 有 

]og 2 











一 0. 





Wy 
208. 当 w 一 00 时 zlogz 一 0 的 证 明 
设 6 是 任意 一 个 正 有 理 数 . 那么 当 寺 > 1 时 有 二 1 < 好 -1 所 以 


人 ”dt 
ogX 一 i L181 


Z8 一 1 zs 


Bp “Bp. 


从 而 对 zx>1 有 
logZ < 
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现在 , 如 果 a 是 正 数 , 则 可 以 选取 一 个 更 小 的 正 数 5, 这 样 就 有 

logx zi-° 

本 < 8 . 

但 是 当 x 一 co 时 有 x8-* 一 0, 这 是 因为 6 < a, 于 是 就 有 x-“logx 一 0. 
209.， 当 z 一 十 0 时 logz 的 性 状 


由 于 当 z = 1/y 时 有 


0 << 








rT “logz = —y" logy, 
由 上 面 证 明 的 定理 推出 


ney logy=— lm z logzx = 0. 


于 是 , 当 x 取 正 的 值 趋向 零 时 , log x 趋向 -co, 而 log (1/x) = 一 logx 则 趋向 co， 
但 是 log (1/z) 比 1/z 的 任何 正 雪 次 (整数 或 分 数 次 寡 ) 趋向 oo 的 速度 都 要 慢 . 
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再 次 考虑 函数 序列 
L, Vr, Yr + Vy, 

它 有 如 下 性 质 : 如 果 f(z) 和 $$ (x) 是 包含 在 其 中 的 任意 两 个 函数 , 那么 当 x 一 co 
时 , f(x) 和 9 (zx) 两 者 都 趋向 co, 而 f(x) /9 (zx) 趋向 零 或 者 趋向 co, 要 根据 在 该 
函数 序列 中 f(z) 是 出 现在 $ (x) 的 右边 还 是 左边 来 决定 . 现在 可 以 通过 在 所 有 已 
经 写 出 来 的 函数 的 右边 插入 新 的 项 来 延续 这 一 序列 . 首先 可 以 插入 log z, 它 比 原 
有 的 任何 一 项 趋向 无 穷 都 要 更 慢 一 些 . 然后 可 以 添加 Viogz, 它 比 log z 趋 问 无 穷 
更 慢 , 再 添加 Wiogz, 它 要 比 Viogz 趋向 无 穷 更 慢 , 如 此 等 等 . 这 样 就 得 到 一 列 函 
数 

1, VTE, YE, TFT logz， Vlogz, logy, pi Wogz， 5 
它 是 由 两 个 无 穷 函 数 序列 构成 的 , 其 中 一 列 函数 排 在 另 一 列 函数 的 后 面 ， 现 在 可 
以 考虑 函数 loglog x ( 它 是 log z 的 对 数 ) 来 进一步 扩展 这 一 序列 . 由 于 对 于 a 的 
所 有 取 正 数 的 值 都 有 xz-*1logx 一 0, 取 x = 1logw 即 得 


(logy) “loglogy = x logz 一 0. 


从 而 loglogy 与 y 一 起 趋向 co, 但 它 要 比 logy 的 任何 过 次 趋向 co 都 要 慢 . 这 样 
就 可 以 将 我 们 的 函数 序列 扩充 成 如 下 形式 


侯 ) VY, 3x, 2 ]og 2， V logz, y logz, Pt 
log log x, Vloglogx, ::., Vloglogxz, .….; 
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现在 容易 看 出 ， 人 logloglogz, loglog log log x,…, 可 以 将 此 函数 序列 
任意 延 拓 下 去 . 令 x = 1/y 可 以 得 到 一 个 类 似 的 关于 y 的 函数 的 无 穷 大 的 尺度 ， 
当 y ee oo9. 

例 工 XXXV 

(1) 该 函数 序列 中 任何 两 项 f(z) ,已 (z) 之 间 , 可 以 插入 一 个 新 的 项 $ (x), 使 得 9 (x) 趋向 
无 穷 要 比 f(z) 更 慢 , 而 比 下 人 ) 更 快 . V7 和 3 之 闻 可 以 插入 z 立 , 而 在 Viogz 和 
ogz 之 间 可 以 插入 (logz) 辫 . 一 般 地 , 9 (z) = VF(z) F(z) 满足 所 述 条 件 . ] 

(2) 求 一 个 函数 , 它 比 Vz 趋向 无 穷 更 慢 ， pe 22 趋向 无 穷 更 快 , 其 中 a 是 任意 小 于 的 
有 理 数 . [z 二 (log z) -8 就 是 这 样 的 函数 , 其 中 8 是 任意 正 有 理 数 . ] 

(3) 求 一 个 函数 , 它 比 Vz 趋向 无 穷 更 慢 , 但 比 Vz (logz) ”趋向 无 穷 更 快 , 其 中 a 是 任 
意 正 有 理 数 . [Vz (loglog z)-: 就 是 这 样 的 函数 .从 这 些 例子 中 可 以 总 结 出 如 下 结论 : 不 完备 
性 (incompleteness) 是 对 数 函 数 做 成 的 无 穷 大 尺度 固有 特性 . ] 

(4) 当 z 趋向 oo 时 , 函数 


f(z) = {2° (logz)” (loglogz)” }/fzedogz) doglogz)2 } 
性 状 如 何 ? [如 果 a 关 6, 则 
f (x)= zc 一 (ogz)c -2 (loglog 2 一 8 


的 性 状 由 z*-8 控制 . 如果 a = B, 那么 zx 的 寡 消 失 , 而 f(z) 的 性 状 则 由 (log z)” -控制 ， 
除非 有 of = B'; 当 a=8 且 a = 8 时 ,了 (z) 的 性 状 由 (loglogz)” “9” 控制 从而, 如果 
a > BB, 或 者 a=B 且 a >, 又 或 a= Ba =8 且 ao > PB” 时 , 均 有 f(x) 一 coi 而 当 
a <PB, 或 者 a=B 且 a <B', 又 或 者 a= 6,o =8 且 oa <pB” 时, 均 有 f(x) 一 0.] 
(5) 根据 当 z 很 大 时 无 穷 大 的 阶 的 大 小 排列 如 下 函数 
也 ZVlogZz zloglogx xlogloglogzx 
Viogxz loglogx’ Viog7z ” Vioglogz 
(6) 证 明 : 对 很 大 的 z 有 


log(z+1)=logz+O l 3 Li dD L 
2 2 rz—1 Zz 02 











log log 区 二 二 二 
二 
(7) 证 明 


一 logz 十 log2 十 O (2) ， log (zlogz) ~ logz. 
7 


a (loglog x7)” 
rl(logz)! < dz Ss zlogz (loglogz 








d a 
去 dogo" = 


j= i 


dz dz 
一 一 一 三 Joglog2z， 一 一 一 一 一 一 logloglogz， 
zlogz zlogzloglogx 


(8) 证 明 : 曲线 y = z”(log 7x)”( 其 中 z 是 正 数 , m 和 n 是 大 于 1 的 整数 ) 至 少 有 两 个 拐 
点 , 且 有 可 能 有 更 多 的 拐点 . 概略 描述 当 n 为 奇数 时 该 曲线 的 形状 . (Math. Trip. 1927) 














@ 有 关 “ 无 穷 大 的 尺度 ”的 更 完整 内 容 , 请 见 第 283 页 所 引用 的 作者 的 论文 . 
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211. 数 e 
现在 要 引进 一 个 数 , 通常 用 e 来 表示 它 , 与 x 相似 , 它 是 分 析 中 的 基本 常数 


党 
定义 e 是 其 对 数 为 1 的 那个 数 . 换 句 话说 ,e 由 等 式 
re 
be 


来 定义 . 由 于 logz 是 在 第 95 节 的 严格 意义 下 z 的 增 函 数 , 因此 它 只 能 取 值 1 一 
次 . 从 而 我 们 的 定义 是 有 明确 意义 的 . 
因为 有 log xy =logz 十 log 所 以 
logz2 =2logzx, logx? =3logzx, ::., logzx”=nlogzx 
其 中 是 正 整数 . 于 是 
loge” =nloge=n. 
此 外 , 如 果 p 和 9 是 任意 的 正 整 数 , 且 ez/? 表示 ez 的 9 次 方 根 , 则 有 


= loge? = log (ez/9) 一 glogez/9， 


所 以 loge?/4 = p/g. 这 样 一 来 , 如 果 y 是 任意 一 个 正 有 理 数 , 而 ey 表示 e 的 正 
的 y 次 寡 , 就 有 
logey = y, (1) 

且 loge-Y = 一 logey = 一 y. 因此 等 式 (1) 对 y 的 所 有 有 理 数值 ( 正 的 或 者 负 的 ) 
均 成 立 . 换 句 话说 , 等 式 

y=logz, T=eY (2) 
互 为 对 方 的 推论 , 只 要 y 是 有 理 数 , 上 且 ey 取 正 值 . 目前 我 们 还 没有 对 指数 是 无 理 
数 时 的 形 如 ey 的 需 给 出 定义 , 而 只 对 y 的 有 理 数 值 定 义 了 函数 ey. 


例 证 明 2<e<3. [首先 显然 有 
| 
所 以 有 2 < e. 又 有 


J {E+ 本 t/a =4f du  、1 
0 2—u Jo 2+%u 0 4—wu2 ， 


所 以 e< 3. ] 
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212. 指数 函数 


现在 对 y 的 所 有 实数 值 来 将 指数 函数 ey 定义 为 对 数 函 数 的 反 函 数 . 换言之 ， 

如 果 y = logz, 我 们 就 记 
We; 

我 们 看 到 , 当 z 从 0 变化 到 oo 时 , y 在 严格 意义 下 递增 , 且 从 -co 变 到 oo 
从 而 y 的 一 个 值 对 应 于 z 的 一 个 值 , 反之 亦 然 . y 还 是 x 的 连续 函数 , 由 第 110 节 
推出 , z 也 同样 是 y 的 连续 函数 . 

容易 给 出 指数 函数 连续 性 的 一 个 直接 证 明 . 因为 如 果 xz = ey, 有 是 x 十 & = ey1"7, 那么 


+é dt 
7 =/ 加 
于 是 , 当 上 《> 0 时 |n| 就 大 于 &/ (z 十, 当 & <0 时 |n| 大 于 |é| /zx; 而 且 , 如 果 很 小 , 那 
么 上 也 必定 很 小 . 

于 是 ey 是 vy 的 正 值 的 连续 函数 , 当 y 从 -co 变 到 co 时 , 此 函数 从 0 递增 地 
变 到 co. 此 外 , 只 要 y 是 一 个 有 理 数 , ey 就 是 数 e 的 正 的 y 次 千 , 这 与 初等 定义 相 
一 致 . 特别 地 , 当 y = 0 时 有 ey = 1. ey 的 图 的 一 般 形 状 画 在 第 324 页 的 图 50 中 . 
213. 指数 函数 的 主要 性 质 

(1) 如 果 z = ey, 则 有 vy = logz, 那么 


dy 1 dz 5 
一 二 一 ， 一 二 X= 二 @Y. 


dx x” dy 
从 而 指数 函数 的 导数 等 于 函数 本 身 . 更 一 般 地 有 








d 
一 62% 一 ae"y. 
dy 


四 ) 指数 函数 满足 函数 方程 
f (y+2)= f(y) f(z). 


当 和 > 是 有 理 数 时 , 此 结论 由 通常 的 指数 运算 法 则 推导 得 出 ， 如 果 y 是 
无 理 数 或 者 > 是 无 理 数 , 或 者 它 汪汪 总 二 生 各 我 们 可 以 选取 两 列 有 理 数 
0 和 zz, 22).… ,2n,'…， 使 得 limywy,, = y, limz, = 这 样 一 
来 , 由 于 指数 函数 是 连续 的 , 就 有 


ey Xe 一 jlimey xlime’ =]1ime”t ~ eyt?., 


特别 地 有 ey x e-Y = e0 = 1 也 即 e-y = 1/eY. 
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也 可 以 从 logz 所 满足 的 函数 方程 推导 出 ey 所 满足 的 函数 方程 ， 因为, 如果 
yi = log x1, y2 = log x2, 则 x1 = e¥, xz2 = ew¥, 那么 yi + Yo = logwi + log%x2 = 
log zwiz2, 所 以 


ety2 一 elogz172 一 Z109 = et x ey. 


(3) 当 9 趋向 无 穷 大 时 , ey 趋向 无 穷 大 要 比 9 的 任何 规 次 趋向 无 穷 大 更 快 ， 
也 即 当 4 一 co 时 ,对 于 所 有 的 无 论 多 么 大 的 a 值 都 有 


im 和 =1lim e 72 = 0. 
eV 


我 们 看 到 , 对 于 任何 正 的 6 值 , 当 x 一 co 时 有 zalogz 一 0. 用 a 代替 
1/6, 就 看 出 对 于 任何 a 值 都 有 x-! (ogx) ”一 0. 取 x = ey 即 得 此 结果 . 同样 显 
然 的 是 , 当 7y > 0 时 ery 趋向 co, 当 Y<0 时 e?y 趋向 0, 且 在 每 一 种 情形 它 都 比 
y 的 任何 寡 趋 向 相应 的 极限 要 更 快 . 

由 此 结论 推出 , 可 以 构造 出 一 组 “无 穷 大 的 尺度 ”， 它 与 第 210 节 所 构造 的 无 穷 大 的 尺度 类 
似 , 但 是 是 向 相反 的 方向 延伸 开 来 , 也 就 是 说 是 一 列 函 数 做 成 的 尺度 , 当 x 一 co 时 它们 越 来 越 
快 地 趋向 co9. 这 一 尺度 就 是 


其 中 8 人 . 当然 是 表示 e(®),..., ete )， 要 

读者 可 以 尝 试 将 第 210 节 以 及 例 LXXXV 中 作出 的 关于 对 数 无 穷 大 的 尺度 所 作 的 注解 也 
应 用 到 “指数 尺度 ”的 情形 中 去 . 当然 , 这 两 种 尺度 可 以 组 合成 为 一 种 尺度 (如 果 把 一 种 尺度 的 
次 序 反 过 来 ) 





i log log x, pe log zx, ee IT) es Ee:" A (= 


例 LXXXVI 

(1) 如 果 Dyzx = az, 那么 x = Ke”Y, 其 中 K 是 常数 . 

(2) 方程 f(y 十 z) = f(y) f(z) 没有 与 指数 函数 本 质 上 不 同 的 解 . [假设 f(y) 有 微分 系数 . 
对 该 方程 分 别 关 于 y 和 z 求 导 , 就 得 到 


f(y+2)=7 2), fF (ytz)= 7 (7 (2). 


从 而 (vy) /f(y) = f(z) /f(z), 因此 每 一 边 都 是 常数 ， 这 样 一 来 , 如果 x = f(y), 则 有 
Dyzx = az, 其 中 a 是 常数 , 所 以 zx = Ke”Y (第 (1) 题 ). ] 

(3) 证 明 : 当 y 一 0 时 (e”Y 一 1)/y 一 a [用 中 值 定理 我 们 得 到 e”Y 一 1 = aye”"”, 这 里 
0<|n| < lyl.] 

(4) 证 明 : e* 一 1 一 xz,e “一 1 十 x 以 及 1 一 + 二 Z2 十 了 2 一 (1L+z)e ”对 于 正 的 xz 是 正 的 
递增 函数 . (Math. Trip. 1924) 
中 指数 函数 是 通过 将 等 式 y = log x 反 转 成 x = ev 而 加 以 定义 的 ; 到 目前 为 止 , 在 讨论 它们 的 性 质 时 , 我 们 已 


经 把 y 作为 独立 自 变 量 来 使 用 , 而 把 x 取 作 为 因 变 量 . 除了 当 需 要 同时 考虑 像 y = log z, x 二 eY 这 样 一 对 
方程 之 外 , 我 们 现在 将 反 过 来 采取 更 为 自然 的 方式 , 取 z 作为 独立 自 变 量 
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(5) 证 明 : 当 x 一 co 时 , 对 所 有 的 整数 m 和 n 有 


dN”/,_vs 
(总 ) (z 8 ) 一 0. (Math. Trip. 1936) 


214. 一 般 的 宕 az 


除了 在 a = e 的 情形 之 外 , 函数 az 仅 对 zx 的 有 理 数 值 给 出 了 定义 . 现在 要 来 
考虑 a 取 任 何 正 实数 的 情形 . 假设 x 是 正 有 理 数 p/g. 那么 寡 ap/? 的 正 的 值 y 由 
y = a? 给 出 ; 由 此 推出 


qlogy = ploga, logy = (p/q)loga = x10oga, 
所 以 


Tloga 


y=e 
当 x 为 无 理 数 时 ， 就 取 这 个 等 式 作 为 az 的 定义 ， 例 如 10Y2 = ev210810， 注 
意 ， 当 x 是 无 理 数 时 ,a” 仅 对 正 的 a 值 有 定义 , 而 它 本 身 基本 上 是 正 的 ; 且 有 
log a” = zlog a. 因数 az 的 最 重要 性 质 如 下 所 示 . 

(1) 无 论 a 取 什么 样 的 值 , 都 有 az x ay = az+2y 以 及 (a?)” = a2y. 换 句 话说 ， 
指数 法 则 不 但 对 有 理 指数 成 立 , 对 无 理 指 数 也 同样 成 立 . 因为 , 首先 有 

az x aY = ezloga x eyloga 一 e(z+y)loga 一 azTy; 
其 次 有 
(az 多 = eylogo” 一 eryloge — gry, 

(2) 如 果 a > 1, 那么 o = e* 8° = es, 其 中 a 是 正 数 . 在 这 种 情形 az 的 图 
形 与 er 的 图 形 相似 , 当 x 一 ce 时 有 az 一 co, 它 比 z 的 任何 寡 趋 向 无 穷 的 速度 
都 要 快 . 

如 果 a < 1, 那么 oz = erlg” = epz, 其 中 6 是 正 数 .此 时 oz 的 图 形 与 
ez 的 图 形 相似 , 不 过 要 将 e 的 图 形 左右 颠倒 过 来 看 ", 当 z 一 co 时 or 一 0, 它 
比 1/z 的 任何 需 趋 向 零 的 速度 都 要 快 . 

(3) az 是 z 的 可 导 国 数 , 且 


Dear = Derlg" = eg ]oga= a’ loga. 
(4) az 也 是 a 的 可 导 函 数 , 且 


Daz es De ge us ez loga (zx/a) = za-1. 








@ 也 就 是 说 , a” 的 图 形 与 (1/a)” 的 图 形 关于 y 轴 对 称 . 一 一 译 者 注 
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(5) 由 (3) 推出 
. a*—1 
lim i loga; 
因为 此 式 的 左边 是 当 x = 0 时 Dsa? 的 值 , 此 结果 与 例 LXXXVI 的 第 (3) 题 等 价 . 
在 前 面 几 章 中 叙述 了 许多 与 函数 oz 有 关 的 结果 , 这 些 结果 都 有 x 是 有 理 数 
一 限制 条 件 . 本 节 给 出 的 定义 和 定理 使 我 们 可 以 去 掉 这 一 限制 . 
215. ez 表示 为 极限 
在 第 4 章 第 73 节 中 我 们 证 明了 : 当 n 二 co 时 全 十 (1/n)}” 趋向 一 个 极限 ， 
这 个 极限 暂时 记 为 e. 不 过 我 们 可 以 建立 一 个 更 加 一 般 性 的 结果 , 也 就 是 由 下 述 等 
式 给 出 的 结果 


Se 0 
此 结论 非常 重要 , 我 们 要 来 指出 另外 一 条 证 明 的 路 线 . 
(1) 由 于 
化 
dt Do 1+at’ 

由 此 推出 

,log (1+ zh) 

lim 一 一 一 一 一 

/一 0 h 


如 果 令 h = 1/&, 即 看 出 当 & 一 oo 或 忆 一 00 时 有 


lim € log (4 丰 z = 


由 于 指数 函数 是 连续 的 , 由 此 推 得 当 《 一 ce 或 & 一 一 oo0 时 有 


€ 
( 2 oflo8Q+(2/0) yer; 


(+ 中 过 一 lim (+ 2) -。 (2) 
如 果 假 设 上 仅仅 取 整 数值 趋向 co co, 就 得 到 由 等 式 (1) 所 表示 的 结论 
(2) 如 果 n 是 任意 正 整数 , 上 且 x > 1, 则 有 


dt 
全 TI 0 i t1— Cy 
n (1—271") <logz<n(z -1). (3) 
记 y = logz,x = ey. 根据 式 (3) 并 经 过 简单 的 变换 之 后 得 出 
(+z) <e<(1-2) (4) 


也 就 是 
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如 果 0 < nt < 1, 则 由 第 74 节 的 式 (4) 有 


1 一 一 5 <n{1l-(1-0}=n, 


所 以 
(1-8 <(-n6 (5) 


特别 地 , 如 果 = 多/ 且 n >, 则 式 (5) 为 真 . 于 是 








当 n 一 co 时 它 趋向 零 ; 现在 由 式 (4) 就 得 出 式 (1). 
我 们 将 以 下 问题 留 给 读者 解决 : (i) 当 0 < x < 1 时 在 讨论 中 作出 必要 的 改变 , 以 及 (ii) 对 
于 负 的 z 推导 出 结论 . 


216. log z 表示 成 极限 


我 们 还 可 以 证 明 
lim 7m (1 一 | = limn (an 一 1) = logzx. 


n (we 1) n (1 室 ] =n Ce 一 1) (1 一 .20 、 
当 n 二 co 时 它 趋 向 零 , 这 是 因为 nn (z1” 一 1) 趋向 一 个 极限 (第 75 节 ), 而 z- ”趋向 1 
( 例 XXVII 第 (10) 题 ). 现在 由 第 215 节 的 不 等 式 (3) 就 推出 此 结论 . 
例 LXXXVII 
(1) 在 第 215 节 的 不 等 式 (4) 中 取 y = 1 以 及 n= 6, 证明 2.5 <e<2.9. 
(2) 如 果 当 n 一 ce 时 有 men 二 14 那么 (1 + 人 6 一 人 [将 nlog (1 十 &) 写成 形式 


从] 到 所 
l En ’ 


并 利用 例 LXXXIII 第 (3) 题 , 即 看 出 有 nlog (1 十 名 ) 一 4.] 
(3) 如 果 nén 一 co, 那么 (1 + 全 太一 co; 又 如 果 1 十 6 > 0 且 nén 一 一 00, 则 有 
(1+é&n,)" 0. 


(4) 由 第 215 节 的 (1) 推导 出 定理 : ey 趋向 无 穷 要 比 y 的 任何 次 徊 趋向 无 穷 更 快 
217. 常用 对 数 
读者 可 能 对 于 对 数 的 思想 以 及 它 在 数值 计算 中 的 应 用 较为 了 解 . 应 该 记 住 ， 
在 初等 代数 中 , x 的 以 a 为 底 的 对 数 log。 x 由 等 式 
T=ay, y=log,x 


来 定义 . 此 定义 当然 仅 适用 于 y 是 有 理 数 的 情形 . 


因为 
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我 们 所 定义 的 对 数 是 以 。 为 底 的 对 数 . 对 于 数值 计算 而 言 , 常常 用 到 以 10 为 
底 的 对 数 . 如 果 


y=logzx= log,. xX, z= logio%, 


那么 x = ey, 上 且 也 有 zz = 10z = ezlog1l0, 所 以 
log10 也 二 (log。 2Z) / (log。 10) 


因此 , 只 要 计算 出 log。 10, 就 容易 从 一 种 对 数 系统 过 渡 到 另 一 种 对 数 系统 . 

详细 讨论 对 数 的 实际 应 用 并 不 是 本 书 的 目的 .如果 读者 对 此 不 熟悉 的 话 , 可 
以 参考 代数 或 者 三 角 的 教科 书 ?. 

例 LXXXVIII 

(1) 证 明 

Due cosbz = re cos(bz+0), Dze”” sinbz = re®” sin (bz 十 0)， 

其 中 7+ = Va? 十 2, cos0 = a/r, sin9 二 5b/r. 由 此 确定 函数 e*”cosbx, e"z sin pz 的 7 阶 导数 . 
特别 地 , 证 明 


(&) e"” sinbz = 一 (asecg e”” sin (bx 十 70) . 
机 (Math. Trip. 1932) 
(2) 如 果 vy 是 e””sinbz 的 n 阶 导数 , 那么 


Yn+1 一 2ayn 十 (@ 十 b?) yn-1 二 0. (Math. Trip. 1932) 


(3) 如 果 yy 是 x?e” 的 n 阶 导数 , 那么 
ya = nn ly nn 2)n+in Oo 1)(n— 2)y. 
(Math. Trip. 1934) 
(4) 画 出 曲线 y =e “sinpbz 的 图 , 其 中 a 和 5b 是正 数 . 证 明 : y 有 无 穷 多 个 极 大 值 , 它们 
构成 一 个 几何 级 数 且 均 位 于 以 下 曲线 上 . 











b 一 QT 
二 
(5) 包含 指数 函数 的 积分 . 证 明 


(Math. Trip. 1912, 1935) 


asinbz 一 bcos pr wz 
Qa2 十 02 


Qcospbr 十 bsin br oy 
Qa2 十 02 








f cosbzxdz = /er sin bxdzx = 


[用 了 ,J 了 来 记 这 两 个 积分 , 并 利用 分 部 积分 法 , 即 得 
aT =e’ cosbr+bJ], aJ=e"” sinbz—bI 
关于 工 和 J 求解 这 些 方程 . ] 
(6) 证 明 : 如 果 a > 0, 那么 


人 一 QZ a 53 一 QZ _. b 
| e cosbrdz = ap | e Sd a 


Q 例如 , 参见 Chrystal 所 著 Algebra 一 书 第 2 版 第 工 卷 第 XXI 章 . log。 10 的 值 是 2.302.……, 而 它 的 倒数 的 
值 是 0.434………. 
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(7) 如 果 严 = je"z"dz, 那么 am 二 ex” 一 nIn-1. [分 部 积分 . 由 此 推出 , 对 所 有 的 


正 整数 值 , 六 都 可 以 计算 . ] 
(8) 证 明 : 如 果 n 是 正 整数 , 那么 有 


入 - 四 rz? rn 
/ et"dt=nle ”[e*—1—z i 
0 2! nl 


/ e x"dz=nl. (Math. Trip. 1935) 
0 





以 及 
(9) 证 明 : 


2 tindt = 1 n—l loz 一 也 1 22 1 n—l zx 
类 。 =(-1)” nle Ye” 一 十 2 一 机 十 十 (人 机 


并 推出 , 当 z > 0 时 , e-” 大 于 或 者 小 于 级 数 1 一 7 十 一 … 的 前 n 十 1 项 之 和 , 要 视 n 是 奇 
数 还 是 偶数 而 定 . (Math. Trip. 1934) 
(10) 如 果 wn = fe tdt, 那么 ww 一 (n+z)un-1+ (nm1)zun-2=0. 
(Math. Trip. 1930) 
(11) 将 芽 ee ee coszxdzxz 和 .J = zme sinzdz 用 I%_1 和 Jn_1 加 以 表 
示 ; 并 证 明 : 如 果 ， m 是 大 于 1 的 整数 , 则 有 


Tn — mlm_i1+ Sm (m—1)Im_2=0. 


在 上 面 最 后 的 关系 式 中 取 1 = mlwum 以 确定 I 的 值 . (Math. Trip. 1936) 
(12) 指出 如 何 求 e” 的 任何 有 理 函 数 的 积分 . [ 令 x = 1logwu, 此 时 有 ez = dz/du = 1/u, 
该 积分 被 变换 成 u 的 一 个 有 理 函 数 的 积分 . ] 
(13) 证 明 : 我 们 可 以 对 任何 形 如 


daw bw 。 8 
Plz,e ,e ,:.. ,Coslz,cosmz,:.. ,sinlz,sinmz,..- 


的 函数 进行 积分 , 其 中 P 表示 一 个 多 项 式 . 

14) 证 明 : [ee-*YR(z) dz 是 收敛 的 , 其 中 入 > 0, 而 a 大 于 R(xz) 的 分 母 的 最 大 的 根 . 
[这 可 以 由 下 述 事实 推出 : ex” 比 z 的 任何 次 寡 趋 向 无 穷 大 的 速度 都 要 快 . ] 

15) 证 明 : /ee -> +wzdz 对 所 有 的 / 值 都 是 收敛 的 , 其 中 入 > 0; 同样 的 结论 对 于 
/>e-** tirzymdz 也 成 立 , 其 中 n 是 任意 下 整数 . 

16) 画 出 e”,e-” ,we”, ze-",xe” ,ze-* 以 及 zlogz 的 图 形 , 确定 这 些 函数 的 任何 极 大 
值 以 及 极 小 值 以 及 它们 的 图 形 上 的 任何 拐点 . 

17) 证 明 : 方程 ez = bx (其 中 a 和 是正 数 ) 有 两 个 实 根 、 一 个 实 根 或 者 没有 实 根 , 根 
据 b > ae,b = ae 或 者 5 < ae 来 决定 . [曲线 y = e?z 在 点 (&,e”“) 处 的 切线 是 











4 一 e 叶 一 ae (2—é), 


当 au 和 = 1 时 该 切线 经 过 原点 , 所 以 直线 y = aez 在 点 (1/a,e) 与 曲线 相 切 ， 当 我 们 画 出 直线 
y 二 bx 时 , 结论 就 变 得 显然 了 . 读者 应 该 讨论 a 为 负数 或 者 b 为 负数 或 者 它们 两 者 均 为 负数 的 
情形 . ] 

(18) 证 明 : 除了 z = 0 之 外 , 方程 e" = 1 十 x 没有 实 根 , 而 ez = 1 十 x 十 37? 有 三 个 实 根 . 
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(19) 证 明 :- ee 了 有 两 个 平稳 什 (stationary value), 一 个 在 原点 , 另 一 个 在 zx =5(1 一 e 5) 


Po (Math. Trip. 1932) 
(20) 双 曲 函数 . 双 曲 函数 cosh x®, sinh x,:.. 由 等 式 


coshz=#$(e +e "), sinhzx=3(e—e "), 











Sinh Z coshz 

tanh z = cothz = 一 
Cosh Z sinhz 

1 1 
sechzxz 一 a csch 2 一 pe 
定义 . 画 出 这 些 函 数 的 图 形 . 
(21) 建立 公式 
cosh (一 Z) = cosh 7x, sinh (一 zZ) = — sinhz, tanh(—7x) = — tanhz, 


cosh2z — sinh? x = |， sech2z 十 tanh2z = 起 coth2z -csch2z = 1: 
cosh 2x = cosh2z + sinh? Z， Sinh2z = 2sinh zceoshz, 

cosh (z+Yy) = cosh zcoshy + sinh zsinh y， 

sinh (zx 十 V) = sinh zcoshy + cosh x sinh vy. 
22) 验证 : 用 coshz 代替 cosz, 用 isinhzx 代替 sin z, 则 这 些 公式 可 以 从 cosz 和 sin z 
对 应 的 公式 推导 出 来 . 
同样 可 以 得 出 ， 对 于 包 合 cosnzx 和 sinnz 的 所 有 可 以 从 cosz 和 sinz 对 应 的 初等 性 质 推 
导出 来 的 公式 , 此 结论 依然 成 立 . 关于 这 种 相似 性 的 理由 将 在 第 10 章 给 出 . ] 
23) (a) 将 coshx 和 sinhz 用 cosh 2z 表示 , (b) 将 coshx 和 sinhz 用 sinh 2x 表示 . 对 





于 符号 中 可 能 出 现 的 任何 不 明确 之 处 加 以 讨论 . (Math. Trip. 1908) 
24) 证 明 : 
Dz cosh x = sinh x, Dz sinhz = coshz, 
D; tanhz = sech? x, Dzcothz= 一 csch2 7 
Dozsechz = 一 SechztanhzZz，Dazcschz = —csch zceothz, 


D; log cosh zx = tanh x, D; log |sinh zx| = coth z， 
Du arctane” = #3sech rz, Dz log |tanh B32| 一 CSch zx. 
[当然 , 所 有 这 些 公式 都 可 以 变换 成 积分 学 中 的 公式 . ] 


(25) 证 明 coshz > 1 以 及 -1 < tanhz < 1. 
(26) 证 明 : 如 果 一 #7 < x < gm 而 y 是正 数 , 且 coszcoshy = 1, 那么 


4 三 log(secZz 十 tanz)，Day = secr, Dyx = sechy. 
(27) 反 双 曲 函 数 . 记 


s=sinhzx, t= tanhz, c= coshz, 


并 假设 z 取 所 有 实数 值 . 





中 “ 双 曲 余弦 ”: 有 关 这 一 术语 的 说 明 , 见 Hobson 所 著 Trigonometry 一 书 第 XVI 章 
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(i) 当 x 增加 时 函数 s 递增 , 取 每 个 实数 值 恰好 一 次 . 方程 sinh x = s 有 唯一 解 
z=log{s+Vs5+T， 


我 们 将 它 记 成 arg sinh s?. 
(区 当 z 增加 时 函数 t 递增 , 当 z 一 co 以 及 zx 一 一 00 时 有 极限 1 和 一 1. 方程 tanhz = 上 
有 唯一 解 村 
TD Tt 


我 们 把 它 记 为 arg tanht. 
(这 ) 函数 c 是 偶 函 数 , 除了 在 x = 0 之 外 其 值 均 大 于 1， 当 x 取 正 值 时 它 是 递增 的 ， 当 
ZX 一 co 时 趋向 co. 方程 cosh x = c 有 两 个 解 


z=log{c+ Ve 1) wt {e C2 i}, 


这 两 个 解 绝对 值 相等 且 有 相反 的 符号 . 我 们 将 把 第 一 个 正 的 解 记 为 arg cosh c. 
于 是 argsinh z,argtanhz 就 是 sinh x 和 tanhz 的 单 值 反 销 数 , arg cosh z 可 以 视 为 coshz 
的 双 值 反 函 数 的 一 个 单 值 支 . 验证 : 





d d d 1 
/ J = arg sinh =,/ J = arg cosh =， / 3 二 二 argtanh = 
分 别 在 以 下 条 件 下 成 立 : a > 0 (第 一 个 公式 ), x > a (第 二 个 公式 ) 以 及 -a < x < a (第 三 个 
公式 ). 这 些 公 式 给 了 我 们 写 出 第 6 章 中 诸多 公式 的 另外 一 种 可 供 选 择 的 方法 . 
(28) 证 明 


/| 7 
| 
/ (a<z<D). 


(29) 解 方程 acosh x 十 bsinhzx = c, 其 中 c > 0, 证 明 : 当 如 十 一 a? < 0 时 它 没有 实 根 ; 
当 刀 十 c -oa2 > 0 时, 它 有 两 个 实 根 、 一 个 实 根 或 者 没有 实 根 , 要 根据 a 十 5 和 a 一 b 是 两 者 
皆 为 正 数 、 两 者 有 相反 的 符号 或 者 两 者 皆 为 负数 来 决定 . 讨论 六 十 一 a? = 0 的 情形 . 
30) 解 联 立 方程 








=2log {V5—a+ Vs—6} (a <b< 7), 





Va—z+ Vi-z) (zr <a<D), 





coshzcoshy = a, sinhzxzsinhy=0b. 

31) 当 z 全 eco 时 zz 1 [因为 Z1z = eg?r)/z 8 (logz) /z 一 0. 参见 例 XXVII 
第 (11) 题 . ] 又 证 明 : 函数 zx!/* 当 x = e 时 有 极 大 值 , 并 对 正 的 x 值 画 出 该 函数 的 图 形 . 

32) 当 z 一 十 0 时 zz 一 1 

33) 如 果 当 双人 一 co 时 有 wn+i/un 二 7 (其 中 71> 0), 那么 当 半 一 co 时 有 Var 一 1. 
因为 








log un+1 — log un — logl, 
所 以 
log un ~ nlogl. 
见 第 4 音 杂 例 第 17 题 . ] 








@ 现代 数学 中 反 双 曲 正弦 函数 的 常用 标准 符号 是 arcsinh z 或 者 sinh~! xz, 以 下 其 他 反 双 曲 函 数 也 有 类 似 的 符 
号 , 不 再 费 述 , 读者 可 以 查阅 有 关 的 教材 或 者 手册 了 解 相关 的 数学 符号 . 一 一 译 者 注 
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(34) 当 寻 一 co 时 有 Vnl~e-in. [在 第 (33) 题 中 取 wn = m ?ml ] 


(35) 7/ 2! ,so 


nin! 
讨论 方程 ez = = x1000000 的 近似 解 . 
[通过 一 般 性 的 图 形 考虑 容易 看 出 , 该 方程 有 两 个 正 根 , 一 个 比 1 大 一 点 儿 , 而 另 一 个 则 非 
常 大 2， 人 一 1 大 一 点 儿 的 负 根 . 为 了 粗略 确定 大 的 正 根 的 大 小 , 可 以 如 下 进行 . 如 果 
ez 二 zw1000000 那么 , 由 于 13.82 和 2.63 分 别 接近 于 log 105 和 log log 10 的 值 , 故而 粗略 地 有 
se) 





x = 10° logzx, logxz= 13.82+loglogx, loglogx = 2.63+ log ( 十 13 8 


由 这 些 等 式 容 易 看 出 , 比值 log x : 13.82 和 loglogz : 2.63 与 1 相差 不 大 , 且 
x = 10° (13.82 +loglogz) = 10° (13.82 + 2.63) = 16 450 000 
给 出 这 个 根 的 一 个 可 以 接受 的 近似 值 , 所 产生 的 误差 可 以 粗略 地 用 10°(log log zx 一 2.63) 或 者 
用 (105 loglog zx) / 13.82 或 者 用 (105 x 2.63) / 13.82 来 表示 , 此 数 小 于 200 000. 这 些 近 似 值 
当然 都 是 相当 粗略 的 , 但 足以 使 我 们 对 于 根 的 无 穷 大 的 尺度 有 一 个 好 的 想法 . 
类 似 地 ， 讨论 诸 方程 ez = 1000 000z! uane, Be = zl 000 000 000 . ] 


218. 级 数 和 积分 收敛 的 对 数 判别 法 
在 第 8 章 (第 181, 185 节 ) 我 们 证 明了 : 


ss dz 
> Ts (a > 0) 


当 s> 1 时 收 和 敛 , 当 s < 1 时 发 散 . 于 是 ”mw-1 发 散 , 但 是 jn-1-* 对 所 有 正 的 
a 值 都 是 收敛 的 . 
然而 在 第 210 节 中 我 们 看 到 , 借助 于 对 数 可 以 构造 出 这 样 的 函数 , 它 趋向 零 
要 比 n-! 更 快 , 但 是 比 任何 寡 n-1-* 趋向 零 都 要 慢 . 例如 n-! (logn) ”就 是 这 样 
一 个 函数 , 而 级 数 
> nlogn 


是 收敛 抑或 发 散 这 一 问题 不 可 能 通过 与 任何 >)n“ 这 种 类 型 的 级 数 作 比 较 而 获 
得 解决 . 
对 于 级 数 





log logn 


2 n (logm)” 








Q@ 原 书 此 处 将 式 中 的 分 子 (2n)! 误 写 为 2n1, 而 后 者 一 般 是 理解 为 2(n!) 的 . 一 一 编者 注 
@ 当然 , 术语 “非常 大 ”在 此 并 不 是 第 4 章 中 所 说 明 的 技术 意义 上 来 说 的 . 它 的 含义 是 “ 比 初等 数学 中 通常 出 现 
的 这 种 方程 的 根 要 大 得 多 ”术语 “小 一 点 儿 ” 也 必须 类 似 地 加 以 解释 . 
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来 说 有 同样 的 结论 成 立 ， 重 要 的 是 要 寻求 某 些 判别 法 , 这 些 判别 法 使 我 们 能 确定 
像 这 样 的 一 些 级 数 是 收敛 还 是 发 散 ; 而 这 种 判别 法 容易 从 第 180 节 的 积分 判别 法 


由 于 a 
1 a 
D:; (log x) Z (logz)”’ Dz: loglogz rlogx’ 
我 们 就 有 











5 dz (ogé) “~—(oga) dz 
5 一 ; = logl — logl 
| x (log 7) 1 一 5 / zlogx Ve De 


(其 中 a > 1). 如 果 s > 1, 则 当 & 二 oo 时 第 一 个 积分 趋向 极限 (log a)'/ (s 一 1)， 
如 果 s < 1, 则 该 积分 趋向 oo. 第 二 个 积分 趋向 oo. 从 而 级 数 和 积分 


> 1 4 dz 
i n(logn)’’” J, zl(logz) 


当 s>1 时 收敛 , 当 s 区 1 时 发 获 ， a 











由 此 推出 , 如 果 对 于 很 大 的 n 有 9$(n) = 0 (sy) 其 中 s > 1 那么 级 

数 Dj 9 (n) 收敛 , 而 如 果 9 (n) 是 正 的 , 且 
1 
= O(nlogn), 

则 此 级 数 发 散 . 我 们 把 与 积分 相对 应 的 定理 的 陈述 留 给 读者 完成 . 

例 LXXXIX 

(1) 诸 级 数 

i 


对 于 所 有 p 和 4 的 值 都 是 收敛 的 , 其 中 s > 0; 而 


1 1 1 
= ni-s (ogn)?’ 2 ni-s (logn)? (loglogn)®’ 2 n (logn)! ™* (loglogn)? 











发 散 ， 因为 对 每 个 p (不 论 多 大 ) 和 每 个 正 数 5 (不 论 多 小 ) 有 (logmjz = O (m5), 且 有 
(loglogn)”= O{(logm)”}， 从 收敛 性 的 观点 来 看 ,在 每 一 组 级 数 的 前 面 两 个 级 数 中 , 包含 
logn 以 及 loglogn 的 因子 , 以 及 在 每 一 组 的 第 三 个 级 数 中 包含 loglog n 的 因子 都 是 可 以 忽略 
不 计 的 . 

(2) 像 





3 1 》D loglog logn 
nlognloglogn’ nlognvloglogn 
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这 样 的 级 数 的 敛 散 性 不 能 用 本 节 前 面 所 给 出 的 定理 加 以 解决 , 因为 在 每 一 种 情形 , 求 和 号 下 的 
函数 趋向 零 都 比 mn-! (logn)-! 趋向 零 更 快 , 而 比 n-! (logn)-! “趋向 零 要 更 慢 一 些 , 其 中 a 
是 任意 的 正 数 . 对 于 这 样 的 级 数 还 需要 更 加 精细 的 判别 法 . 从 等 式 








se Z) “= 

dz rlogxzlog, xz...logr_1x (log, zz) 
es l6g,. 1% = I 
i rlogzlog, xT.::log,_1Xlogr. zw 


出 发 (其 中 logs x = log log z, logs x = logloglog zx,…“), 读者 可 以 证 明 下 面 的 定理 : 级 数 和 


Oo 


1 a dz 
2 mlogmlog27 .log 17m (log, mm) 1 zlogxlogs xz...logr_17 (log 2) 


no 








当 s > 1 时 收敛 , 当 s < 1 时 发 散 , no 和 a 是 足够 大 的 数 , 它们 确保 当 n > no 或 者 x > a 
时 , logi mn 和 logn x 都 是 正 数 ， 当 增加 时 , no 和 a 的 这 些 值 增加 得 很 快 : 例如 logx > 0 
需要 x > 1, log。x > 0 需要 z > e, logsx > 0 需要 x > e*, 如 此 等 等 ; 容易 看 出 : es > 10， 
es > el0 > 20000, es” > e20000 > 108000, 

读者 应 该 注意 到 , 像 ee” 和 e*” 这 样 的 更 高 的 指数 函数 随 着 x 的 增加 而 增加 得 极其 迅速. 
当然 , 同样 的 说 明 对 像 a*” 和 a” 这 样 的 函数 也 适用 , 这 里 a 是 任何 一 个 大 于 1 的 数 . 有 人 
计算 过 , 9” 大 约 有 369 693 100 位 数字 , 而 1019 ”当然 有 10 000 000 001 位 数字 , 反 过 来 , 更 
高 的 对 数 函 数 的 增长 率 是 极 慢 的 . 例如 , 要 使 得 log log log log x > 1, 就 需要 假设 x 是 一 个 有 超 
过 8000 位 数字 的 数 . 

宇宙 中 质子 的 个 数 估计 有 1080 个 , 而 可 能 有 的 棋局 数 有 1010” 个. 








(3) 证 明 : 积分 三 :es (2) } 当 。 < _1 时 收敛 当 。 > -1 时 发 散 ， 其 中 
0 


0 < a < 1. [研究 
/os (直人 
gS 这 a 
当 s+0 时 的 性 状 . 这 个 结论 还 可 以 通过 引入 更 高 的 对 数 因子 而 得 到 加 强 . ] 
1 s 
(4) 证 明 : / 人 os (2)} dz 对 所 有 的 s 值 均 发 散 . [上 面 最 后 一 个 例子 表明 : s < _1 
0 


是 该 积分 在 积分 下 限 收敛 的 必要 条 件 ; 但 是 , 如 果 s 是 负数 , 则 当 x 一 1 一 0 时 , {log (1/z)j 
与 (1 一 x)” 一 样 趋向 co, 所 以 当 s < 一 1 时 , 该 积分 在 积分 上 限 发 散 . ] 


昌 fe {m (2) } 收敛 的 充分 必要 条 件 是 a > 0,s > 1. 
0 


RN zdz ph . 
(6) 研究 人 i 的 收敛 性 . (Math. Trip. 1934) 





是 不 要 将 这 个 记号 与 第 217 节 中 以 a 为 底 的 对 数 符号 混淆 起 来 . 
@ 此 处 的 logs x > 0 原 书 误 印 成 loglog x > 0. 应 改 为 logloglogz > 0 或 者 logs z > 0. 
@ 见 第 283 页 和 第 328 页 的 脚注 . 


译 者 注 
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例 XC 
(1) Euler 极限 . 证 明 : 当 n 一 co 时 
1 


1 1 
PW=1+3+3t + lg8n 


趋向 极限 y, 且 0 < y < 1. [这 由 第 180 节 立 即 推出 . 7 的 值 是 0.577.…, 7 通常 称 为 Euler 常 
数 (Euler's constant). ] 
(2) 如 果 a 和 是 正 数 , 那么 当 n 一 co 时 





1 1 1 1 1] p 
Gr to a og (a + nb) 
趋向 一 个 极限 . 
(3) 如 果 0 < s < 1, 那么 当 n 一 oo 时 
1—s 
$0) =1+2 +3 + (ml) 一 


趋向 一 个 极限 . 

(4) 证 明 : 级 数 本 
1 2(1+ 直 3(1 十 二 十 动 
是 发 散 的 . [将 此 级 数 的 通 项 与 (nlogm) 加 以 比较 . ] 

(5) 第 183 节 中 a = 1 情形 . 当 第 183 节 的 等 式 (1) 中 a = 工时 , 取 w = (nlogm) ,此 


人 logn+ 工 +O 二 1 十 十 O 
logn logn n n2 nlogn n2 


Unt1 nlogn 1 1 1 
= 1 : 
Un (n++1)log(n+t1) n i 


从 而 对 很 大 的 nn 有 w+i/un > unt1/un, 因此 》 on 发 散 . 
(6) 一 般 性 地 , 证 明 : 如 果 > vwn 是 正 项 级 数 , 且 
Sn 三 Wi 十 U2 十 … 十 Un， 
那么 (wn/sn-1) 是 收敛 还 是 发 散 , 要 根据 wr 收敛 或 者 发 散 而 确定 . [如 果 wr 收敛 , 那 
么 sn_1 趋向 一 个 正 的 极限 1 所 以 》 (wy/s 1) 收敛 . 如 果 六 un 发 散 , 那么 s%_1 一 co, 且 


十 …: 











我 们 有 








Un Sn 


> log (1+ J ) = 
Sn—1l1 Sn—1 Sm 一 1 


( 例 LXXXIII 第 (1) 题 ); 显然 , 当 n 一 co 时 











log™ le eee li =log 
趋向 co. ] 
(7) 求 级 数 1 一 3 十 1 一.… 的 和 . [根据 第 (1) 题 我 们 有 
1 1 
1+3t + = lg(2n+1)+7y+0(), 


1 1 1 
pp A A et ee | 1 1 
(3+3+ + 二 og (n 二 1) 十 十 o(1)， 


这 里 y 表示 Euler 常数 . 相 减 并 令 n 一 co 就 看 出 所 给 级 数 的 和 是 log 2. 也 见 第 220 节 . ] 


219. 与 指数 函数 以 及 对 数 函 数 有 关 的 级 数 , 用 Taylor 定理 展开 e” 343 


(8) 证 明 : 当 C = 时 级 数 
> (+ 上 十 logn o) 
收敛 , 除 此 之 外 有 限 振荡 . 
219. 与 指数 函数 以 及 对 数 函 数 有 关 的 级 数 , 用 Taylor 定理 展开 e” 
由 于 指数 函数 的 任意 阶 导数 仍 等 于 指数 函数 自己 , 我 们 有 


2 多 一 工 Nn 
六 化 TL TT gr 


er 二 1 十 X14 FF 
(nC— 1)! 
其 中 0 <9<1. 但 是 , 无 论 z 取 什么 值 , 当 n 一 co 时 都 有 x"/nl!l 一 0 ( 例 XXVII 


第 (12) 题 ). 且 有 ez < ez. 因此 , 令 n 趋向 co, 就 有 








nl s 

















2 Nn 
=1 二 8 十 训 十 十 二 十 (1) 
这 个 等 式 右边 的 级 数 称 为 指数 级 数 (exponential series). 特别 地 我 们 有 
1 1 
人 (2) 
所 以 
1 1 ya 
(+ Sl 
这 个 结果 称 为 指数 定理 (exponential theorem). 又 对 所 有 取 正 值 的 a 有 
2 
a ores = 14 (rloga) + (lBY | (9 


2! 

读者 会 注意 到 , 对 每 一 项 求 导 , 指数 级 数 有 重新 生成 自己 的 性 质 , 且 没 有 任何 其 他 的 寡 级 数 
具有 这 样 的 性 质 . 这 方面 某 些 进一步 的 注释 请 见 附录 2. 

e” 的 往 级 数 是 如 此 重要 , 值得 我 们 用 另外 一 Tg Taylor 定理 无 关 的 方法 加 以 研究 . 设 


rz” 


FE, (x)=1 . 
(z) 和 求 


并 假设 zx > 0. 那么 
ZN ZN n(n—1) 7ZN? n(nom1):..1 /zn 
(Ce 1+n (3)1 1.2 (5) Ph (< 
当 n > 1 时 此 式 小 于 En (x). 又 只 要 n > x, 根据 负 整 数 次 寡 的 二 项 式 定理 我 们 有 


(0) itn() + 3 (2) + > Be). 


(1+3) <BE(s)<(1-2) (n>). 
但 是 (第 215 节 ), 第 一 个 与 最 后 一 个 函数 当 ”一 ce 时 趋向 极限 ez, 于 是 B(x) 必定 也 趋向 
同一 极限 . 这 就 对 x 为 正 数 的 情形 证 明了 (1). 当 z 为 负数 时 , (1) 的 正确 性 可 以 从 指数 函数 所 
满足 的 函数 方程 f(x) f (vy) = f(z 十 y) 推出 ( 例 LXXXI 第 (7) 题 ). 











从 而 
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例 XCI 
(1) 证 明 
2 Ce 人 
coshz 二 1 十 人 可 + # sinhz=z+ 可 十 一 可 十 …: 
(2) 如 果 z 是 正 数 , 那么 指数 级 数 中 最 大 的 项 是 第 [z] + 1 项 , 除非 x 是 整数 ; 而 当 xz 是 玫 
数 时 , 它 的 前 一 项 与 它 相等 . 


(3) 证 明 由 > (n/e)”. [因为 wyml 是 en 的 级 数 中 的 一 项 . ] 
(证明 om = 全 (2 十 S1+52), 其 中 


1 1 
ts 


而 > = 1/n; 并 推出 nl! 介 于 2(n/e)” 和 2(n 十 1) (n/e)” 之 间 . 
(5) 用 指数 级 数 证 明 :e” 趋向 无 穷 要 比 z 的 任何 寡 趋 向 无 穷 更 快 . [利用 不 等 式 e” > x”/nl.] 
(6) 证 明 : e 不 是 有 理 数 . [如 果 e = p/g, 其 中 p 和 9 是 整数 , 则 必 有 

















和 sea 1 
2 一 】 十 1 十 而 i 
q 3! dl! 
用 q! 来 乘 , 即 得 
p 1 1 1 1 
1 二 三 于 二 十 十 … ，; 
4 6 2! 1) qt+1 (gt+1)(g+2) 





而 这 是 不 可 能 的 , 因为 它 的 左边 是 一 个 正 整 数 , 而 右边 小 于 (go+1D)- (+D-z+… 一 0 ] 
(7) 对 级 数 DP (n) 2 求 和 , 其 中 P. (n) 是 一 个 关于 n 的 次 多 项 式 . [可 以 将 P. (四 


Ao+ Ain+t+ Azn(nom1)++An(n 1):...(n—r+1) 
的 形式 , 因而 





> ee 


三 (Ao 十 .47 十 42z2 十 :十 4rz7 e”.|] 
zr" = (z+77r 2 +6 +r’)e”; 


4 
nl 


Nn 


过 a 1 元 
> 1 (12 + 1427 十 8z3 +zx’)e , 














特别 地 , 当 z = 一 2 时 最 后 这 个 级 数 等 于 零 . (Math. Trip. 1904) 
@ 原 书 此 式 误 写 为 了 二 1 十 二 十 二 十 .… 十 二 十 .… .一 一 译 者 注 
9 2! 3! ql 


数 倍 ， 





2 、 del 
情形 计算 lim 
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9) 证 明 2 (n/nl) =e 2 (n2/npl = 2e,》 (mJn!l) = 5e, 并 证 明 》 (ws/nl) 是 e 的 正 整 
其 中 是 任意 正 整 数 . 


1)zx” 


10) 证 明 DP 一 2 { 一 3z 十 3) er 十 3 - 引 
1 


用 n 十 1 乘 以 分 子 和 分 母 , 再 如 第 (7) 题 那样 去 做 . ] 





11) 在 (ja=3,b6= -5,c=4;(i)ja=3,b6= -4,c==2; ( 首 )a==3,b 一 -3,c 二 1 这 


be 和 
A (Math. Trip. 1923) 


12) 假设 ab c,d 是 正 数 , c 关 d, 计算 











a” —b” 


Z 一 0 CT 一 adz 





(Math. Trip. 1934) 








(13) 从 例 LXXXVIII 第 (9) 题 的 结果 推导 出 指数 级 数 . 
(14) 如 果 
Xo=e’, Xi=e’ —1, X22=e 1—zx, Xs3=e  —1—zx a 
那么 X, 的 导数 是 X,_1. 由 是 证 明 : 如 果 t > 0, 则 
Xi1 Xodz < tet ,Xo2(t ek XidZz | Zerdr <e I Xdz = 
一 般 来 说 有 X, (t) < 本 . 推导 出 指数 定理 . 
(15) 证 明 : z2+2 = a2 的 正 根 按照 p 的 血 展 开 的 前 面 几 项 是 
a 人 一 jploga 十 ap loga (2+loga)?. (Math. Trip. 1909) 
220. 对 数 级 数 
展开 成 x 的 寡 的 另 一 个 重要 展开 式 是 log (1 +z) 的 展开 式 . 由 于 
”dt 
log ( 工 十 2) -=| 下 
且 当 上 的 绝对 值 小 于 1 时 有 1/(L+ 王 1 于 刀 一, 自然 期 待 9 当 -1 < <1 


时 log (1 + z) 就 等 于 对 级 数 1 一 +t 十 如 一 .… 从 1=0 到 上 = z 逐 项 积分 所 得 到 的 
级 数 , 也 即 等 于 级 数 x 一 32? + 323 一 …; 事实 上 这 是 正确 的 . 因为 


所 以 ， 











1 a (El) 
三 二 王志平 人 二 1 a 
1+t CT 1+t “ 
如 果 z > 一 1, 则 有 
”dt 72 te m 
log (1 二 = 上 十 (一 + (—1) Rm,, 
g(t)= 人 证 = 


外 关于 这 个 问题 的 进一步 的 注释 , 见 附录 2. 
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ms | t dt 
,1+t 
如 果 0 入 z 冬 1, 那么 当 m 一 co 时 有 


人 7 十 工 1 
0 < R,, 的话 ”< ;0 
0 7 十 1 m++l1 








如 果 一 1 <xz<0, 且 z= 一 &, 则 有 0<ét<1, 那么 





且 有 
[Rn| < 





Emtl | 
eh mrad 
所 以 再 次 有 R, 一 0. 于 是 , 只 要 -1 <x<1, 就 有 


"| 


log (1+2)=2— $2 + $e —... 
如 果 z 在 此 范围 之 外 , 则 该 级 数 不 收 敛 . 令 x = 1, 我 们 得 到 
log2 一 工 一 二 十 二 一 …， 
这 个 结果 已 经 在 别 的 地 方 得 到 了 证 明 ( 例 XC 第 (7) 题 ). 
221. 反正 切 函 数 的 级 数 
用 类 似 的 方法 容易 证 明 , 当 -1 < x < 1 时 有 


arctanz = | | (1 ot) dt 
0 1+# Jo | 


1 
=ZX— -2 二 -zx 


3 5 





仅 有 的 区 别 在 于 它 的 证 明 要 更 简单 一 点 , 因为 tan x 是 一 个 奇 函数 , 所 以 只 需 考虑 
正 的 xz 值 , 上 且 当 z = -1 以 及 当 x = 1 时 该 级 数 均 收敛 . 我 们 把 有 关 的 讨论 留 给 
读者 完成 . 当 -1 < x < 1 时 , 该 级 数 所 表示 的 arctan x 的 值 当然 介 于 一 jz 与 1 





之 间 , 在 第 7 章 ( 例 LXIII 第 (3) 题 ) 所 看 到 的 是 该 积分 所 表示 的 值 . 令 
得 到 公式 








i 1 1 
4 3 5 
例 XCII 
中 如果-1<w<， 则 有 og ( ) = 
1—Zz 2 3 





(2) 如 果 -1<z< 1 则 有 argtanhz = Boe (1) =2+ 3 + 3 + 
x 


1 
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(3) 证 明 : 如 果 z 是 正 数 , 那么 


党 
省 下 二 汪 2 Ne a 下 
8 Iz 2\1+% 3 \1+4z : 


(Math. Trip. 1911) 





(4) 对 log (1 十 x) 和 arctan x 用 Taylor 定理 得 到 它们 的 级 数 . 
[如 果 用 的 是 Lagrange 形式 的 余 项 , 那么 当 z 是 负数 时 , 在 讨论 第 一 个 级 数 的 余 项 时 会 出 
现 困难 ; 这 里 应 该 用 Cauchy 形式 的 余 项 , 也 即 
(= (1 0)"-! rx 
(1 十 0z)” 
(参见 第 152 节 的 (2) 以 及 第 168 节 关 于 二 项 级 数 的 对 应 讨论 ). 
在 第 二 个 级 数 的 情形 , 我 们 有 
D? arctanx = Di? (1+ wa 
=(-1)"” (no 1)! (z+ 1) 3" sin {narctan (1/z)} 
( 例 XLV 第 (15) 题 ), 且 关 于 余 项 的 处 理 没有 困难 , 该 余 项 的 绝对 值 显然 不 大 于 1/n®. ] 
(5) 证 明 : log 2 介 于 级 数 1 一 二 十 于 一 … 的 前 2n 项 之 和 以 及 前 2n 十 1 项 之 和 之 间 . 
(Math. Trip. 1930) 


Rn = 








3 . 1—Z+logz s 
(6) 计算 lim 1 (Math. Trip. 1934) 


(7) 如 果 vy > 0, 那么 
fy-l1 1/y-1Y 1/y-1Y’ 
oy 2 + |( + 
ee Si y—1 
[利用 恒等式 y (+ 好 1 
数 1 一 让 十 二 一 :… 的 一 个 目的 , 但 由 于 此 级 数 收敛 缓慢 , 实际 上 并 没有 什么 用 . 取 y = 2 并 计 


算 log2 到 小 数 点 后 三 位 . ] 
(8) 利用 公式 








) /一 结子 ) :这个 级 数 可 以 用 来 计算 og2 这 也 是 计算 级 


log10 = 3log2+ log @ 直 i) 
计算 log 10 到 小 数 点 后 三 位 . 


(9) 证 明 : 如 果 x > 0, 则 有 


2 十 1 1 1 1 
log 兰 沁 十 证 十.… 9， 
z 27 十 1 3(2z+1) 5(2z 十 1)” 
且 当 zz > 2 时 有 
(z — 1)? (z+2) 2 1 5: 2 Ne 
1 一 2 Wy 
(TD 二 art 2Z3 一 37 ts 2Z3 一 37 到 
已 知 log2 = 0.6931471:.. 以 及 log3 = 1.0986122.…, 在 第 二 个 公式 中 取 x = 10 证 明 
log11 = 2.397895.…. (Math. Trip. 1912) 











中 当 w= 0 时 D?arctanx 的 公式 失效 这 是 因为 此 时 arctan (1/z) 没有 定义 ， 容易 看 出 (参见 例 XLV 
第 (15) 题 ), 此 时 arctan (1/z) 必须 定义 为 $xt. 
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(10) 证 明 : 如 果 log2, log5 和 log11 已 知 , 则 公式 
log13= 3log1ll+log5— 9log2 


给 出 log 13 的 一 个 误差 实际 上 等 于 0.000 15 的 近似 值 . (Math. Trip. 1910) 
(11) 证 明 


#3log2=7a+5b0+3c, #3log3=1la+8b+5c $log5= 16a++125+7c, 


其 中 a = argtanh 者 , 5 =argtanh 十 c=argtanh 证 . 


[这 些 公式 使 得 我 们 能 以 任何 精确 度 迅速 求 出 log 2, log 3 和 log 5 的 值 . ] 
(12) 证 明 
= arctan 2 十 arctan < 一 4arctan 2 一 arctan 
2 3 5 239 

并 计算 x 到 小 数 点 后 第 6 位 . 

(13) 将 log {1 一 log (1 一 xz)} 展开 到 zs? 的 需 , 并 推导 出 log {1 十 log (1 十 x)} 的 对 应 展开 
式 . [用 x/ (1 十 x) 代替 x.] (Math. Trip. 1923) 

(14) 证 明 : (1 十 xz) "+” 展 开 成 x 的 短 级 数 的 前 几 项 是 1 十 x 十 zx? 十 3v3. 

(Math. Trip. 1910) 


心 | 己 


(15) 证 明 : 对 很 大 的 z 值 近似 地 有 


2472 





对 z = 10 应 用 此 公式 以 求 得 logioe 的 一 个 近似 值 , 并 估计 所 得 结果 之 精确 度 . 
(Math. Trip. 1910) 
(16) 如 果 








y-1 CD fy 
人 is】 
且 1<y<3, 那 么 y= 一 cothz. 求 2z 的 一 个 在 一 3 < yy < 一 1 内 适用 的 一 个 类 似 的 展开 式 . 
(Math. Trip. 1927) 
(17) 利用 对 数 级 数 以 及 以 下 事实 


log10 2.3758 ~ 0.375 8099， logioe OS 0.4343 
证 明 : 方程 z = 1001ogioz 的 一 个 近似 解 是 237.581 21. (Math. Trip. 1910) 
(18) 将 logcosz 和 logsinz 一 logz 展开 成 z 的 圭 级 数 直到 z4 项 , 并 验证 , 到 z4 为 止 有 


logsinz = 一 logz 一 大 log cosZ 十 经 log cos $x. (Math. Trip. 1908) 


(19) 证 明 : 如 果 -1 < x < 1, 则 有 


站 dt 1 5 1 9 
ba 7 :中 二 四 
0 9 











1 十 女 5 
推导 出 pe 
和 村 NA 二 2log (v2+1 
1 二 : Math. Trip. 1896 
5 9 4V2 ， 


[仿照 第 221 节 那 样 做 , 并 利用 例 XLVIII 第 (8) 题 的 结果 . 类 似 地 对 # 一 :十 十 一 … 求 和 . ] 
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(20) 一 般 地 证 明 : 如 果 a 和 5 是 正 整 数 , 则 
1 1 1 A 
a 5T5T IT 元 =/ 1 十 万 ” 
从 而 可 以 求 得 该 级 数 的 和 . 用 这 种 方法 计算 1 一 王 十 二 一 … 和 去 一 到 十 圭一 … 的 和 . 
222. 二 项 级 数 
我 们 已 经 在 假设 -1 < x < 1 以 及 m 是 有 理 数 的 条 件 下 研究 了 二 项 式 定理 


(第 168 节 ) 
和 (=+ (e+ 


当 m 是 无 理 数 时 , 我 们 有 











(1 十 了) 有 emlog(1+z)， 


d mm 7 mm lo: 六 mC— 
a 


所 以 (1 十 x)” 的 求 导 法 则 仍然 是 一 样 的 , 从 而 第 168 节 所 给 出 的 定理 证 明 仍 然 适 
用 . 剩 下 要 讨论 xz = 1 和 z= -1 的 情形 . 
(1) 当 z= 1 时 , 级 数 是 
mm—1) m(m—1)(m—2?2) 
2! 3! 
如 果 m 十 1 < 0, 则 其 通 项 w 不 趋向 零 ( 例 LXXXIV 第 (3) 题 ). 如 果 么 十 1 > 0， 
则 wh 最 终 将 交 蔡 地 改变 符号 并 递减 地 趋向 零 , 所 以 该 级 数 收敛 . 
为 对 该 级 数 求 和 , 在 第 167 节 的 (1) 中 取 f(z) = (1 十 x)”, 并 用 0 代替 a， 
用 1 代替 h, 得 到 


1 二 m+ 








2™ = wo ul 一 十 Un_1 十 Ry， 


其 中 





m(m—1).…(m—n1 


Be 加 1) . n—1 m—n 
R,, = GT 1 (1—t) (十 dt. 
对 于 很 大 的 ”这 里 的 积分 小 于 n-!( 因 为 m 一 n<0 且 1+t>1). 于 是 


i 





因此 二 项 级 数 对 x 二 1 收 化 当 上 且 仅 当 m > 一 1, 此 时 它 的 和 为 2™. 
(2) 当 x = 一 1 时 , 我 们 可 以 求 该 级 数 的 前 n 十 1 项 之 和 . 如 果 m = 0, 则 此 
和 等 于 1. 反之 , 如 果 取 x = 一 1 以 及 m= 一, 则 其 前 n 十 1 项 之 和 即 为 


1 二 内 十 … LK+1)-.…(4+no1) a ,a 
nl a 


We 
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( 例 LXXXI 第 (5) 题 )， 当 m > 0 时 它 趋向 零 , 而 当 m < 0 时 不 趋向 极限 
( 例 LXXXIV 第 (3) 题 ). 于 是 , 该 级 数 对 x = 一 1 收敛 当 且 仅 当 m>0, 当 m=0 
时 其 和 为 1, 当 m > 0 时 其 和 为 0. 

例 XCIII 

(1) 证 明 : 如 果 一 1 < x < 1, 那么 

(2) 二 次 根 式 以 及 其 他 根 式 的 逼近 . 设 VM 是 一 个 二 次 根 式 , 要 求 它 的 数值 . 设 N? 是 与 
MM 最 接近 的 平方 数 ; 并 设 M = N? +z 或 者 M = N? 一 zx, 其 中 zx 是正 数 . 由 于 z 不 可 能 
于 N, 所 以 xz/N? 比较 小 , 且 VM = NVI 土 (z/N2) 可 以 表示 成 级 数 


下 1.1720 NAN? 
N 们 = 了 ( 忘 ) a + )， 
无 论 如 何 此 级 数 都 是 比较 快 地 收敛 的 . 例如 


-VE 人 (站 ge ale 





























验证 : 取 8 车 ( 头 两 项 所 给 出 的 值 ) 作为 近似 值 是 一 个 比 准确 值 大 的 近似 值 , 其 产生 的 误差 
小 于 32/642, 这 个 数 小 于 0.003. 
(3) 如 果 z 与 N? 相 比 较 小 , 那么 
zr Nr 
0 4 eT 
其 误差 的 阶 是 z4/N7. 用 它 来 计算 V997. 
(4) 如 果 M 与 N3 相差 小 于 这 两 个 数 中 随便 哪个 数 的 百 分 之 一 , 那么 YM 与 3N 十 











3MN-? 相差 小 于 N/ 90 000. (Math. Trip. 1882) 
(5) 如 果 M = N* 十 zx, 其 中 z 与 N 相 比 较 小 , 那么 VM 的 一 个 好 的 近似 值 是 
Sa 27Nz 
56 56N3 14(7M +5N4) 
证 明 : 当 N = 10,z = 1 时 , 该 近似 值 精确 到 小 数 点 后 16 位 . (Math. Trip. 1886) 


(6) 指出 怎样 对 级 数 本 
St 

求 和 , 其 中 已 (n) 是 一 个 关于 n 的 7 次 多 项 式 . 

[如 同 在 例 XCI 第 (7) 题 中 那样 , 将 P(n) 表示 成 40 十 Ain 十 A2n(n 一 1) 十 … 的 形式 . ] 
223. 建立 指数 函数 和 对 数 函 数理 论 的 另 一 种 方法 

现在 我 们 要 来 概述 一 种 方法 , 由 此 方法 可 以 按照 与 前 面 诸 页 中 所 遵循 的 逻辑 次 序 完全 不 同 
的 次 序 来 研究 e* 和 logz 的 性 质 . 这 个 方法 的 出 发 点 是 指数 级 数 1 + z 十 名 十 .…. 我 们 知道 ， 
这 个 级 数 对 所 有 z 的 值 都 是 收敛 的 , 这 样 就 可 以 用 等 式 

2 
exps=1+2+ T+ (1) 

来 定义 函数 exp z. 


223. 建立 指数 函数 和 对 数 函 数理 论 的 男 一 种 方法 


接 下 来 与 例 LXXXI 第 (7) 题 相同 , 我 们 来 证 明 


exp x Xx expYy = exp (z+Yy). 








又 有 
(的 ， 
这 里 p (h) 的 绝对 值 小 于 
1 Ee | 坟 | 











所 以 当 有 一 0 时 p(h) 一 0; 从 而 当 有 hh 一 0 时 有 
exp (z+h)— expz Rs (于 全 !) 








h 
这 也 就 是 
二 exp xX = exp 2Z. 
附带 我 们 证 明了 exp z 是 一 个 连续 函数 . 
现在 可 以 对 进程 有 所 选择 . 记 y = exp z, 并 注意 到 exp 0 = 1, 就 有 
dy _ /da 
ee 
但 是 我 们 可 以 换 一 种 方式 来 做 . 由 (2) 推出 , 如 果 n 是 正 整 数 , 那么 
(exp 7X7)” = exp nx, (exp 1)” = expn. 


如 果 z 是 一 个 正 的 有 理 分 数 m/n, 那么 





{exp (m/m}" = expm = (exp1)™, 
所 以 exp (m/n) 等 于 (exp 1)”” 的 正 的 值 . 这 个 结果 可 以 通过 等 式 


expzexp(—7z)=1 


推广 到 z 取 负 有 理 数 值 的 情形 ; 所 以 对 x 的 所 有 有 理 数值 都 有 





expxX = (expl1) =e", 


这 里 最 后 一 步 是 我 们 的 定义 , 其 中 
Ie 
eT TE 
最 后 , 当 x 是 无 理 数 时 , 定义 er 等 于 exp x. 这 样 , 对 数 就 作为 反 函 数 给 出 了 定义 . 
例 用 类 似 的 方法 , 从 等 式 ( 例 LXXXI 第 (6) 题 ) 


f(m,z)f (m’, 7x) 三 涩 (m+m’,z) 


1 十 (ern) + 


的 理论 , 其 中 -1 < z < 1 


出 发 建立 二 项 级 数 
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224. 三 角 函 数 的 解析 理论 


现在 回 到 在 第 163 节 中 讨论 过 的 一 个 话题 . 

在 整 本 书 中 , 都 假定 读者 了 解 平面 三 角 的 基础 知识 , 并 且 为 了 列举 例证 的 目 
的 , 已 自由 使 用 三 角 哨 数 或 者 所 谓 的 “ 圆 ” 子 数 cos z,sin ztanz,…:， 然而 , 在 
入 163 节 中 我 们 指出 了 : 三 角 学 的 基础 并 不 像 初学 者 所 认为 的 那样 简单 , 这 一 理 

论 的 通常 表述 依赖 于 某 些 需要 仔细 分 析 的 预备 知识 . 
至 少 存在 四 种 明显 的 方法 , 可 以 用 这 些 方法 构造 出 三 角 函 数 的 解析 理论 . 

( 几何 方法 . 最 自然 的 方法 是 尽 可 能 紧密 地 效仿 通常 教科 书 中 的 程序 , 将 它 
们 所 用 的 几何 语言 翻译 成 分 析 的 语言 . 第 163 节 曾 经 讨论 过 这 个 问题 , 并 断言 它 
包含 一 个 且 仅 含 有 一 个 严重 的 困难 . 我 们 需要 证 明 : 要 么 圆 的 任何 一 段 弧 都 有 一 
个 称 为 它 的 长 度 的 数 与 之 相关 联 , 要 么 圆 的 任何 一 个 扇形 都 有 一 个 称 为 其 面积 的 
数 与 之 关联 . 这 些 要 求 是 可 以 选择 的 , 而 当 其 中 任何 一 个 要 求 得 以 满足 时 , 三 角 学 
就 有 了 稳固 的 基础 . 通常 采用 第 一 种 选择 , 将 三 角 学 建立 在 长 度 的 基础 上 ; 但 是 第 
7 章 包 含有 关于 面积 而 不 是 长 度 的 一 个 精确 的 讨论 , 所 以 我 们 自然 倾向 于 第 二 种 
选择 . 

( 芝 无 穷 级 数 方法 ， 在 许多 分 析 专 车 中 采用 的 第 二 种 方法 是 将 三 角 函 数 定义 
成 第 223 节 中 所 定义 的 指数 函 多 人 用 等 式 


(1) cosZ 一 工 一 | 本 sinz = Re 可 
定义 cosz 和 sin zx. 这 些 级 数 对 x 的 所 有 实数 值 都 是 绝对 收敛 的 , 而 且 可 以 如 同 


在 第 223 节 中 那样 作 乘积 . 这 就 得 到 公式 

cos (z+Yy)=cosrcosy— sinvsiny 
以 及 三 角 学 中 其 他 的 加 法 公式 . 周期 性 稍微 有 一 点 儿 麻 烦 . 由 (1) 可 以 证 明 : cosz 
( 它 对 很 小 的 z 的 值 取 正 值 ) 在 区 间 (0,2) 中 恰好 改变 符号 一 次 (比方 说 在 z = ); 
再 用 等 式 3 ==& 定义 x. 则 容易 证 明 sin 5x = 1,cos rt 二 一 1,sinxt 二 0; 而 由 加 法 
公式 得 出 等 式 











cos (z+N)=—cosr, sin(t+n) = 一 Sin 2. 
在 此 定义 基础 上 对 该 理论 的 一 个 详尽 说 明 可 以 在 Whittaker 和 Watson 合 著 的 
Modern 一 书 附录 A 中 找到 . 
理论 令 人 非常 满意 , 不 过 , 将 cos z 和 sin z 看 成 复 变 量 z 的 函数 要 比 在 
le 竺 要 更 加 自然 . 
(证 ) 用 无 穷 乘 积 定义 正弦 函数 . 第 三 种 方法 是 用 等 式 


02 zx? x? 
et 


定义 sin z. 这 个 方法 有 诸多 便利 之 处 , 不 过 它 自 然 要 求 无 穷 乘积 理论 方面 的 知识 . 








224. 三 角 函 数 的 解析 理论 ”353 
(iv) 用 积分 定义 反 函 数 . 还 有 第 四 种 方法 , 它 效仿 本 章 处 理 对 数 函 数 同 样 的 
路 线 , 因而 在 这 里 更 为 适用 . 首先 用 等 式 
1) = (=actans = 人 
( y=Y (7) = 三 人 -二 人 
定义 z 的 反正 切 函 数 . 对 于 z 的 每 个 实数 值 , 这 个 等 式 定 义 了 唯一 一 个 y 值 . 由 


于 被 积 函 数 是 偶 函 数 , 所 以 y (x) 是 x 的 奇 函 数 . 又 因为 y 连续 且 严 格 增 加 , 根据 
第 110 节 可 知 , 存在 一 个 反 函 数 x = x (y), 它 也 是 连续 且 严 格 增 加 的 . 记 


(2) T=7(y)= tany. 
如 果 用 等 式 
元 2 人 
® 页 于 / 1 十 万 
定义 则 zz(y) 对 一 x <y< 3 有 定义 . 
现在 记 
4) < siny=— 
( Tr Vi ， 


其 中 的 平方 根 取 正 值 ， 从 而 cosy 和 siny 就 对 一 4x < y < 7 有 了 定义 ， 当 
一 红 时 , x 一 co, 因此 cosy 一 0 且 siny 一 工 我 们 用 等 式 

(5) cos 3 一 0， Sin 3 一 1 
来 定义 cos 57 和 sin 3 这样 cosy 和 siny 就 对 -二 < 所 3 有 了 定义 , 而 
tany 就 对 -ix <y < 3 有 了 定义 . 

最 后 , 对 于 在 区 间 (一 jn, 3z0 之 外 的 y 值 , 用 等 式 

(6) tan(y+Nn)=tany, cos(y+N)=—cosy, sin(y+7)=—siny 
来 定义 tany,cosy 以 及 siny, 这 就 将 定义 成 功 地 扩展 到 了 区 间 





(am ar ， 37.327), (am 一， (27 27), 

这 样 一 来 , 正切 函数 就 对 除了 (+ 二 7 (其 中 大 是 整数 ) 以 外 的 所 有 J" 值 都 有 
定义 .而 对 这 些 值 (二 4 元 定义 失效 ; 当 y 趋向 这 些 值 中 的 一 个 值 时 , tany 赵 
向 十 oo 或 者 -00, 其 符号 根据 y 是 从 下 面 还 是 从 上 面 趋向 所 讨论 的 那个 数值 而 
定 . 另 一 方面 , 对 所 有 的 y 值 , cosy 和 siny 都 有 定义 , 且 都 是 连续 的 . 

例如 , 当 y 一 (Kk 十 引 )T 一 0 时 tany 一 十 co. 如 果 将 -0 改 为 +0, 则 结论 中 极限 的 符号 
要 反 过 来 . 

为 了 看 出 cosy 对 于 y = #7 是 连续 的 , 注意 : (i) 根据 定义 有 cos #7 = 0, (ii) 根据 (4)， 
当 y 一 7 一 0 时 有 cosy 一 0， ( 阁 ) 根据 (4)， 4 一 一 和 十 0 时 有 cosy 一 0, 于 是 根据 (6) 
可 知 , 当 y 一 AX 十 0 时 有 cosy 一 0. 





中 原 书 此 处 将 y 误 写 为 x. 一 一 译 者 注 
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我 们 首先 定义 arctan x 和 tany, 然后 用 tany 定义 cosy 和 sin y. 我 们 也 可 以 将 arcsin x 
和 siny 作为 基本 函数 加 以 处 理 . 在 此 情形 , 对 区 间 (一 1,1) 中 的 x 值 用 等 式 











=Yy (zx) = arcsinz = ,| 上 
人 ~ Jo vi-=& 
正 
定义 arcsin x 其 中 的 平方 根 取 正信 将 它 反 过 来 就 定义 了 siny; 用 3 = 人 - 生 定义 天 
0 J 


再 用 

cosy = V1— 72, tany = 有 (1<z<1) 
定义 cosy 和 tany. 我 们 所 采用 过 的 做 法 稍微 更 方便 一 些 . 
225. 三角 函 数 的 解析 理论 ( 续 ) 


现在 来 给 出 所 有 必要 的 定义 , 也 就 是 在 第 224 节 中 用 标 有 数字 的 等 式 所 表示 
的 那些 定义 . 这 一 理论 的 进一步 发 展 依赖 于 加 法 公式 . 











首先 注意 到 
(+z) (+) = 1-7) 十 (十 乃 ， 
所 以 
dz dy _ (1+y)dz+(l+z)dy 
lto 1+ (lz) +(e+) 
_ (zd(r+) -+WAl -IY) dz 
人 全 让 1+22 
其 
其 中 了 
1 一 zy 
这 就 告诉 我 们 有 


arctan2 十 arctany = arctan zi 


但 是 这 些 函 数 是 多 值 函数 , 因此 对 公式 需要 做 更 细致 的 检查 . 
记 
4 十 从 Es t— Zi 
rw J 1++zwit’ 





则 

dt 1 Zi(Zit+u) 1+21 

du 1—ziu (zu (1 ww) 2 
这 样 一 来 上 和 总 是 在 同样 的 意义 下 变化 . 当 t 从 一 00 增加 到 一 1/z1 时 , v 从 
1/zi 增加 到 co, 而 当 寺 从 -1/za 增加 到 co 时 , w 从 -co 增加 到 1/z1， 又 当 
t= 二 zi 时 =0, 而 当 t+=0 时 w= 一 z1.2 





@ 读者 应 当 画 出 将 每 一 变量 视 为 男 一 变量 的 函数 图 形 . 
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现在 假设 x。 取 任何 一 个 这 样 的 值 ,使 得 v 的 取 值 区 间 (一 z1,x2) 不 包含 
点 二 1/z1 (在 久 == 1/z1 这 一 点 t 取 值 为 无 穷 )， 如 果 zl > 0, 则 zz 必定 
小 于 1/z1, 如 果 zi < 0, 则 zs 必定 大 于 1/z1. 在 这 些 情形 , 当 w 从 一 xz1 增加 或 
者 减少 到 zs 时 ,上 就 从 0 增加 或 者 减少 到 























021 十 22 
1— TX1T2 
由 于 
1 (1-— Z1U)” 
1+ (1+23) (+ we) 
我 们 就 有 
21 十 Z2 三 dt 人 du 
arctan x =arctan 一 一 一 一 一 -一 
一 2172 0 1 十 如 zi 工 十 42 
- 广 du [ du a du Re du 
ho 1+w oltw Jo lt+w o 工 十 2 
=arctan zx1 十 arctan22. 
如 果 现 在 记 


y=arctanz, Yi =arctanzi1, vY2 = arctan x,, 


就 有 y= yi 十 y2 以 及 

(1) tan (1+y2)= x= 
这 就 是 正切 函数 的 加 法 公式 . 

此 公式 目前 仅仅 对 于 有 某 种 限制 的 变量 值 给 出 了 证 明 . 这 个 限制 条 件 是 : 如 
果 zl > 0, 则 za <1/zi, 如 果 z<0 则 za >l/zi. 当 zli>0 且 za 从 下 方 
趋向 1/z1 时 , 有 x 一 co 以 及 y 一 3 当 zi <0 且 x。 从 上 方 趋向 1/zl 时 ， 
有 z 一 -oo 以 及 y 一 一 57 于 是 , 我 们 的 限制 条 件 可 以 总 结 如 下 : my2 以 及 
1 十 如 必须 全 部 落 在 区 间 (一 #7, 3) 之 中 ， 

然而 , 这 些 限制 条 件 是 不 必要 的 . 

关于 wi 十 wy 的 限制 条 件 是 从 区 间 (一 zi, za) 不 包含 1/z1 这 一 假设 提出 来 的 . 
假设 这 一 条 件 不 成 立 , 例如 , 为 了 固定 起 见 , 我 们 假设 x1 > 0 且 za > 1/z1. 这 
样 的 话 , 当 从 一 zi 增加 到 za 时 , t 就 从 0 增加 到 co, 然后 它 改变 符号 , 并 且 
从 -co 增加 到 z. 这 样 就 有 


人 du - 广 dt a dt 
ol+w Jo 1l1+t /wl+# 


人 二 a or je dt T+ arcta 
至 | = rctan x. 
0 1 十 妇 1+t /1+t 


21 十 Z2 tan yi + tan y2 
1 一 ZiZ2 1 tany tany 
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从 而 


arctan x = arctan x1 + arctan zx» — 7, 
所 以 , 根据 (6) 就 有 


tan (yi+ vy2)=tan(yi iy —7)= tany 


21 十 2 tan yi 十 tan yo 


1-2zi 1- tany tany 
可 以 类 似 地 处 理 zi < 0 的 情形 . 由 此 推出 : 只 要 yt 和 yo 落 在 (一 J 3 
之 中 , 则 (1) 成 立 . 
最 后 , 由 于 (1) 的 每 一 边 都 是 yi 或 者 ys。 的 周期 函数 ， 因 此 根据 (6), 除了 
当 yi, yz 或 者 yi 十 yo 是 37 的 奇数 倍 的 情形 之 外 ，(1) 都 是 无 保留 地 成 立 , 而 
在 1, yz 或 者 yi 十 y2 是 37 的 奇数 倍 的 情形 , 它 没有 意义 . 


226. 三 角 函 数 的 解析 理论 ( 续 ) 
由 第 225 节 的 (1) 以 及 第 224 节 的 (4) 得 到 





(1 — tany tany2)” 
1 + tan? Yi) (1 十 tam2 y2) 





cos (y+ 2) =7 


> 人 
一 (cosWicosya — siny siny2), 


从 而 





cos (Yi + Yy2) = 土 (cos wi cos v2 — sinYy1 sin y2). 


为 确定 它 的 符号 , 令 ys = 0. 该 等 式 化 为 cosyi = 土 cost1, 所 以 当 yo = 0 时 必须 
取 正 号 . 因为 当 yo 增加 x 时 两 边 都 改变 符号 ,所 以 当 yo 是 zt 的 任意 倍数 时 公式 成 
立 ( 取 正 号 ). 此 外 , 两 边 都 是 ys 的 连续 函数 , 所 以 符号 仅 当 每 一 边 都 为 零 时 才 可 能 
改变 . 也 就 是 说 , 两 边 符号 的 改变 仅 对 于 取 值 为 … ,一 7 一 Yi, Tt 一 V1 3 一 V1，…… 
时 才 是 可 能 的 , 在 每 个 长 度 为 x 的 区 间 中 只 有 一 个 这 样 的 值 . 由 于 我 们 已 经 看 到 ， 
在 每 个 这 样 的 区 间 中 有 一 个 ys。 的 值 使 得 符号 是 正 号 , 由 此 推出 它 必 定 总 是 取 正 
号 . 于 是 








(2) Cos (Yi + Y2) = cosWicosya — sin yi sin yo; 
关于 sin (yi 十 多) 的 公式 可 以 类 似 地 加 以 证 明 . 
第 9 章 杂 例 


1. 给 定 logioe 污 0.4343, 且 21 和 32 近似 等 于 10 的 寡 , 计算 logio 2 和 logio 3 到 小 数 
点 后 第 四 位 . (Math. Trip. 1905) 
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2. 证 明 : 如 果 n 是 任意 一 个 不 是 10 的 寡 的 正 整数 , 则 logjo n 不 可 能 是 有 理 数 . [如 果 n 
不 能 被 10 整除 , 且 logjon = p/g, 就 有 10? = m2, 而 这 是 不 可 能 的 , 这 是 因为 10? 以 0 结尾 ， 
而 n? 则 不 然 . 如 果 mn = 10"N, 其 中 NN 不 被 10 整除 , 那么 logjo N 不 可 能 是 有 理 数 , 于 是 





logion =a+t+logio N 


也 不 可 能 是 有 理 数 . ] 

3. 对 什么 样 的 z 值 , 函数 log z,loglog x,1log log log x,:… (a) 等 于 零 , (b) 等 于 1, (c) 没 
有 定义 ? 也 对 函数 lz, lz, lllx,…. 讨论 同样 的 问题 , 其 中 lz = log |z|. 

4. 证 明 : 





logz— 的 log (z 十 1) 十 © log (z+2)—……:++ (1)" log (z+n) 
负 的 , 当 x 从 0 增加 到 oo 时 , 该 函数 递增 到 0. 
[该 函数 的 导数 是 


nl 


Cy (a (z+1):.… (z+n)’ 
将 右边 分 解 成 部 分 分 式 容 易 看 出 此 结果 . 这 个 表达 式 是 正 的 , 且 当 z 一 ce 时 该 函数 本 身 趋向 














零 , 这 是 因为 log (z 十 7)==logx+o(1) 且 1 一 (?)+(%) 一 …=0.] 
5. 证 明 : Ei 
d\ logz _ (-1)"n! E 1 
(总 ) nL (ss 1 SA ;) 
(Math. Trip. 1909) 
6. 如 果 z > 一 1, 那么 x2? > (1 十 zx) {log (1 十 xz)}. (Math. Trip. 1906) 
[ 令 1 十 x =es, 并 利用 当 & > 0 时 sinh& >& 这 一 结果 . ] 
rgn, log (1 十 Z) 2 ww ; 十 鬼 庇 油 
7. 证明 : 二 和 二 两 者 当 x 从 0 增加 到 oo 时 均 递 减 . 
8. 证 明 : 当 x 从 一 1 增加 到 oo 时 , 函数 (1 十 x)-'? 取 0 和 1 之 间 的 每 个 值 一 次 且 恰 好 
一 次 . (Math. Trip. 1910) 
、 le 1 1 1 
9. 证 明 : 当 xz 一 0 时 re > 
证 明 : 当 z 从 一 1 增加 到 oo 时 ， ei 一 二 从 1 递减 到 0. [该 函数 在 z = 0 没 


有 定义 , 但 是 , 若 当 x = 0 时 赋予 函数 值 3, 则 在 x = 0 它 变 为 连续 . 利用 第 6 题 证 明 它 的 导数 
是 负 的 . ] 
11. 证 明 : 
V(r)= 3sinrtanz— logsecxr 
在 0<z< 7 取 正 值 且 为 增 函 数 , 又 对 很 小 的 x 有 (x) = O (z5)， (Math. Trip. 1930) 


12. 加 
人 3/% (1+sect)logsectdt 


ws logsecz{Zz 二 log(secZz 十 tanz)j 
那么 (i) 6 (z) 是 偶 函 数 ; (i 对 于 很 小 的 x, 近似 地 有 %(z) = 1 十 各 x 和; (了 ) 当 zx 取 小 于 3 
的 值 趋向 3 时 , $ (2) 一 3. (Math. Trip. 1930) 
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13. 证 明 : 如 果 x 大 于 2log M 和 16N? 中 之 较 大 者 , 则 有 e* > Mzv, 这 里 M 和 N 是 
很 大 的 正 数 . 
[容易 证 明 logx < 2Vz; 所 以 , 如 果 


rT>1logM+2NVz, 





则 给 定 的 不 等 式 肯定 满足 , 因此 , 如 果 #3x > log M, 32 > 2NVz, 那么 所 给 的 不 等 式 也 就 一 定 
满足 . ] 
14. 证 明 : 数列 


趋向 无 穷 要 比 无 穷 大 的 指数 尺度 中 的 任何 成 员 趋 向 无 穷 的 速度 都 要 快 . 

[ 设 el (z) = e”, ez (z) = ee1(”), 如 此 等 等 ,那么 , 如 果 ex (z) 是 指数 尺度 中 的 任何 一 个 成 
员 , 当 n > 上 时 就 有 an > ex (n). ] 

15. 如果 p 和 9 是 正 整数 , 那么 , 当 一 co 时 有 








ee (2 
pn+i+l pn+it+2 qn 8 pj 
[参见 例 LXXVIII 第 (7) 题 . ] 


16. 证 明 : 如 果 z 是 正 数 , 那么 , 当 n 一 co 时 有 nlog 人 (1+z”)} 一 一 $logz. [我 
们 有 


nlog 3 (+ 可 人) 一 mlog 1— 3 (1-w) sn (1 za/ lg(1-%) 
2 2 5 


其 中 心 二 3 (1 = Gn ) 现在 利用 第 216 节 以 及 例 LXXXIII 第 (3) 题 . ] 
17. 证 明 : 如 果 a 和 是 正 数 , 那么 








全 (a 上 a 
[ 取 对 数 , 并 利用 第 16 题 . ] 
18. 证 明 


1 1 1 1 1 
1 十 = 十 二 十 … 十 一 一 二 =1 log2 十 二 1 
ee 


其 中 7 是 Euler 常数 . ( 例 XC 第 (1) 题 ). 








19. 证 明 
ee 
3 2 5 7 4 9 2 8 
这 个 级 数 是 由 级 数 1 一 直 十 圭一 .… 交替 地 取 两 个 正 项 然后 接 一 个 负 项 做 成 的 . [前面 3n 项 之 
和 和 是 
Dd A 
3 5 4n—1 2 2 Nn 





1 1 1 
=31g2n+log2+ 37+0(1)— 3 {logn+7y+o(l)}.] 
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20. 证 明 了 
> i = —3+ 3D3nt1— Dn 一 Sn， 
其 中 5 =1 二 3 十 … 十 广 ，Ds = 工 二 了 + 十 元 二 二 由 此 证 明 : 该 级 数 延续 到 无 穷 的 和 为 
-3 十 zlog3 十 2log2. (Math. Trip. 1905) 


21. 证 明 : 四 个 级 数 的 和 


ee 2 2 nti nt 








22， 研 究 级 数 的 敛 散 性 : 


人 (we) 


ntl 





(Math. Trip. 1935) 
23. 对 于 a,b,c 的 所 有 实数 值 检验 


> neeVnteni 


的 敛 散 性 . (Math. Trip. 1925) 
24， 将 级 数 > wu 重 排 成 


十 U2 十 U4 十 U3 十 U5 十 U7 十 U9 十 Ue 十 Us 十 … 十 U20 十 W111 十 …- 


的 形式 (一 个 奇 序 项 , 然后 接 两 个 偶 序 项 , 再 接 四 个 奇 序 项 , 又 接 八 个 偶 序 项 ，. … …: ) 
ED Wt ce ne 
Wo 
时 检验 其 重 排 级 数 之 敛 散 性 . (Math. Trip. 1930) 


25. 证 明 : nl (a/n)” 趋 向 0 还 是 趋向 co, 要 根据 a < e 还 是 a > e 来 决定 . 
26. 证 明 : 如 果 如 = nle*n-"- 妆 ,那么 





推 证 : 如 果 a 是 一 个 固定 的 数 , 且 s 是 最 接近 于 av 的 整数 , 则 有 


2 ) / 加 0 (Math. Trip. 1928) 
Nn 二 5s Nn 


27. 如 果 wm > 0 上 且 wo 1- s+0( 二) 那么 wn ~ Kn “其 中 天 是 常数 . [因为 





Un+1 a 
log et! = 一 二 十 pn 
og 志 +p 
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n—l n—l 


5 
0 
| 
| 
| 
Q 
| 
直 
oy 
S 
| 
| 
SQ 
eh 
0 
S 
十 
十 
忆 
十 
© 


其 中 H = 3 pv.] 


28. 证 明 
(a 二 +1)(a+2):…(a+n) 


(G41 (GF)... (+n) 

其 中 KK 是 常数 . [利用 第 27 题 . 
29. 按照 例 XC 第 (6) 题 的 记号 , 证 明 (wn/sn) 与 un 同 收 敛 或 者 同 发 散 ，[ 在 收敛 

的 情形 证 明 是 同样 的 . 如 果 >” wm 发 散 , 且 从 n 的 某 个 值 开 始 有 wn < sn-1, 那么 ss < 2sn-1， 
因此 由 (wn/sn-1) 的 发 散 性 即 得 出 (wi/sn) 发 散 ， 另 一 方面 ， 如果 对 无 穷 多 个 n 值 
有 un > sn-1 成 立 (正如 一 个 快速 发 散 的 级 数 有 可 能 发 生 的 那样 ), 那么 对 所 有 这 些 n 值 有 














30. 证 明 : 如 果 z > 一 1, 那么 
1 1 1! 
CT CTUCTJ (ria) r+) 


al 
EE 





(Math. Trip. 1908) 
[1/ (z + 1)? 与 该 级 数 的 前 ,项 和 之 间 的 差 是 
1 nl 
(z+1) (z+2) (r+3). (r+n+t1). 





] 














31. 求 
Qo 十 QiZ 十 … 十 arzr” 入 0 十 和 17 
pb0 十 大 十 十 DZ 
当 xz -yco 时 的 极限 , 区 别 可 能 出 现 的 不 同情 形 加 以 讨论 . (Math. Trip. 1886) 


32. f(xy) = f(x) f(y) (其 中 是 可 微 函数 ) 的 通 解 是 x”, 其 中 a 是 常数 ; 而 
f (z+ +f (rz—y)= 2f (7) f(y) 
的 通 解 是 cosh az 或 者 cos az, 这 要 根据 f”(0) 是 正 数 还 是 负数 来 确定 . [在 证 明 第 二 个 结果 
时 , 假设 f 有 三 阶 导 数 . 那么 
2f (2) + of (2) + 0(y) = 2f (2) {1 (0) + yf (0) + 51 (0) +0 四】 
于 是 f(0)=1,f (0)=0,f" (zx)= f° (0)f (x).|] 
33. 方程 ee = ax 十 b 当 a <0 或 者 a = 0,b>0 时 有 一 个 实 根 . 当 a > 0 时 它 有 两 个 实 


根 或 者 没有 实 根 , 这 要 根据 aloga > b 一 a 还 是 aloga < 5 一 a 来 决定 . 
34， 通 过 对 图 形 的 考虑 来 证 明 : 方程 


ez 一 az2 十 207 十 c 


当 a > 0 时 有 一 个 实 根 、 两 个 实 根 或 者 三 个 实 根 , 当 a < 0 时 没有 实 根 、 有 一 个 实 根 或 者 有 两 
个 实 根 ; 并 指出 怎样 区 分 这 些 不 同 的 情形 . 
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35. 证 明 : 方程 
a2ez 一 7 


当 a? < 4e ”时 有 三 个 实 根 , 且 当 a 很 小 时 , 一 个 小 的 正 根 是 


2 


a 十 a? 十 3a3 十 … (Math. Trip. 1931) 
36. 求 方程 , 它 给 出 x 的 值 使 
2 2 
y= Ae” + Be (*-° 


是 一 个 平稳 值 , 并 证 明 : 与 xz 的 这 个 值 zk 对 应 的 y 值 是 





Ac 22 
| 
又 证 明 : 当 4, B,c 是 正 数 时 , 该 方程 恰好 有 两 个 根 , 一 个 根 大 于 c, 另 一 个 根 是 负数 , 它们 分 别 
与 最 小 值 以 及 最 大 值 相 对 应 . (Math. Trip. 1923) 


37， 面 出 向 线 y = 上 log (一 !) 的 图 形 , 证 明 点 (o. 3) 是 一 个 对 称 中 心 , 当 xz 取 所 有 


实数 值 增 加 时 , y 从 0 递增 到 1. 推 证 方程 


1 (一 
— log 一 Q 
7 es 


没有 实 根 , 除非 有 0 < a < 1, 且 当 0 < a <1 时 它 有 一 个 实 根 , 此 实 根 的 符号 与 a 一 去 的 符号 


相同 . [首先 ， 
1 1 ez 一 1 | 了 = sinh 3 
yl 


dy 1/1 1 sinh 3% 
时 -二 {oom 1 os ( 于 、 


当 z 一 0 时 大 括号 内 的 函数 趋向 零 ; 它 的 导数 为 


ee 
sinh 3% ， 


它 与 z 的 符号 相同 . 因此 对 所 有 的 x 值 有 dy/dz > 0. ] 
38， 画 出 曲线 y = ex*Vz5 十 27 的 图 形 , 并 证 明 : 如 果 a 是 负数 , 则 方程 


el/*Vz2 十 27 一 a 




















没有 实 根 , 而 当 
0<aw<a=eVv2 2 十 2V2 
时 , 它 有 一 个 负 根 , 又 当 a > a 时 , 它 有 两 个 正 根 和 一 个 负 根 . 
2 n 
39， 证明 : 如 果 n 是 奇数 , 则 方程 户 (2) 二 1 二 2 十 全 十 … 十 = 0 有 一 个 实 根 , 而 当 
n 是 偶数 时 , 它 没 有 实 根 . | | 
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[假设 对 n = 1,2,… ,2k 已 经 证 明了 此 结论 . 那么 for4+1 (z) = 0 至 少 有 一 个 实 根 , 这 是 因 
为 它 的 次 数 是 奇数 , 且 它 不 可 能 有 更 多 的 实 根 , 这 是 因为 , 如 果 它 还 有 一 个 实 根 , 那么 Psi (7)， 
也 即 fon (z) 就 至 少 一 次 取 值 为 零 . 于 是 fon41 (x) = 0 恰 只 有 一 个 根 , 所 以 forn42 (zx) = 0 不 
可 能 有 多 于 两 个 根 . 如 果 它 有 两 个 根 , 比方 说 是 a 和 6, 那么 /hj+a (2), 也 即 for+1 (x) 必定 在 
Qa 和 6 之 间 至 少 一 次 (比方 在 点 7) 取 值 为 零 ; 故 有 
2K 十 2 


f2r+2 (7) = for+1 (Y) 十 i > 





但 是 当 x 很 大 ( 取 正 值 或 者 负 值 ) 时 fox42 (z) 也 是 正 的 , 又 从 图 形容 易 看 出 , 这 些 结论 是 互相 
矛盾 的 . 从 而 for42 (z) = 0 没有 实 根 . ] 
40. 证 明 : 如 果 a 和 "是 正 数 且 几 乎 相等 , 那么 近似 地 有 


1 1 1 
woo) 
其 误差 大 约 为 寺 (a 一 0)”a 3 [利用 对 数 级 数 . 由 于 这 个 公式 曾 被 Napier 用 来 进行 对 数 的 数值 
计算 , 因此 有 其 历史 意义 . ] 
41. 用 级 数 乘法 证 明 : 如 果 -1 < x < 1, 那么 


1 a ly IN 。 1 1 1N， 
5 {log (1 + 72)} 2 了 (+3)z i 1 十 了 十 3 7 


3 (arctan zj 3 了 (二 二 二 二 (二 于 二) 到 




















4 3 6 3 5 


2 nn 
dT (itet a 气 ) 展开 成 x 的 特级 数 的 前 上 2 项 是 
PR 二 1 z 02 1 7 
5 人 
(Math. Trip. 1899) 
) 展开 成 的 过 级 数 展开 式 中 前 面 几 项 是 








43. 证 明 : ep 人 ( ba 


十 s 十 1 


你 r™ 
. Math. Trip. 1 
“全 网 2 (Math. Trip. 1909) 











44. 利用 恒等式 
log (1 — 2*) =log(1— 7x)+log(1+z+z’) 


来 证 明 : 如 果 & 不 是 3 的 倍数 , 则 


(CD 一 JI 
Ek<ngk (k—n)!(2n— Rk)! 
等 于 -1 而 当天 是 3 的 倍数 时 , 它 等 于 2k! (Math. Trip 1932) 


45. 证明 : 如 果 z 很 小 , 而 y 是 (1 十 z 十 xz?)” ”的 正 的 值 , 则 有 
4 二 er 十 人 二 3z+ O 人 9) } 


第 9 章 杂 例 


求 y 和 YY 当 zx 取 正 值 以 及 取 负 值 趋向 零 时 的 极限 , 并 概略 画 出 y 在 x = 0 附近 的 图 形 . 
(Math. Trip. 1924) 


dz 1 1o 
o (z+a)(z+b) a—b 8 7/ 


47. 证 明 : 如 果 a, 8,7 全 都 是 正 数 , 且 82 > ay, 那么 





46. 证 明 : 如 果 a >。b>0, 则 有 





ye dz a 1 证 B+vVB—ayl. 
0 a22 十 267 十 7 B2— ay VGT 


并 在 a > 0 以 及 ay > 82 的 情形 计算 此 积分 . 
48. 证 明 : 如 果 a > 一 1, 那么 





[ dz As 32 du 
1 (z+a)vx?—1 o cosht+a 1 2 十 2au 十 1 
并 推导 出 : 当 -1< a < 1 时 , 该 积分 的 值 为 








oo te 
VI— az l1+a’ 
而 当 a > 1 时 , 其 值 为 
1 1o Vat+l+vaml 2 Sree a—1 
Va2—1 en Va2 一 1 Q 十 工 











对 a = 1 的 情形 加 以 讨论 . 
49. 如 果 0<a<1,0<6<1, 那么 
dz 1 lo 1+ vap 
Var rip) Ve 1 vas 
50. 证 明 : 如 果 a > b > 0, 那么 











三 d0 加 元 
_w aCcosh0+bsinhO a2 02 


1 1 
1 3 3 3 .1 2 1 

l 1 d l dz 一 二 
/ro 人 (t+ ;7) 3183 < 了 人 = > 6° 


51. 证 明 














1 sg 
1 2 (nC—1) 
Be dz n 
元 二 n>1 
o {z+vVr+t+l}y mm—l 人 ) 
1 
— =2V3, 
I 





加 1 
三 1 一 log2)， 
， ED a\ 82) 





[ (1 十 ez) TS z) 


(Math. Trip. 1913, 1928, 1932, 1933, 1934) 
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52. 证 明 








各 Ce ooe 
/ logz es | logz 3 / logz de 
0 工 十 22 1 工 十 22 0 工 十 22 
并 推导 出 结论 : 如 果 a > 0, 则 有 


”logz Tn 
_ BT dz 一 Tloga. 
A ie 2a 





[利用 代 换 xz = 1/t 以 及 z= av. ] 
53. 证 明 : 如 果 a > 0, 则 有 / log ( 十 5 dz = rta. [分 部 积分 . ] 
54， 证明: 





lim (1—#)3 (t+t tt +t+...) =/ er dz， 
t 一 1 一 0 0 

(Math. Trip. 1932) 
[由 第 180 节 推 出 有 


nh 


(n+lDh 2 了 27 2 2 
/ e ”dz < hy je” 6 | e ”dz. 
hn Sr 0 


取 t=e-” 并 令 n 一 co. ] 


第 10 章 ， 对 数 函 数 、 指 数 函 数 以 及 
三 角 函 数 的 一 般 理 论 


227. 单 复 变 函数 
在 第 3 章 我 们 定义 了 复 变量 
2 一 2 十 这 ,9 


并 且 研 究 了 像 多 项 式 P(z) 这 样 的 几 类 包含 z 的 表达 式 的 简单 性 质 . 自然 把 这 样 
的 表达 式 称 为 z 的 函数 , 事实 上 , 我 们 的 确 曾 把 商 P(z)/Q(z)( 这 里 P(z) 和 Q(z) 
是 多 项 式 ) 称 为 “有 理 函 数 ” 不 过 我 们 还 没有 对 z 的 函数 给 出 一 般 性 的 定义 . 

看 起 来 , 用 定义 实 变量 x 的 函数 同样 的 方法 来 定义 z 的 函数 是 很 自然 的 , 也 
就 是 说 : 2Z 是 > 的 一 个 函数 , 如 果 > 和 2 之 间 有 某 种 关系 , 根据 这 种 关系 , 2 的 
一 个 值 或 者 诸 个 值 与 z 的 某 一 个 值 或 者 所 有 的 值 相对 应 . 但 是 经 过 进一步 仔细 检 
验 将 会 发 现 , 从 这 个 定义 中 得 不 出 任何 对 我 们 有 益 之 处 . 因为 , 如 果 给 定 了 >, 则 >z 
和 vy 的 值 也 就 给 定 了 , 而 反 过 来 , 指定 z 的 一 个 值 与 指定 x 和 y 的 一 对 值 完 全 是 
一 回 事 . 这 样 一 来 , 按照 所 给 出 的 定义 ,“z 的 函数 ”只 不 过 就 是 两 个 实 变 量 zZ 和 
的 一 个 复 函 数 





f(x,y) +ig(z,y) 


而 已 . 例如 ， 


ziy, zy, |z|= Vit+y, amz = arctan(y/Z) 


都 是 “z 的 函数 ”这 一 定义 尽管 完全 合理 , 但 没有 多 少 价值 , 因为 它 实 际 上 完全 没 
有 给 出 新 的 思想 . 

于 是 , 更 为 方便 的 是 在 较为 限制 的 意义 下 利用 “一 个 复 变量 z 的 函数 ”这 样 
的 表达 方式 , 或 者 换 句 话说 , 是 从 两 个 实 变量 x 和 y 的 一 般 性 的 复 函 数 类 中 挑选 
出 一 类 其 表达 式 有 所 限制 的 特殊 函数 . 如 果 要 解释 如 何 作 出 这 种 选择 以 及 所 选择 
的 特殊 函数 类 有 何 特征 性 质 , 这 将 远 远 超出 本 书 的 范围 ， 因 此 我 们 不 打算 给 出 任 
何 一 般 性 的 定义 , 而 仅 限 于 对 一 些 特殊 的 函数 直接 给 出 其 定义 . 





外 一 般 来 说 , 在 本 章 我 们 将 会 发 现 , 将 x 十 yi 写成 z 十 iy 会 更 加 方便 . 
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228. 单 复 变 函数 ( 续 ) 


我 们 已 经 定义 了 z 的 多 项 式 ( 第 39 节 )、z 的 有 理 函 数 (第 46 节 ) 以 及 z 的 根 
(第 47 节 ). 将 在 实 变 量 z 的 情形 所 给 出 过 的 (第 26~27 节 ) 显 式 的 或 者 隐 式 的 代 
数 函 数 的 定义 延 拓 到 复 变 量 也 没有 困难 . 在 所 有 这 些 情形 , 我 们 都 将 把 复数 > 
点 z 的 宗 量 (第 44 节 ) 一 一 称 为 所 研究 的 函数 f(z) 的 自 变量 . 本 章 主 要 定义 z 的 
对 数 函 数 、 指 数 函 数 以 及 三 角 函 数 也 即 圆 函 数 , 并 确定 它们 的 主要 性 质 . 这 些 函 数 
到 目前 为 止 都 仅仅 是 对 z 的 实数 值 定义 的 , 而 对 数 仅 对 正 数 有 定义 . 

首先 来 讨论 对 数 函 数 . 自然 想 用 定义 


“dt 
os7= | 全 (xz > 0) 
1 + 


的 某 种 推广 来 对 它 加 以 定义 , 为 此 我 们 将 会 发 现 有 必要 扼要 地 考虑 一 下 积分 概念 
的 某 种 推广 . 


229. 实 的 和 复 的 曲线 积 


设 AB 是 由 等 式 








水 二 9(t), V 一 w(t) 
定义 的 一 条 曲线 上 的 一 段 浙 C, 其 中 $ 和 ww 是 t 的 有 连续 微分 系数 9 和 ww 的 限 
数 ; 并 假设 , 当 t 从 to 变 到 如 时, 点 (zy 沿 着 曲线 按照 同一 方向 从 4 移动 到 B. 
接 下 来 将 曲线 积分 (curvilinear integral) 

| {ge ar + hrs tay) 上 
(其 中 g 和 是 x 和 wy 的 连续 函数 ) 定义 为 通过 形式 的 变量 替换 xz = 9(t), y = w(t) 
所 得 到 的 通常 积分 , 也 即 定义 为 积 

en + hg Ww Yd 


称 C 为 积分 路 径 (path of integration). 
现在 假设 
z=7+iy= 09(t) +ivw(t), 
从 而 当 t 变化 时 > 就 在 Argand 图 上 描绘 出 曲线 C. 进一步 假设 
f(z2)=u+iv 
是 关于 z 的 一 个 多 项 式 , 或 者 是 关于 z 的 一 个 有 理 函 数 . 那么 我 们 就 将 


. f (2)dz OO) 
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定义 成 
/ (wt+iv)(dz + idy), 
C 
这 个 积分 本 身 定义 为 
/ (udz — vdy) 十 | (vdz + udy). 
C C 


230. Log 的 定义 
设 C=&£ 十 i 是 任意 复数 . 用 等 式 


d 
Log¢= / , 
C 之 


定义 一 般 的 对 数 函 数 LogC, 其 中 C 是 一 
条 起 点 为 1 终点 为 5 且 不 经 过 原点 的 曲 
线 . 例如 , (图 51 中 ) 路 径 (a), (5), (c) 都 
是 定义 中 考虑 的 这 种 路 径 .， 当 一 条 特殊 
的 积分 路 径 选 定之 后 , Log 的 值 就 有 了 
定义 ， 但 是 目前 还 不 清楚 根据 定义 产生 
的 Log' 的 值 在 多 大 程度 上 依赖 于 所 选 
取 的 路 径 . 例如 , 假设 < 是 实数 且 为 正 数 , 比方 说 等 于 上. 那么 一 种 可 能 的 积分 路 
径 是 从 1 到 & 的 直线 段 , 这 是 一 条 可 以 假设 为 由 方程 x = t, y = 0 所 定义 的 路 径 . 
在 这 一 情形 , 对 此 特别 选取 的 积分 路 径 有 


< dt 
roge=- 人 
所 以 Log& 就 等 于 log&, 这 是 上 一 章 定 义 的 的 对 数 ， 于 是 , 无 论 如 何 , 当 & 是 
实数 且 为 正 数 时 , Log& 的 一 个 值 就 是 log 上 6. 但 在 这 种 情形 , 如 同 在 一 般 情形 中 那 
样 , 可 以 用 无 穷 多 种 不 同 的 方式 来 选取 积分 路 径 . 没有 任何 理由 表明 Logé 的 每 
个 值 都 等 于 log 上 ; 事实 上 我 们 将 会 看 到 情况 确实 如 此 . 这 就 是 为 什么 我 们 采用 记 
号 Log 6, Log 和 来 替代 log c, log& 的 理由 . (无 论 如 何 都 有 可 能 ) Log 上 是 一 个 多 
值 函 数 , 而 log& 仅仅 是 它 的 一 个 值 . 在 一 般 的 情形 , 如 我 们 到 目前 所 能 看 到 的 , 有 
三 种 可 能 性 存在 , 也 即 
(1) 无 论 从 1 到 经 过 什么 样 的 路 径 , 总 是 得 到 同一 个 Log 的 值 ; 
(2) 对 应 于 每 一 条 不 同 的 路 径 都 可 能 得 到 一 个 不 同 的 值 ; 
(3) 可 能 得 到 若干 个 不 同 的 值 , 其 中 每 个 值 对 应 于 整个 一 类 路 径 ; 
这 些 可 供 选择 的 可 能 中 任何 一 种 可 能 性 的 正确 或 者 廖 误 无 论 如 何 都 草 涵 在 我 们 的 
定义 之 中 . 





图 51 
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231. Log 的 值 
假设 点 := 的 极 坐 标 是 (p,9), 则 
C= p(cos9 +ising). 


目前 先 假设 -x < 上 < 区 而 p 可 以 取 任 何 正 数值 ， 从 而 5 可 以 取 除 了 零 以 及 负 
实数 之 外 的 任何 数值 . 

路 径 C 上 任意 一 点 的 坐标 (z,y) 是 t 的 函数 , 其 极 坐标 (", 9) 亦 是 t 的 也 数 . 
又 根据 第 229 节 中 的 定义 有 


dz 十 jd 
Log ( = =/ i 


1 dr .dy 
一 Fi dt. 
Zz 二 +iy (第 “dt ) 


但 是 x =rcos0,y7 = 一 rsin0, 且 


0 
dr dy 二 (co rising ) | (sno +reosg 到 ) 

















dt dt dt d dt 
ee dr d0 
= (cos0 +ising) ( 衬 ti) ; 
所 以 ， 
: 1drij 1d0 . 
Log cl = | mdrd tif mt = [log7|] + i[0], 


其 中 [log7] 表示 logy 在 与 上 = 五 和 t= to 所 对 应 的 两 点 的 值 之 差 , 而 [90] 有 类 似 
显然 有 
llog7] = logp — log1 = logp; 
而 [9] 的 值 则 需要 稍微 多 一 点 考虑 .首先 假设 积分 路 径 是 从 1 到 < 的 直线 段 . 
9 的 起 始 值 是 1 的 辐 角 , 或 者 说 得 更 确切 是 1 的 辐 角 之 一 , 也 即 2kr 其 中 是 任 
意 一 个 整数 . 假设 一 开始 有 9 = 2knt， 由 图 52 
显然 可 见 ， 当 t 沿 着 该 直线 段 上 的 点 移动 时 ， 
0 从 2kzt 增加 到 2kr 十 $. 于 是 


[09] = (2k7t + 9) — 2k7 = 9, 





所 以 , 当 积 分 路 径 是 一 条 直线 时 , 有 


LogC = logp++i9. 
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我 们 将 把 Log 的 这 个 特殊 的 值 称 为 主 值 (principal value)， 当 ¢ 是 实数 且 
为 正 数 时 , C = p 且 由 = 0, 所 以 Logx 的 主 值 就 是 通常 的 对 数 log 56. 因此 一 般 来 
说 用 log¢ 来 记 Log 的 主 值 是 方便 的 . 从 而 有 


log¢ = logp + iy, 


而 主 值 的 特征 由 下 述 事实 加 以 刻画 : 主 值 的 虚 部 位 于 -xt 和 zx 之 间 . 

其 次 考虑 任何 这 样 的 路 径 : 在 此 路 径 以 及 
从 1 到 5 的 直线 之 间 所 包围 的 面积 不 含 原点 在 
其 内 部 : 两 条 这 样 的 路 径 画 在 图 53 中 . 容易 看 
出 , [9] 仍然 等 于 9. 例如 , 沿 着 图 中 由 一 条 连续 
曲线 所 指出 的 曲线 , 9 ( 它 的 起 始 值 为 2k7) 首 
先 减 小 到 值 











2kn — XOP, 


然后 再 增加 ,在 @ 点 其 值 为 2kn， 最 终 到 达 
值 2 十 Bp， 虚 线 所 代表 的 曲线 指出 了 一 个 类 
似 的 然而 却 稍微 更 复杂 一 点 的 情形 : 在 此 情 人 

形 , 该 直线 与 曲线 围 成 了 两 个 区 域 , 其 中 任意 一 个 区 域 都 不 包含 原点 ， 因 此 , 如果 
积分 路 径 使 得 由 它 以 及 从 1 到 (5 的 直线 所 形成 的 闭 曲 线 不 包含 原点 ， 那么 











LogC = logC = logp+tig. 


另 一 方面 , 容易 构造 出 这 样 的 积分 路 径 , 使 得 [由 不 等 于 $. 例如 , 考虑 图 54 中 
的 连续 曲线 所 给 出 的 曲线 . 如 果 0 的 起 始 值 是 2kr, 则 当 它 到 达 P 点 时 它 就 增加 
了 27, 而 当 它 到 达 Q 点 时 就 增加 了 4rc 它 最 
后 的 值 是 2kr 十 4r 十 内 所 以 加 =4r+ 办 且 


Log¢ = logp+ti(4n+ oD). 


在 此 情形 ， 积分 路 径 绕 原点 沿 正 方向 绕 行 
了 两 次 . 如 果 我 们 取 的 是 一 条 绕 原 点 有 次 的 路 
径 , 就 能 同样 发 现 有 [bj = 2kxt 十 9 以 及 





Log¢ = logp +i(2k7+ 9@), 图 54 


其 中 天 是 正 数 . 使 路 径 绕 着 原点 沿 反 方向 运动 (如 图 54 中 虚线 所 画 出 的 路 径 所 指 
出 的 ), 就 得 到 一 列 类 似 的 值 , 其 中 是 负数 . 由 于 |4| = p, 而 不 同 的 角度 25rr 十 几 
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是 amg 的 不 同 的 值 , 我 们 得 出 结论 : log|d| + iamg 的 每 个 值 都 是 Log 5 的 一 个 
值 ; 且 根 据 上 面 的 讨论 显然 可 见 , Log 的 每 一 个 值 都 有 这 种 形式 . 
我 们 可 以 将 结论 总 结 如 下 : Logl 的 一 般 值 是 
log|C| +iamc = logp +i(2k7n + 9), 


其 中 天 是 任意 正 的 或 者 负 的 整数 . 有 的 值 由 所 选取 的 积分 路 径 来 决定 ,如果 该 路 


各 


LogC = log¢l = logp + ig. 


在 前 面 我 们 已 经 用 ¢ 来 表示 图 数 Log 的 自 变 量 , 用 (&,n) 或 者 (p, 9) 来 表 
示 的 坐标 ; 而 用 z, (x,y), (7,0) 来 表示 积分 路 径 上 的 任意 一 点 以 及 它 的 坐标 . 不 
过 现在 应 该 恢复 使 用 z 来 表示 函数 Log z 的 自 变 量 这 一 自然 的 记号 , 在 下 面 的 例 
子 中 就 将 这 样 来 做 . 
例 XCIV 
(1) 上 面 我 们 假设 -xn < 0 < 7, 这 就 排除 了 > 是 实数 且 为 负数 的 情形 .在 此 情形 , 从 1 
到 z 的 直线 经 过 0, 从 而 不 能 允许 用 来 作为 积分 路 径 . x 和 一 zt 两 者 都 是 amz 的 值 , 而 0 则 与 
它们 中 的 一 个 相等 ; 且 r = 一 z. Logz 的 值 仍 然 是 log |z| 十 iamz 的 值 , 也 即 
log( 一 2) + (2k 十 1)7ni, 
其 中 大 是 整数 ， 则 数值 log( 一 z) 十 zi 以 及 log( 一 z) 一 zti 分 别 与 全 部 位 于 实 轴 上 面 以 及 全 部 位 
于 实 轴 下 面 的 从 1 到 z 的 路 径 对 应 . 只 要 方便 , 它们 中 的 随便 哪 一 个 都 可 以 被 取 作 为 Log z 的 
主 值 . 我 们 将 选取 与 第 一 种 路 径 对 应 的 数值 log( 一 z) 十 xti. 
(2) 除了 z=0y=0 以 外 ,Logz 的 任何 一 个 值 的 实 部 和 虚 部 都 是 x 和 y 的 连续 函数 . 
(3) Log z 所 满足 的 函数 方程 . 函数 Log > 满足 等 式 
Log zza = Log zl 十 Log 22， (1) 
其 含义 是 : 这 个 等 式 的 某 一 边 的 每 一 个 值 都 是 男 一 边 的 一 个 值 . 令 
2 三 Tri(cos0l 十 isin0)， 22 = 72(cos 0 十 isin0o2)， 
并 应 用 本 节 中 的 公式 立即 得 出 此 结论 . 然而 ， 
log Zz122 = log 1 + log z2 (2) 
并 不 总 是 成 立 . 例如 , 如 果 
Z1 二 Z2 一 3(—1 二 iV3) 一 COS 3 十 isin 3 


则 有 log ;==1ogz2 = 3mi 以 及 log 十 logz2 二 SNi, 这 是 Logz1iz2 的 一 个 值 , 但 不 是 它 的 主 
值 . 事实 上 logz1z2 = —37i. 


像 (1) 这 样 一 个 随便 哪 一 边 的 每 一 个 值 都 是 另 一 边 的 一 个 值 的 等 式 称 为 一 个 完全 (com- 
plete) 等 式 , 或 者 称 为 一 个 全 真 (completely true) 等 式 . 
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(4) 等 式 Log z” = mLogz (其 中 m 是 整数 ) 不 完全 正确 : 等 式 右边 的 每 个 值 都 是 左边 的 
一 个 值 , 但 反 过 来 不 真 . 

(5) 等 式 Log (1/z) = 一 Logz 是 全 真 的 . log(1/z) = 一 log z 也 是 正确 的 , 除了 当 > 是 实数 
且 为 负数 的 情形 之 外 . 

(6) 等 式 





log (8) = os dj 一 log(z 一 中 


是 正确 的 , 如 果 z 位 于 由 连接 点 z = a,z 三 已 的 直线 以 及 经 过 这 些 点 、 平 行 于 OX 且 沿 负 方 向 
延伸 到 无 穷 的 直线 所 界限 的 区 域 之 外 . 


(7) 等 式 
一 b 
log (于 =log(1 2 】 log @ ) 


是 正确 的 , 如 果 > 位 于 由 三 点 0, a,b 所 构成 的 三 角形 之 外 . 
(8) 画 出 实 变量 x 的 函数 I(Log x) 的 图 形 . [该 图 由 直线 y = 2krt 的 正 的 那 一 半 以 及 直线 
二 ( 28 十 1)r 的 负 的 那 一 半 组 成 ] 
(9) 由 








Tj(z) 三 DT 二 (9 一 D)Ilogz) 
定义 的 实 变量 x 的 函数 f(x) 当 zx 是 正 数 时 等 于 p, 当 x 是 负数 时 等 于 4. 
(10) 由 
nf(z)=pr+ (9—p)l{log(z — 1)}+(7— 9q)1logz) 
定义 的 函数 f(x) 当 z > 1 时 等 于 p, 当 0<x<1 时 等 于 g, 当 xw<0 时 等 于 7. 
(11) 对 z 的 什么 样 的 值 (i) logz 以 及 (i Logz 的 任何 值 (a) 都 是 实数 或 者 (b) 是 纯 虚 
数 ? 
(12) 如 果 z = zx 十 iy, 那么 Log Logz = log 尺 +i(e 十 2k'7), 其 中 
R? = (logr)? + (0 + 2kn)’, 





9 是 由 2 2 
cog 昌 :snG@:1::log7r:0 十 2K7r: V (log7) 十 (0 十 257r) 


确定 的 最 小 正 角 . 粗略 描绘 出 Log Log (1 十 iV3) 的 值 组 成 的 二 重 无 限 集合 , 指出 其 中 哪些 是 
log Log (1 +iv3) 的 值 , 哪些 是 Log log (1+ivV3) 的 值 . 
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在 第 9 章 里 我 们 已 经 将 实 变量 y 的 函数 ey 定义 为 函数 y = logz 的 反 消 数 . 
自然 会 想到 可 定义 复 变量 z 的 函数 , 使 它 是 函数 Log > 的 反 孔 数 . 

定义 ”如果 Logz 的 任何 一 个 值 等 于 C, 就 称 z 是 5 的 指数 , 记 为 

xD: 

于 是 , 如 果 C = Log>, 则 有 > = expC. 可 以 肯定 的 是 , 对 于 > 的 任何 一 个 给 
定 的 值 , 都 有 无 穷 多 个 不 同 的 < 值 与 之 对 应 . 反 过 来 , 也 自然 可 以 假设 对 于 < 的 
任何 一 个 给 定 的 值 , 都 有 无 穷 多 个 不 同 的 z 值 与 之 对 应 ， exp( 是 
C 的 无 穷 多 值 函数 . 然而 , 正如 下 面 的 定理 所 证 明 的 那样 , 这 个 结论 是 不 正确 的 . 
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定理 ”指数 函数 expC 是 C 的 单 值 函 数 . 
假设 
Z1 =Ti(cosO1 二 isin01), 2%2 = 7r2(cos0, 十 isinb0o) 
两 者 都 是 exp 的 值 . 那么 
C= Log%1 = Log 22， 
所 以 
log 71 十 i(01 十 2m7) 一 log 72 十 i(0> 十 27270)， 
其 中 m 和 7 是 整数 . 这 就 给 出 
log 71 一 log 72) 01 二 2m7 一 0» 十 2nX. 

于 是 71 一 72) 且 0 和 02 相差 27 的 一 个 倍数 . 从 而 有 Z1 二 22D， 

推论 ”如果 (〔( 是 实数 , 那么 expC = 二 es, 这 里 es 是 在 第 9 章 里 定义 的 实 的 指 

因为 如 果 z = e, 则 logz = (, 也 即 Log z 的 一 个 值 是 5. 从 而 z = exp (. 
233. exp 的 值 


设 C=£ 十 i, 且 
2 一 exp(6C 王 7r(cos0 十 isin0). 


那么 
€+in= Logz=10gr++i(0 + 2mn), 


其 中 m 是 整数 . 于 是 上 = log7,n = 0 十 2mn, 这 也 就 是 


r=e:, 0=7n— 2mn, 


从 而 
exp(€ +in) = es(cosn + isin”). 


如 果 nm = 0, 那么 , 如 同 我 们 在 第 232 节 中 已 经 推导 出 来 的 那样 有 exp € = es. 
显然 , exp(€ 十 i) 的 实 部 和 虚 部 两 者 对 于 上 和 wm 所 有 的 值 都 是 & 和 7 的 连续 函数 ， 


234. exp 所 满足 的 函数 方程 
设 局 = 十 im,C2 == 妈 十 jmp. 则 有 
exp C1 x exp C2 = es (cosm +isinm) x es (cosno 十 isin72) 
= ete2{cos(m + m2) + isin(m + m2)} 
= exp(Gl + 62). 


这 样 一 来 ， 指数 函数 就 满足 函数 关系 了 (G1 + C62) = 了 (41)f(C2), 我 们 已 经 证 明 过 
(第 213 节 ), 对 于 取 实 数值 的 ,和 C2 此 式 为 真 . 
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235. 一 般 的 曙 a¢ 


由 于 当 是 实数 时 有 exp¢ = e*, 所 以 当 5 是 复数 时 也 采用 同样 的 符号 并 完 
全 抛弃 符号 exp 5 看 来 是 很 自然 的 . 我 们 将 不 遵循 这 条 路 线 , 因为 我 们 将 要 对 符号 
e' 给 出 一 个 更 加 一 般 性 的 定义 . 这 样 我 们 将 会 发 现 , e* 表示 一 个 有 无 穷 多 个 值 的 
函数 , 而 exp¢ 仅仅 是 其 中 的 一 个 值 . 

我 们 已 经 在 相当 多 的 情形 中 定义 了 符号 w 的 意义 . 在 初等 代数 中 , 对 于 a 为 
实数 且 为 正 数 以 及 ¢ 为 有 理 数 的 情形 , 或 者 a 为 实数 且 为 负数 以 及 5 为 有 理 分 数 
且 分 母 为 奇数 的 情形 ,此 函数 都 已 经 有 了 定义 ， 按 照 那 里 给 出 的 定义 ,ws 至 多 有 
两 个 值 . 在 第 3 章 里 我 们 将 定义 扩充 并 覆盖 了 a 为 任意 实数 或 任意 复数 且 为 任 
意 有 理 数 p/d 的 情形 , 而 在 第 9 章 里 给 出 了 新 的 定义 , 这 个 定义 由 等 式 


a 一 eclogo 
给 出 , 只 要 是 实数 , a 是 正 实数 , 此 式 就 适用 . 
这 样 一 来 , 我 们 就 已 以 某 种 方式 赋予 
2 
以 意义 , 但 还 没有 给 出 定义 使 得 我 们 能 赋予 
(十 区 72 一 人 再 2 全 3 
以 任何 意义 . 现在 要 来 给 出 a 的 一 个 一 般 性 的 定义 , 它 对 a 和 所 有 值 , 无 论 是 


实数 还 是 复数 ( 仅 有 一 个 限制 : a 必须 不 为 零 ) 均 适用 . 
定义 ”函数 as 由 等 式 








ao = exp(C Log a) 


定义 , 其 中 Loga 是 a 的 对 数 的 任意 一 个 值 . 

首先 我 们 必须 对 这 个 定义 与 前 面 的 定义 是 相 容 的 、 并 将 它们 全 都 作为 特例 予 
以 包容 这 一 点 感到 满意 . 

(1) 如 果 a 是 正 数 且 〈 是 实数 , 那么 CLoga 的 一 个 值 (也 即 Clog a) 是 实数 ， 
且 exp (Clog a) =e*'s°, 这 与 第 9 章 中 所 采用 的 定义 一 致 . 正如 我 们 在 那里 看 到 
的 , 在 第 9 章 里 的 定义 与 初等 代数 中 给 出 的 定义 是 一 致 的 ; 因此 新 定义 亦 如 此 . 

(2) 如 果 a = er (cosvy 十 isiny), 那么 


Loga=7+i(V+2mn), 


exp (2Log a) = ezr/Cis {2 (十 2mz0 } 
其 中 m 可 取 任 何 整数 值 . 容易 看 出 , 如 果 m 取 所 有 可 能 的 整数 值 , 那么 这 个 表达 
式 取 g 个 且 仅 取 4 个 不 同 的 值 , 这 恰好 是 在 第 48 节 中 所 得 到 的 az 的 值 . 从 而 
新 的 定义 也 与 第 3 章 里 的 定义 一 致 
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236. as 的 一 般 的 值 


设 


C=é€+in, Qa=o(cosy+tisiny), 
其 中 -x <w< x, 所 以 , 根据 第 235 节 的 记号 有 o = er, 即 =logc. 那么 
CLoga= (€+in){logo+i(y+2mn)}= LL+iM, 
中 


VY 


L=élogo—n(V+2mn), M=nlogo+é(y +2mn); 
而 
a = exp (CLoga) = e’ (cos M +isin M). 
因此 ws 的 一 般 的 值 是 
eg Wt) [cos{n logo + EV + 2mn)} +isin{nlogo + é(Y + 2m7)}]. 
一 般 来 说 , a 是 一 个 无 穷 多 值 的 函数 . 因为 对 于 m 的 每 一 个 值 


| as |= eslogc 一 7(V 二 2mz7D) 


都 有 一 个 不 同 的 值 , 除非 7 = 0. 如 果 7 = 0, 那么 a* 的 所 有 不 同 值 的 模 都 是 相同 
的 . 但 是 它 的 任何 两 个 值 都 是 不 同 的 , 除非 它们 的 辐 角 相同 , 或 者 相差 2rr 的 一 个 
倍数 . 这 就 要 求 : 如 果 上 5(% + 2mro 和 tly 十 2n7) 是 不 相同 的 (这 里 m 和 是 
不 同 的 整数 ), 它们 就 将 相差 2r 的 一 个 倍数 . 然而 , 如 果 
€(V + 2MN) — EV + NN) = 2kn, 

那么 & = k/(m 一 n) 就 是 有 理 数 . 我 们 得 出 结论 : a¢ 是 无 穷 多 值 的 , 除非 C 是 实 
数 且 为 有 理 数 . 另 一 方面 , 我 们 已 经 看 到 : 当 ( 是 实数 且 为 有 理 数 时 , o 只 有 有 限 
多 个 值 . 

as 二 exp(CLoga) 的 主 值 是 对 Loga 取 主 值得 到 的 ; 也 就 是 说 ,在 一 般 的 公式 中 假设 
m 二 0 所 得 到 的 值 . 因此 a 的 主 值 是 

es lg I {cos(nlogo 十 上 up) +isin(n logo + Evy)}. 

两 个 特殊 情形 特别 有 意义 . 如 果 a 是 实数 且 为 正 数 , 6 是 实数 , 则 有 o = a, = 0, & = 6， 
7 = 0, 此 时 a 的 主 值 是 ee'%s%, 这 是 在 第 9 章 定 义 的 值 ， 如 果 |a| = 1 且 是 实数 , 则 有 
o 二 1, 《= 二 4, 7 二 0, 此 时 (cos 少 十 isinw)* 的 主 值 是 cos Cvy 十 isin Cy. 这 是 de Moivre 定理 
的 一 个 推广 (第 45, 49 节 ). 

例 XCV 

(1) 求 主 的 所 有 的 值 . [根据 定义 有 


i = exp(iLogi). 
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但 是 
i= cos 3 十 isin Sn, Logi= (25 十 去 ) i, 
其 中 是 任意 整数 . 于 是 
1 
让 一 exp { 一 (2k 十 3) 7} 三 (2 

从 而 宇 所 有 的 值 都 是 实数 且 为 正 数 . ] 

(2) 当 将 os 的 值 画 在 Argand 图 上 时 , 它 的 值 是 内 接 于 一 条 等 角 螺 旋 线 的 一 个 等 角 多 边 形 
的 顶点 , 该 等 角 螺 旋 线 的 角度 与 a 无 关 . (Math. Trip. 1899) 

[如 果 ao“ = r(cos0 十 isin9), 就 有 


r=esls Vt2mn) gonlogo+é(y + 2mn); 


因此 所 有 的 点 都 在 螺旋 线 7 = os +7)/te-79/s 上 . ] 
(3) 函数 es. 如 果 在 一 般 性 的 公式 中 用 。 代替 a, 则 logo = 1, w= 0, 我 们 就 得 到 


es = es 2 {cos(n + 2mné) + isin(n + 2mné)}. 


es 的 主 值 是 es(cos7 +isinm), 它 等 于 exp5 (第 233 节 ). 特别 地 , 如 果 ¢ 是 实数 , 则 7 = 0, 我 
们 得 到 其 一 般 的 值 是 
es (cos 2mC + isin 2mne), 
而 其 主 值 则 是 。, 这 里 e* 表示 第 9 章 定 义 的 指数 函数 的 正 的 值 . 
(4) 证 明 : Loges = (1 十 2mni)¢ 十 2nxti, 其 中 m 和 n 是 任意 的 整数 , 且 一 般 来 说 , Log ao 
有 双重 无 穷 多 个 值 . 
(5) 等 式 1/a* = a “ 是 全 真 的 ( 例 XCIV 第 3 题 ); 对 于 主 值 来 说 , 此 式 也 是 正确 的 . 
(6) 等 式 as x 5 = (ab)* 是 全 真 的 , 但 对 主 值 来 说 并 不 总 是 正确 的 . 
(7) 等 式 os x a = as+$ 不 是 全 真 的 , 但 对 主 值 来 说 为 真 ，[ 右 边 的 每 一 个 值 都 是 左边 的 
一 个 值 , 但 是 of x as 的 一 般 值 , 即 
exp{C(loga + 2m7i) + C (loga + 2n7i)} 
通常 并 不 是 as+ “的 值 , 除非 m = n. ] 
(8) 对 于 下 列 诸 等 式 
Loga* = CLoga, (aS)5 过 (ac 一 ac 
而 言 , 对 应 的 结果 是 什么 ? 
9) us 的 所 有 值 都 是 实数 的 充分 必要 条 件 是 ， 26 和 fylogla| 上 + amayyr 两 者 均 为 整数 ， 
其 中 ama 表示 辐 角 的 任意 一 个 值 . 要 使 它 所 有 的 值 都 是 模 为 1 的 , 对 应 的 条 件 应 该 是 什么 呢 ? 
10) |x' 十 x 的 一 般 值 (其 中 x > 0) 是 
e (mT 2 {cosh2 (m+n) nt eos(2logz)}. 


11) 对 下 述 论证 中 的 雇 误 加 以 解释 : 由 于 ezmma = e2"" = 1, 其 中 m 和 n 是 任意 的 整数 ， 
所 以 , 对 每 一 边 取 i 次 寡 就 得 到 e 2 一 e 2 
12) 在 何 种 情形 下 , zx” 的 任何 值 都 是 实数 ? 其 中 x 是 实数 . [如 果 xz > 0, 那么 

7X” = exp (ZLogz) = exp (zx log 3) Cis 2mnz, 


其 中 第 一 个 因子 是 实数 . 其 主 值 ( 主 值 对 应 于 m = 0) 永远 是 实数 . 
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如 果 zx 是 有 理 分 数 p/(2g + 1), 或 者 是 无 理 数 , 那么 它 没有 其 他 的 实数 值 . 但 是 如 果 x 形 
如 p/2g, 那么 就 有 另外 一 个 实数 值 , 即 -exp(zlog z), 它 是 由 取 m = 9 得 到 的 . 
如 果 x = 一 < 0, 那么 





x” = exp{—éLog(—é)} = exp(—é1logé€)Cis{—(2m + 1)7né}. 
使 得 它 的 任何 值 均 为 实数 的 仅 有 情形 是 “= p/(2g 十 1), 此 时 m = 9 给 出 实数 值 
exp(—é1logé€)Cis(—pn) = (一 D)2E 


真实 的 情形 由 下 述 诸 例 予 以 说 明 


(3 


(13) 任意 底 的 对 数 ， 可 以 用 两 种 不 同 的 方式 定义 5 = Log az， 我 们 可 以 说 成 (i) 如 果 
as 的 主 值 等 于 z, 则 5 = Log 4az; 或 者 也 可 以 说 成 ( 刘 如 果 os 的 任意 一 个 值 都 等 于 >, 则 
C= Log oz. 

于 是 , 如 果 a = e, 那么 根据 第 一 个 定义 , 如 果 e* 的 主 值 等 于 z, 或 者 说 如 果 有 exp5 = 2 
那么 就 有 ¢ = Log。z; 所 以 Log 。z 与 Log > 恒 等 . 但 是 , 根据 第 二 个 定义 , 如 果 

















人 


e* =exp(CLoge)= z, CLoge= Logz%, 


或 者 说 如 果 有 5 = (Log z)/(Loge) (对 数 的 任何 值 都 取 到 ), 则 有 ¢ = Log。z. 于 是 


log |z| + (amz + 2mn)i 
1 + 27270i 


所 以 < 是 z 的 双重 无 穷 多 值 函 数 . 根据 这 个 定义 , 一 般 地 有 Log oz = (Log z)/(Log oa). 


C= Logez= 








¥ 





(4) Loge1 = Loge(]) == 人 加 证 区 ,其 中 mn 和 n 是 任意 整数 
237. 正弦 和 余弦 的 指数 的 值 
由 公式 


exp (€ ++in) = expé€ (cosn + isin”) 
可 以 推导 出 若干 个 很 重要 的 辅助 公式 . 取 & = 0, 就 得 到 exp (in) = cos 7 二 isin 7”; 
改变 7 的 符号 得 到 exp (一 im) = cosn 一 isinn. 于 是 

cosn = § {exp (in) + exp (—in)}, 

sin7 = —## {exp (im) — exp (—in)}. 


当然 , 可 以 对 7 的 任意 的 三 角 比 得 出 用 exp (im) 来 表示 的 表达 式 . 
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238. sinC 和 cosC 对 于 《 的 所 有 值 的 定义 
在 上 一 节 我 们 看 到 , 当 ¢ 是 实数 时 有 
cosC = 3{exp(iC) + exp(—iC)}, (1a) 
sinC = —3i{exp (iC) 一 exp (—iC)}. (1b) 
根据 通常 在 初等 三 角 学 中 采用 的 几何 定义 , 这 些 等 式 的 左边 仅 对 实 的 < 值 有 定义 . 
另 一 方面 , 它 的 右边 对 所 有 的 < 值 ( 实 的 或 者 复 的 ) 都 有 定义 . 这样 一 来 , 自然 引 
导 我 们 采用 公式 (1) 来 作为 cos¢ 和 sinC 对 于 ¢ 的 所 有 值 的 定义 . 根据 第 237 节 
的 结果 , 这 些 定义 与 对 于 实 的 ¢ 值 的 初等 定义 一 致 . 
定义 了 cosC 和 sin¢, 利用 等 式 
_ sinC _ CosC 1 加 1 
le cot C= gn en Ce (2) 
就 定义 了 其 他 的 三 角 比 . 显然 , cosC 和 sec¢ 是 5 的 偶 国 数 , sinC, tanC, cotC 以 及 
cscC 是 奇 函 数 . 又 如 果 exp (if) =t, 就 有 cosC = {t+t1}, sinC = 一 3i{t 一 t!)， 
从 而 








cos?C + sin?C = 了 Sa 全 1. (3) 
我 们 可 以 进一步 将 《+ (56 的 三 角 函 数 通 过 C 和 5' 的 三 角 函 数 用 与 在 初等 三 
角 中 成 立 的 公式 同样 的 公式 表示 出 来 . 因为 , 如 果 exp (iC) = t, exp (iC') = t, 就 有 


rod (es) HC) (+(e) 








= CosCcosC — sinCsincC’; (4) 
类 似 地 可 以 证 明 
sin (C+6l)= sinCcosC + cosCsinc. (5) 
特别 地 有 
cos (6 十 3 = 一 sin6， sin(C+ #7) = cosc. (6) 


初等 三 角 中 所 有 常见 的 公式 都 是 等 式 (2)~(6) 的 代数 推论 ; 因此 所 有 这 样 的 
关系 式 也 对 本 节 定 义 的 一 般 三 角 函 数 成 立 . 


239. 推广 的 双 曲 函数 


在 例 LXXXVIII 第 20 题 中 , 我 们 用 等 式 
cosh = 3{fexpC+exp(-0}， sinh¢= 3{expC— exp(-0)} (1) 


对 取 实 数值 的 5 定义 了 cosh¢ 和 sinh 5. 现在 可 以 将 这 些 定 义 推广 到 取 复 数值 的 变量 ; 也 就 是 
同意 用 等 式 (1) 来 对 所 有 实 的 或 者 复 的 < 值 定义 cosh ¢ 和 sinh ¢. 读者 容易 验证 


cosiC = coshC, siniC =isinh¢, coshiC = cosl, Sinhic = isind. 
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我 们 已 经 看 到 , 当 ¢ 允许 取 复 数值 时 像 cos 2C = cos2 5 一 sin2 5 这 样 的 初等 三 角 公 式 仍 保 
持 成 立 . 这 样 一 来 , 如 果 用 cosic 代替 cos C, 用 sinic 代替 sin C, 用 cos 2iC 代替 cos 2C, 或 者 
换 句 话说 , 如 果 用 cosh 5 代替 cos 6, 用 isinh 6 代替 sin 6, 用 cosh 26 代替 cos 26, 它 仍 然 保持 
成 立 . 从 而 





cosh 2C = cosh2 ¢ + sinh2 (. 
同样 的 变换 过 程 可 以 应 用 到 任何 三 角 恒等式 上 去 . 这 就 对 例 LXXXVIII 第 22 题 中 的 双 曲 函数 
公式 与 通常 的 三 角 函 数 公式 之 间 的 对 应 关系 给 出 了 解释 . 
240. 与 cos(E 十 im),sin(& 十 im) 等 有 关 的 公式 
由 加 法 公式 推出 


cos(€+in) = cosécosin — sinésinin = cosé cosh” — isinésinh”, 





sin(€ + im) = sinécosin + cosésinin = siné€ cosh”n + icosésinh”. 

这 些 公式 对 上 和 7 所 有 的 值 均 成 立 . 上 和 7 均 为 实数 是 一 个 有 意义 的 情形 . 此 时 它们 给 出 复数 
值 的 余弦 和 正弦 的 实 部 以 及 虚 部 的 表达 式 . 

例 XCVI 
1) 确定 5 的 值 , 使 得 cos¢ 和 sin¢ (i) 取 实 数值 , (i) 取 纯 虚数 值 . [例如 当 7 = 0 或 者 当 
是 zt 的 任何 倍数 时 , cos 6 是 实数 , 其 中 C= & 十 in. ] 
2) |cos(£ +in)| = Veos?é€+sinh’” = V (cosh 27n 十 cos 26)， 

|sin(€ +in)| = Vsin? € 十 sinh27 = V $cosh 27 一 cos 26). 
利用 (比方 说 ) 等 式 

|cos(§€ + im)| = Veos(é + im) cos(é€ —im).] 


sin 2€ + isinh 277 
cosh 27 + cos 2€ ’ 





wm 














sin 2€ 一 isinh277 
cosh 27 一 cos 2 





cot (€ +in) = 





3) tan(é€ + in) = 





例如 : sin(€ +in)cos(£ —in) sin2é+sin2in 
人 cos(€ + in)cos(é — im) cos 2€ 十 cos 2i77” 
这 立即 导出 给 定 的 结论 . ] 


(4) sec(€ +in) = 











cosécoshn +isinésinh” 
3 (cosh 27 + cos 26) 
sin€ coshn —icosésinh”n 
3 (cosh 27 一 cos 2é) 
(5) 如 果 |cos(€ 十 in)| = 1, 那么 sn2e = sinh?w, 又 如 果 |sin(€ 十 in)| = 1, 那么 cos?& = 
sinh? 7. 
(6) 如 果 |cos(€ 十 in)| = 1, 那么 sin{am cos(£ 十 im)} 二 土 sin?& 二 土 sinh? 7. 
(7) 证 明 : Log cos(t 十 in) = 4 十 iB, 其 中 
A= 二 log {3(cosh 27 十 cos 2€)} 





> 








csc(€ + in) = 














而 B 是 任何 一 个 满足 
cosB sinB 1 


cos& cosh 77 siné€ sinh” V3 (cosh 2n + cos 26) 


的 角度 . 对 Log sin(é 十 切 ) 求 一 个 类 似 的 公式 . 
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(8) 方程 cos ¢ 二 a 的 解 , 其 中 a 是 实数 . 令 C= 十 im, 并 使 实 部 与 虚 部 分 别 相 等 , 即 得 
cosé€coshn=a, sinésinh”n=0. 


于 是 或 者 7 = 0, 或 者 是 zt 的 倍数 . 如 果 (i) 7 = 0, 那么 cos = a 而 这 是 不 可 能 的 , 除非 有 
一 1 < a < 1. 这 个 假设 可 得 到 解 





C = 2k7 + arccos a, 
其 中 arccosa 的 值 介 于 0 和 3 之 间 . 如 果 (让 € = mn 那么 coshn = (一 1)”a, 所 以 要 人 么 
Qa 之 1, 且 m 是 偶数 , 要 么 a < 一 1, 且 mm 是 奇数 . 如 果 a = 土 1, 那么 m= 0, 这 样 就 又 回 到 了 
第 一 种 情形 . 如 果 |a| > 1, 那么 cosh7 = |al, 这 样 就 得 到 解 











C=2kn+tilog(a+ Va? —1) (a > 1), 
C= (2k++1)n+tilog(—a+ Va?—1) (a <—1). 





例如 , cos¢ = 一 3 的 通 解 是 C= (2k 十 1)n 土 ilog3. 
类 似 地 求解 sinC = a 
(9) cosC 二 a 十 ig 的 解 , 其 中 B 关 0. 可 以 假设 6 > 0, 这 是 因为 当 6 < 0 时 只 需要 改 
变 i 的 符号 就 可 以 推导 出 结论 . 在 此 情形 有 
cosécoshn=a, sintsinhn=—p (1) 


以 及 a2 B82 


十 一 让 
cosh27 sinh277 





如 果 令 cosh2 7 = x, 就 得 到 
zr (1l+o +B)r+o?=0, 
也 就 是 x = (Ai 土 4?)2, 其 中 
OR rrr Cr 


假设 a > 0. 则 有 A1 > 4 > 0 以 及 coshn = A1i 土 A2. 又 有 








Cos E = 41 干 4>， 





et 
cosh”n 
而 由 于 coshm > cos&, 所 以 我 们 必须 取 
cosh7 = Ai A2, cos€ = 41 一 42. 
这 些 方 程 的 通 解 是 
€=2kn+tarccos M,， n=+log(L + VL?—1), (2) 








其 中 工 = Ai 十 42, M = A1i 一 A2, arccos MM 介 于 0 和 BT 之 间 . 
然而 , 上 面 这 样 得 到 的 7 和 & 的 值 既 包含 了 方程 


costcoshn=a, sintésinhn=b6 (3) 


的 解 , 也 包含 了 方程 (1) 的 解 , 因为 我 们 只 用 到 了 后 一 组 方程 中 经 过 平方 后 的 第 二 个 方程 . 为 了 
区 分 这 两 组 解 , 注意 到 sin &€ 的 符号 与 方程 组 (2) 中 第 一 个 方程 的 不 确定 的 符号 相同 , 而 sinh” 
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的 符号 与 方程 组 (2) 中 第 二 个 方程 的 不 确定 的 符号 相同 . 由 于 6 > 0, 这 两 个 符号 必定 不 同 . 从 
而 所 求 的 通 解 是 





三 -26 元 二 {arccos M — ilog (z 十 VZ2 一 1)} : 
试用 同样 的 方法 研究 并 解决 a < 0 和 a = 0 的 情形 . 
(10) 如 果 8 = 0, 那么 工 = la 十 11 十 3a 一 1, M = 二 la+H 一 |a 一 1|. 验证 : 这 样 
得 到 的 结果 与 第 8 题 的 结论 一 致 . 
(11) 证 明 : 如 果 a 和 6 是 正 数 , 那么 sin¢ = a 十 i6 的 通 解 是 


C= kn+t(—1)" {arcsin M 十 ilog (L 十 VZ2 一 1) } ; 
其 中 arcsinM 介 于 0 和 37 之 间 . 在 其 他 可 能 的 情形 求 出 它 的 解 . 
(12) 求解 tan¢ = a, 其 中 a 是 实数 . [所 有 的 根 都 是 实数 . ] 
(13) 证 明 : tanC = a 十 i8 (其 中 6 冯 0) 的 通 解 是 


1 ， 1. tt 
C hr+ 0+ hilog { St ) 








其 中 9 是 满足 
cos0 :sin0:1:1—- a — B20:V(1— a- 6) +4o 
的 绝对 值 最 小 的 角 . 
(14) 证 明 





lexp exp (€ + im)| = exp (expé cos), 
R {coscos (€ +in)} = cos (cosé€ cosh 7) cosh (sin€ sinh 7), 





I {sinsin (上 + in)} = cos (sin € cosh 7) sinh (cos € sinh ). 

(15) 证 明 : 如 果 ¢ 沿 着 经 过 原点 且 与 OX 交角 小 于 jz 的 任何 一 条 直线 向 外 移动 到 无 穷 ， 
则 lexp <| 趋向 co; 当 ¢ 沿 一 条 类 似 的 与 OX 交角 介 于 37 与 zt 之 间 的 直线 向 外 移动 到 无 穷 
时 , |exp | 趋向 0. 

(16) 证 明 : 如 果 ¢ 沿 着 经 过 原点 且 异 于 任意 一 条 实 半 轴 的 任何 一 条 直线 向 外 移动 到 无 穷 ， 
则 |cosc| 和 lsin 5| 趋向 oc. 

(17) 证 明 : 如 果 ¢ 沿 着 第 (16) 题 中 的 直线 向 外 移动 到 无 穷 , 则 tan5 趋向 -i 或 者 i, 如 
果 该 直线 位 于 实 轴 上 方 , 则 tan 趋向 -i, 而 当 该 直线 位 于 实 轴 下 方 时 , tan5 趋向 i 


241. 对 数 函 数 与 反 三 角 函 数 之 间 的 联系 


在 第 6 章 里 我 们 发 现 , 有 理 函 数 或 者 代数 函数 %(z, a,6,…) (其 中 a, 6,…… 均 为 常数 ) 的 
积分 常常 根据 a, 6,... 的 值 而 取 不 同 的 形式 ; 有 时 它 可 以 用 对 数 来 表示 , 有 时 它 可 以 用 反 三 角 
函数 来 表示 . 例如 , 如 果 a > 0, 就 有 


/ de 2 (1) 
+a Va Va 




















但 是 如 果 a < 0, 则 有 

zr— Va 
T+ Va 
这 些 公式 启发 我 们 : 对 数 函 数 与 反 三 角 函 数 之 间 存 在 某 种 联系 . 这 种 联系 的 存在 性 也 可 以 从 这 
样 的 事实 推导 出 来 : 我 们 已 经 将 < 的 圆通 数 用 expic 表示 出 来 , 而 对 数 又 是 指数 函数 的 反 男 数 . 











dz 1 
1 . 2 
1 2V—a "8 (2) 
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更 特别 地 , 让 我 们 来 考虑 等 式 
dz 1 1 了 一 和 
| a ~ 2a (2 于) 
当 a 是 实数 且 (x 一 a) / (z + a) 为 正 数 时 它 成 立 . 如 果 在 此 等 式 中 能 用 ia 代替 a, 就 得 到 公式 
arctan (二 ) os( 2) 十 C 〇 ， (3) 

其 中 C 是 常数 , 这 就 给 出 一 个 问题 : 这 样 我 们 就 定义 了 一 个 复数 的 对 数 , 问题 是 能 否 证 明 这 个 
等 式 是 正确 的 呢 ? 

现在 有 (第 231 节 ) 


Log (x +ia) = #1log (zx? 十 oa) 士 i( 几 十 2K7r) ， 
其 中 大 是 整数 , 是 满足 cos 9 : sin9 :1 :x :Qa: Vr? 十 a? 的 绝对 值 最 小 的 角度 . 从 而 
1 2Z 一 ia 
五 Fog (: i+) 二 二 
其 中 ! 是 整数 , 事实 上 这 个 值 与 arctan (x/a) 的 任意 一 个 值 相 差 一 个 常数 . 
将 对 数 函 数 与 反 三 角 函 数 联 系 在 一 起 的 标准 公式 是 


arctanz = 于 Log G A E) (4) 
i 




















1—iz 
其 中 z 是 实数 . 取 x = tany, 最 容易 验证 此 时 它 的 右边 变 为 


11, ( 
2i cosy—isiny 


其 中 天 是 任意 整数 , 所 以 等 式 (4) 是 “全 ” 真 的 ( 例 XCIV 第 (3) 题 ). 读者 还 可 以 验证 公式 
ee (z 主 iVi=z) ，arcsinz = —iLog (iz + Vi=z) | (5) 
其 中 -1 < x < 1; 这 些 公式 中 的 每 一 个 都 是 “全 ” 真 的 . 
例 求解 方程 





) 六 Log (exp 2iy) = y + kn, 
i 








cosu=7z=$(y+y), 
其 中 y = exp(iw), 关于 yy 解 出 yz 土 V1 一 x3. 于 是 有 
EE eo A ee (z + iVi=m) ， 
它 与 等 式 (5) 的 第 一 个 公式 等 价 . 用 类 似 的 推理 得 到 余下 的 等 式 (4) 和 (5). 
242. exp z 的 窜 级 数 ? 
在 第 219 节 中 我 们 看 到 , 当 > 为 实数 时 有 








2 
expz 一 1 十 z 十 而 十 (1) 


在 第 198 节 中 还 看 到 , 当 z 是 复数 时 此 式 的 右边 仍然 收敛 (而 且 还 是 绝对 收敛 的 ). 
自然 会 想到 等 式 (1) 也 成 立 , 现在 我 们 来 证 明 的 确 如 此 . 


外 现在 用 z 代替 5 作为 指数 函数 的 自 变量 是 方便 的 . 
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假设 用 F(z) 来 表示 级 数 (1) 的 和 . 由 于 该 级 数 是 绝对 收敛 的 , 直接 做 乘法 就 
推出 (与 在 例 LXXXI 第 (7) 题 中 相同 ): f(z) 满足 函数 方程 


F(z+h) = F(z)F(h), @) 
特别 地 有 
F(z+iy)= F(z)F(iy). 
现在 有 了 
F(z) 一 1 二 7Z 十 页 十 二 站 
J y 
Fliy)= 1 TT 十 i(y 本 Fi) 一 cosy + isiny. 





从 而 , 如 果 > = “十 这 , 则 有 
F(z) 一 er(cosy 十 isiny) = expzZ. 
还 有 另外 一 个 证 明 方 法 , 这 一 方法 是 有 价值 的 , 因为 它 并 不 需要 有 关于 cosy 
和 siny 的 寡 级 数 的 知识 . 
如 果 FE(ig) = f(), 则 有 f(y 十 有 == 了 (V)f(k) 以 及 








ik ik 
-=U+ 和 + 人 + 
其 中 对 小 的 大 有 
站 
所 以 p 与 上 同时 趋向 零 , 于 是 /ty) 是 可 微 的 , 目 有 
f(y) = if (y). 


由 此 推出 
9(y) = f (y) (cosy — isiny) 

是 可 微 的 ?9. 又 有 

9 0) =if(y)(cosy —isiny) — f(y)(siny +icosy) = 0， 
所 以 g(y) 是 常数 . 从 而 有 

9g(y) = 9(0)= 1 

以 及 1 COS isin 

/一 coS4 —isiny 四 二 0 > 
最 后 有 F(iy) = f(y) = cosy 十 isiny 以 及 

F(z+iy)= F(z)F(iy) = e”(cosy ++isiny). 





@ 在 较 早 的 版 本 中 接 下 来 的 论证 有 一 个 微妙 的 错误 . 这 里 采用 的 证 明 是 由 Love 先生 建议 的 . 





243. cos z 和 sin > 的 徊 级 数 


243. cosz 和 sin z 的 窜 级 数 
由 上 一 节 的 结果 以 及 第 238 节 的 等 式 (1) 推出 : 对 所 有 的 z 值 有 





2 2 
RE 一 -一 。。。 ] | 
cosz=1 开 十 页 ， Sinz 一 之 可 十 可 
例 XCVII 
(1) 证 明 
lcosz| < cosh|z|, |sinz| < sinh |z|. 


(2) 证 明 : 如 果 |z| < 1, 那么 |cosz| <2 且 |sinz| < 8|zl. 
(3) 由 于 sn 2z = 2sin zcos zz, 我 们 有 


(22) CR 2( 页) (+ 


通过 将 右边 的 两 个 级 数 相 乘 (第 202 节 ) 并 使 两 边 系 数 相等 (第 201 节 ) 即 得 


2n 二 1 2n++l1 2 九 十 工 on 
ee ha 


用 二 项 式 定理 验证 此 结果 . 从 等 式 








cos2z 十 sin2z 一 1， cos 2z 一 2cos2z--1=1--2sin2z 
推导 出 类 似 的 恒等式 . 
(4) 证 明 
exp{(1 二 i z} 三 > (ji) 人 
(5) 将 cos zcosh z 按照 z 的 寡 展 开 . [我 们 有 


coszcoshz—isinzsinhz=cos{(1+i)z} = #lexp{(1+i)z} +exp{— (1+i)z}] 


Ld 全 AN 
2 {1 二 +(-1)"}exp (dr) 了 


类 似 地 有 


coszcoshz++isinzsinhz= cos(l—i)z 
Le -a 
全 > 22" {1 十 (—1)"}exp ( -3 5 


从 而 
TS 中 1 Yt gt 
coszcoshz= 3 > 22” {1 十 (一 1) }cos 了 5 1 十 .|] 


(6) 将 sin2 z 和 sin3 z 按照 z 的 寡 展 开 . [利用 公式 








sin2 z 一 #§ (1 — cos2z), sin3 z 一 4 (3sinz — sin 3z2). 


显然 , 同样 的 方法 可 以 用 来 展开 cos”z 和 sin”z, 其 中 n 是 任意 整数 . ] 
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(7) 对 下 列 级 数 求 和 








C=1 COSZ COS2zZ COS3% 5 一 sinz sin2z Sin3z 
二 1! 2! 3! 
[这 里 有 
C+His=1+2 和 十 … :一 exp{exp (iz)}， 





1! 2! 


= exp (cos z) {cos (sin z) + isin (sin z)}, 

















类 似 地 有 
C 一 i9 = exp {exp (一 iz)} = exp (cos z) {cos (sin z) — isin (sin z)}. 
从 而 
C = exp (cos z) cos (snz)， S = exp(cosz)sin (sinz).| 
(8) 求 和 
1 9co8z a COS 22 asinz a’ sin2z 
A 
十 级 券 
(9) 对 级 数 COS2z cos4z COSZ COS3z 
2! 4 1 3! 
以 及 包含 正弦 的 对 应 级 数 求 和 . 
(10) 证 明 
1 十 0 十 a 十 .… 二 者 {cos (cos z)] cosh (sin z) + cos (sin z) cosh (cos 2)}. 


(11) 证 明 : 在 第 152 节 (1) 中 得 到 的 cos (x 十 h) 和 sin (zx 十 h) 展开 成 h 的 寡 的 展开 式 
对 所 有 的 x 和 值 (无 论 实数 还 是 复数 ) 都 是 成 立 的 . 


244. 对 数 级 数 
当 z 是 实数 且 绝 对 值 小 于 1 时 , 在 第 220 节 曾 得 到 
log (1+2)=z— 3 3 —. (1) 


当 z 取 模 小 于 1 的 任何 复数 值 时 , 右边 这 个 级 数 是 收敛 的 , 并 且 还 是 绝对 收敛 的 . 
这 自然 启发 我 们 想到 : 等 式 (1) 对 于 这 样 的 复数 值 z 仍然 成 立 . 这 可 以 通过 对 第 
220 节 的 论证 加 以 修改 予以 证 明 . 事实 上 我 们 要 证 明 的 比 这 还 要 更 多 一 些 , 我 们 要 
证 明 对 于 满足 |z| < 1 且 除 了 -1 以 外 所 有 的 z 值 (1) 均 为 真 . 

应 该 记 住 log (1 十 z) 是 Log (1 十 z) 的 主 值 , 且 


os(1+3)=/ 时 ， 
Cu 


其 中 C 是 在 复 变 量 v 的 平面 上 连接 1 和 1 十 z 的 直线 段 . 可 以 假设 z 不 是 实数 ， 
是 因为 公式 (1) 对 于 取 实 数值 的 z 已 经 证 明了 . 


244. 对 数 级 数 ” 385 
如 果 令 
2 一 7(cos0 二 isin0) = C7, 


则 > 乏 1, 且 
从 一 工 十 6 已 


那么 , 当 t 从 0 增加 到 时 , v 就 描绘 出 C. 且 


/ 宇 = ” Cdt 
cu Jol+ct 





























一 24 上 [312 | m1 mm—l J | 
s/f Cttot 村 人 二 a dt 
> Cr 0 
和 本 +- (—1) Dy 上 R», 
2 | 2 | 1 re EA 瓦 9 
二 +- (—1) 7 + Rom, (2) 
“tdt 
1m mt+tl 
Rm (=1) "6 1 Te (3) 
由 第 170 节 的 (1) 得 出 
”tmdt 
现在 |1 + cil 也 就 是 |u| 从 不 小 于 w, w 是 从 O 向 直线 C 作 的 垂 线 长 ?. 于 是 
下 1 
因此 当 m 一 ce 时 有 RR,, 一 0. 现在 由 (2) 即 得 
log (1 十 双 一 了 一 2 十 到 i (5) 


在 证 明 过 程 中 我 们 指出 此 级 数 是 收敛 的 , 然而 这 已 经 被 证 明 过 了 ( 例 LXXX 
第 (4) 题 ). 事实 上 , 当 |z| < 1 时 该 级 数 还 是 绝对 收敛 的 , 而 当 |z| = 1 时 它 是 条 
件 收敛 的 2 . 

将 z 换 成 ->, 则 对 |z| < 1,z 关 1 得 到 





1 1 3 
og (7) = log (1 一 2) 王 之 十 二 2 十 3 十 …. (6) 








中 由 于 z 不 是 实数 , 因而 作出 的 直线 C 不 可 能 经 过 O. 建议 读者 画 一 个 图 来 对 此 论证 加 以 说 明 . 
@ 这 里 应 当 排除 z = 一 1 的 情形 . 译 者 注 
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245. 对 数 级 数 ( 续 ) 


现在 有 
log (1 十 2)=log{(1+7rcos0) 十 ising} 
= $log (1 十 2rcos0 十 2) 十 iarctan (5 . 
反正 切 的 值 必须 取 在 -3 和 ;ix 之 间 . 这 是 因为 , 1 + > 是 连接 -1 到 > 的 线段 
所 表示 的 向 量 , 所 以 当 > 位 于 圆 |z| = 1 的 内 部 时 , am (1 十 z) 的 主 值 总 是 介 于 界 
限 -3 和 3 之 间 %. 
由 于 z” = (cos m0 十 isin m0), 在 第 244 节 的 等 式 (5) 中 令 实 部 与 虚 部 分 
别 相 等 , 即 得 
Slog (1+2rcos0+7)=rcos0— Sr cos20+ 7 cos30—..., 





Sin 0 
arctan ee =7sin0— 57 sin20 + 37 sin30—.... 
1 十 rcosO0 


当 0 < 7 < 1 时 这 些 等 式 对 所 有 的 9 值 成 立 ( 当 了 = 1 时 , 必须 将 0 是 xt 的 奇数 
一 情形 除外 ). 容易 看 出 , 当 一 1 < 7 < 0 时 它们 也 成 立 ( 当 7 = 一 1 时 , 必须 
将 0 是 zt 的 偶数 倍 这 一 情形 除外 ). 
一 个 特别 重要 的 情形 是 7 = 1. 在 此 情形 , 如 果 -x < 9 < 则 有 


in O 
log (1+2z)=1og(l+Cis0) = 二 log(2 十 2cosb) 十 iarctan (1 0 5 





= #1log (4cos” 30) + 3i0, 


所 以 
cos0 —3c0s20 十 C0s30 一 .… = $l0g (4cos” 30) ， 


。 人 人 | 
sin0— sin20+ asin30—.…= a0. 


对 于 9 的 其 他 的 值 来 说 , 考虑 到 它们 都 是 9 的 以 2r 为 周期 的 周期 函数 ， 这些 
级 数 的 和 也 很 容易 计算 出 来 ， 例 如 , 对 于 0 的 除了 是 zt 的 奇数 倍 之 外 的 所 有 其 
他 的 值 (对 于 这 样 的 9 值 该 级 数 发 散 ), 该 余弦 级 数 之 和 为 log (4cos? 530), 而 如 
果 (2k 一 1)7z<0< (2k 十 1) x 则 该 正弦 级 数 之 和 为 3(9 一 2kn), 又 当 0 是 站 的 
奇数 倍 时 , 该 正 改 级 数 之 和 为 零 ， 该 正 玫 级 数 所 表示 的 函数 的 图 形 画 在 图 55 中 . 
该 函数 对 9 = (2k 十 1) zt 是 间断 的 . 
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如 果 在 (5) 中 分 别 用 iz 和 -iz 代替 z, 并 将 得 到 的 两 式 相 减 , 就 得 到 


1 1 十 1i 1 1 5 
ios( 二 儿 2 








2i 1—iz 3 5 


如 果 z 是 实数 , 且 绝 对 值 小 于 1, 利用 第 241 节 的 结果 束 得 到 公式 
LS 

这 在 第 221 节 中 已 经 用 一 种 不 同 的 方法 证 明 过 了 . 

例 XCVIII 

1) 在 任何 满足 a > 5 的 三 角形 中 , 证 明 





arctanzZ=& 





2 
logc= loga 2 cosC 2 CoOs2C —.…. (Math. Trip. 1915) 





利用 公式 logc = 二 3log (a? 二 中 一 2abcosC). ] 
2) 证 明 : 如 果 -1 <7r<1, 一 <90< 7 那么 





rsin20— 1,2 sin 40 十 工 73 sin 60 一 …: 王 0 一 arctan Sa tan0», 
2 3 工 十 7 


反正 切取 值 在 -3 和 3 之 间 . 试 对 所 有 其 他 的 9 值 确定 该 级 数 的 和 . 
(3) 通过 考虑 log (1 +iz) 和 log (1 一 iz) 按照 z 的 竺 的 展开 式 来 证 明 : 如 果 -1 < r < 1， 

















那么 
rsing 十 本 ”cos20 一 了 ”sin30 一 了 ”cos40 十 … 兰 310g (1+2rsinO +7?), 
7 COS 0 十 工 ,2 sin20— 工 ,3 cos30— 工 4sin 40 _rcosg 
8 4 1—rsing 
i 1 3 1 1 十 2rsin0 十 72 
J 3 人 (二 全 二 
rcogg_ Lr3cos30 4+... = Larctan (2 红 cos8 
3 2 1 二 72 


反正 切 的 值 介 于 3x 和 3 之 间 . 


(4) 证 明 
cosOcos0 一 地 cos20 cos 0 十 $cos30cos? 0 一 …: 二 二 log (1 十 3cos” 0) 
sin0sin0— § sin 20 sin” 0 十 3sin30sin 0 — .二 arccot (1 十 cotg 十 cot? 0) 
反 余 切 的 值 介 于 -3x 和 3 之 间 ; 并 对 级 数 
cos0sinb0 一 二 cos20sin20 十 …. ， Sin0cos0 一 sin 20 cos "0 十 …， 
的 和 求 出 类 似 的 表达 式 . 
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设 z 是 任意 复数 , h 是 一 个 足够 小 的 实数 , 确保 有 |hz| < 1 成 立 . 那么 
log (1 + hz) = hz — $ (hz) + ¥§ (hz)? | 





所 以 log (1 + hz) 
h 





= z+ 9(h,z), 
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其 中 
$(h,z) 一 一 起 22 十 于 1223 — Th..., 
[b(n,z)| < |nzs| (+Imz| 十 | 大 好 十) = 2 
Wa 1— |hz|’ 
所 以 当 久 一 0 时 有 90(h,z) 一 0. 由 此 推 得 
.log (1 十 hh 
bm 二 . 
特别 地 , 如 果 假 设 h = 1/n, 其 中 是 正 整 数 , 就 得 到 
。 ZY 
im nlog (1 十 一 ) 反光 ; 
所 以 n 
im (1 十 =) = im exp {nlog (1 十 =)} = exp Z. (2) 


上 式 推广 了 第 215 节 对 取 实 数值 的 z 所 证 明 的 结论 . 
由 (1) 可 以 推导 出 某 些 其 他 的 结果 , 下 一 节 将 要 用 到 这 些 结果 如 果 寺 和 户 
是 实数 , 且 h 足够 小 , 就 有 
log (1+tz+hz)—log(l1+tz) 1 hz 
h -josl1 


当 hh 一 0 时 它 趋向 极限 z/ (1 十 tz). 从 而 








$F {log ll +t)} = (3) 

我 们 还 需要 (1 + tz)” 关 于 t 的 求 导 公 式 , 其 中 m 是 任意 实数 或 者 复数 . 首 
先 注意 , 如 果 9 (t) = 世人 上 ix (t) 是 t 的 复 函 数 , 该 函数 的 实 部 少 ( 和 虚 部 x (t) 
是 可 微 的 , 那么 





5 (exp $) = a 3 (C08 X 十 isin X)exp} 


一 攻 +isinx)wy + (—sinx+ticosx)xXx }expvy 
= (Ww +ix)(cosx +isinX)expy 
= (V+ix)exp (V+ix) = ¢ expy, 

所 以 对 于 exp 9 的 微分 法 则 与 $ 取 实 数值 的 情形 相同 . 如 此 就 有 


5 (1+tz)" = 下 exp {mlog (1 + tz2)} 
= exp {mlog (1 +t2)} = mz (1 +t2)"™1. (4) 
这 里 (1 十 tz)” 和 (1 十 tz)” ”两 者 都 取 主 值 . 
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247. 二 项 式 定理 的 一 般 形式 


我 们 已 经 证 明了 (第 222 节 ): 对 于 所 有 取 实 数值 的 m 以 及 介 于 -1 和 1 之 
间 z 的 所 有 实数 值 , 级 数 


1+ (了 2 人 (24 


的 和 都 是 (1 十 z)”= exp {mlog (1 十 z)}. 如 果 an 是 z” 的 系数 , 那么 , 无 论 m 
是 实数 还 是 复数 , 都 有 
CQm 十 1 
Qn 
因此 ( 例 LXXX 第 (3) 题 ), 如 果 z 的 模 小 于 1, 则 该 级 数 总 是 收敛 的 , 现在 要 来 
证 明 它 的 和 仍然 是 exp {mlog (1 十 z)}, 即 (1 十 z)” 的 主 值 . 
由 第 246 节 可 知 , 如 果 t 是 实数 , 那么 
d 5 


示 (1+tz)" =mz(l1+tz)” ,， 


z 和 m 取 任何 实数 或 者 复数 值 , 且 每 一 边 都 取 主 值 . 于 是 , 如 果 9 (6 = (1 十 tz)”， 
就 有 


_ Im 一 7 
n 二 1 


> 1. 











pV =mm 1 (mnt+1)2 1+t2)" ". 


这 个 公式 对 t= 0 依然 成 立 , 所 以 


-~ (> 


由 第 167 节 的 (1) 和 (2) 推出 (如 果 记 得 第 170 节 末 尾 所 作 的 说 明 的 话 ) 











i a 
Or 
其 中 J 
n—1 y(n) 
m= h (1 -£1 G0 (t) dt. 
记 


z=7r(cos0+isin0), 7 一 几 十 jz 
并 确定 hE,, 的 一 个 上 界 . 
一 方面 我 们 有 
上 1 十 万 | < 2， 


另 一 方面 有 





|1+tz|= V1i+2trcos0+t2r ?>1-tr>1—7; 
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而 一 x <am(1l 十 tz) < Tx. 又 有 


la 和 | =exp{(u— 1)log|l+tz|— vam (1+ tz)} 





三 |1 再 2 e 一 “am(I 十 tz) . 


如 果 凡 > 1, 则 这 里 的 第 一 个 因子 不 超过 24-!, 如果 /< 1 则 它 不 超过 (1 一 1); 
而 第 二 个 因子 不 超过 erl"|, 因此 la +tz)”!| 有 一 个 与 + (以 及 nn) 无 关 的 上 界 天 ; 











这 样 一 来 , 就 有 
mmm) (mont, 站 a 
[Rl (ny |z|” x | (1 二 tz) i dt 














< KD nt f(t) a 


(nC— 1)! 1—tr 
最 后 有 1 一 tr > 1 一 t, 所 以 


mm 1 (mnt+l)| , 
(n—1)! 人 





| 已 | <K 


最 后 一 步 是 我 们 的 定义 . 但 是 
Pntl _ Im—n| 
2 
pn n 
所 以 ( 例 XXVII 第 (6) 题 ) pn 一 0. 于 是 RR, 一 0, 这 样 就 得 到 下 述 定 理 . 
定理 ”对 于 所 有 取 实 数值 或 者 复数 值 的 m 以 及 满足 |z| < 1 的 所 有 的 z 值 ， 


二 项 级 数 
1 十 (站 ):+ (32 


的 和 都 是 exp {mlog (1 十 z)}, 其 中 的 对 数 取 主 值 . 


关于 二 项 级 数 的 一 个 更 加 完整 的 讨论 (包括 |z| = 1 这 一 更 加 困难 的 情形 在 
内 ) 可 以 在 Bromwich 所 著 Infinite series 一 书 (第 2 版 ) 第 287 页 以 及 其 后 各 页 
中 找到 . 

例 XCIX 

(1) 假设 m 是 实数 . 那么 , 由 于 





> 7, 








1 nb 
log (1+z)= 3 10g (1 + 2rcos0+r) 十 iarctan 人 


我 们 得 到 


> 人 Zz" = exp {Bmios (1 十 27cos9 十 cs {marctan (G 0 )} 


0 
尘 (1 十 27rcos0 十 六) 3m Cis 。 marctan MG 
人 1 十 rcos0 2 
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所 有 的 反正 切 介 于 -3 与 3 之 间 . 特别 地 , 如果 假设 9 = 3r, > = ir, 并 令 实 部 和 虚 部 分 别 


相等 , 即 得 
en 


5 Em 
十 四 所 一 二 (LT+r 2 sin (marctan7). 


IF 


mm 
cos (marctan7), 

















1.:.3。 1.3.5.:7 4 VI 十 rz 十 1 
1 7” 十 7r 二 ， 
2.4 2.4.6.8 2(1 十 72) 
1 1.3.5 3 1.3.5.7.9 5 Vl++r2—1 
7 十 r 过 
2 2.4.6 2.4.6.8.10 2(1 十 72) 








[在 第 (1) 题 的 最 后 两 个 公式 中 取 m = 一 ] 
(3) 证 明 : 如 果 一 47 < 9 < 4m 那么 , 对 于 m 的 所 有 实数 值 均 有 


cosmb0 -eo 一 国 tan20 十 的 oo 
sin 700 = co) tang0 一 (3 oo 


cosm0+isinm0 = (cos0+isin0)™ =cos™ 0(1+itan0)™ 
立即 得 到 这 些 结果 . ] 
(4) 用 级 数 直接 相 乘 的 方法 我 们 证 明了 ( 例 LXXXI 第 (6) 题 ): (mz) 二 并 (2? 满足 
函数 方程 


[由 等 式 


f (m2) f (mm,z) =f (m+m,z), 
其 中 |z| < 1. 用 与 第 223 节 类 似 的 论证 方法 , 且 不 假设 本 节 中 的 一 般 性 定理 成 立 , 来 证 明 如 下 
结论 : 如 果 m 是 实数 上 且 为 有 理 数 , 那么 


f (m,z) = exp {mlog (1 + 2z)}. 





(5) 如 果 > 和 是 实数 , 且 一 1 < z < 1, 那么 


> z" = cos{nlog(l+2z)}+isin{nlog (lz)}. 
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1. 证 明 : iesg0-9 的 实 部 是 
eB (+ cos {3 (4k + 1)7nlog2}, 


其 中 是 任意 整数 . 
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2， 如 果 acos9 十 bsin0 十 c= 二 0, 其 中 abc 是 实数 , cz > oz 十 避 , 那么 
[c+ve 一 ao2 一 好 2 
其 中 m 是 任何 奇 整数 或 者 偶 整 数 要 根据 c 是 正 数 还 是 负数 来 确定 , 而 a 是 一 个 角度 , 其 余弦 
和 正弦 是 a/VEET 和 b/V@ 二. 

3. 证 明 : 如 果 z= 二 rei9, 且 7 < 1, 那么 

log (1 十 iz) 一 log(1 一 iz) 
的 虚数 部 分 (其 中 的 对 数 取 主 值 ) 是 
27r cosO 
arctan 
《3 

的 介 于 -4x 和 3 之 间 的 值 . (Math. Trip. 1916) 

4. 证 明 : 如 果 z 是 实数 , 而 4 = a 十 记 , 那么 


二 exp 4z = 4exp 47， /em 4zdz = 
ba 


从 例 LXXXVIII 第 (5) 题 推 导出 这 些 结果 . 








0=mntatilog 








exp Az 


5， 证 明 : 如 果 a > 0, 那么 ey 并 推导 出 例 LXXXVIII 
第 © 题 的 结果 . " 
. 证 明 : 如 果 (x/a)? 十 (y/0)? = 1 是 一 个 椭圆 的 方程 , 且 f(x,y) 表示 另外 的 任何 一 条 代 
es 高 次 的 那些 项 , 那么 此 椭圆 与 该 曲线 的 交点 的 偏心 角 之 和 与 


—i{log f (a,ib) — log f (a, —ib)} 
相差 2r 的 一 个 倍数 . 
[偏心 角 由 f (a cos a,bsin a) 十 … = 0 给 出 , 也 就 是 由 


ee 


给 出 , 其 中 心 = expia; 而 2”a 等 于 -iLog PP 的 一 个 值 , 其 中 P 是 这 个 方程 的 根 的 乘积 . 
7.， 确定 方程 tanz = az 的 根 的 个 数 以 及 近似 位 置 , 其 中 a 是 实数 . 
[我 们 已 经 知道 ( 例 XVII 第 (4) 题 ), 该 方程 有 无 穷 多 个 实 根 . 现在 令 z = z 十 iy, 并 使 实 
部 和 虚 部 分 别 相等 . 我 们 就 得 到 
sin 27 sinh 27/ 


0 cos2x + cosh 2y 0 








cos 27 十 cosh 2V 
所 以 , 除非 x 或 者 y 为 零 , 否则 就 有 


sin27 sinh2y 








27 2y 
这 是 不 可 能 的 , 因为 它 的 左边 的 绝对 值 小 于 1, 而 右边 的 绝对 值 大 于 1. 从 而 有 x = 0 或 者 
y 二 0. 如 果 y = 0, 就 回 到 了 该 方程 的 实 根 . 如 果 z = 0, 则 有 tanhy = ay. 容易 看 出 , 如 果 
a 0 或 者 a > 1, 这 个 方程 没有 异 于 零 的 实 根 , 而 当 0 < a < 1 时 它 有 两 个 这 样 的 根 . 于 是 , 如 
果 0<a<1, 它 有 两 个 纯 虚 根 ; 反之 所 有 的 根 都 是 实 的 . ] 
8.， 如果 a < 0, 则 方程 tan z = az 十 b 没有 复 根 , 其 中 a 和 2b 是 实数 , 且 b 不 等 于 零 . 如 
果 a > 0, 则 所 有 复 根 的 实 部 的 绝对 值 都 大 于 |b/2al. 
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9. 方程 tanz = a/z 没有 复 根 , 其 中 a 是 实数 , 但 是 , 如 果 a < 0, 则 它 有 两 个 纯 虚 根 . 
10. 方 程 tan z = atanh cz 有 无 穷 多 个 实 根 以 及 纯 虚 根 , 但 是 没有 复 根 , 其 中 a 和 c 是 实数 . 
11. 证 明 : 如 果 z 是 实数 , 那么 


az < n n—2712 n—4,4 
br=) a [|” p+[” be 
e COS 00 - { (2) (0) h 


这 里 的 大 括号 中 妥 (n 十 1) 或 者 3 (n 十 2) 项 . 对 于 e*”sin bx 求 一 个 类 似 的 级 数 . 
12， 如 果 当 n 一 co 时 有 mb(z,m) 一 >, 那么 {1 十 9$(z,n)}” 二 expz. 
13. 如 果 g(t) 是 实 变 量 t 的 复 函 数 , 那么 





d 


[利用 公式 $ = 多 十 ix, log $ = $log (Ww? 十 xX) 十 iarctan(X/). ] 

14. 变换 .在 第 3 章 里 ( 例 XXI 第 (21) 题 和 其 后 诸 题 , 以 及 第 3 章 杂 例 第 22 题 和 其 
后 诸 题 ) 我 们 已 经 考虑 了 几 个 简单 的 例子 , 这 些 例子 涉及 两 个 变量 z, 2 的 平面 上 由 一 个 关系 式 
z 二 f(2) 相 联 系 的 图 形 之 间 的 几何 关系 . 现在 要 来 研究 关系 式 中 含有 对 数 、 指 数 或 者 三 角 函 
数 的 某 些 情形 . 

首先 假设 





TI a 
ZzZ = exp 入 二 元 Log 2 
其 中 a 是 正 数 . z 的 一 个 值 与 2 的 一 个 值 对 应 , 但 是 , 对 于 z 的 一 个 值 却 有 无 穷 多 个 2 的 值 与 
之 对 应 . 如 果 zx,y,7,9 是 z 的 坐标 , 而 X, 到 羽 ,6 是 2 的 坐标 , 就 有 关系 式 


eX/e nxX/a 


nY .NY 
2 一 COS 一 ， y=e sin 一 一 ， 
a a 


X= logr, Y = ®t 4 2ka, 
Tn A 


其 中 天 是 任意 整数 . 如 果 假 设 -~r< 0< 7 且 Logz 取 主 值 logz, 那么 上 = 0, 而 2 则 被 限制 
在 2 平面 上 的 某 个 与 轴 OX 平行 的 带 状 区 域 中 , 且 其 每 一 边 距 OX 的 距离 为 a, 该 带 状 区 域 
上 的 一 点 与 整个 z 平面 上 一 点 对 应 , 且 反 之 亦 然 . 取 Log > 的 一 个 异 于 主 值 的 值 , 我 们 就 得 到 
z 平面 与 Z 平面 上 另 一 个 宽度 为 2a 的 带 状 区 域 之 间 一 个 类 似 关 系 . 

对 于 2Z 平面 上 六 与 了 取 常 数值 的 那些 直线 , 它们 与 z 平面 上 > 与 9 取 常 数值 的 圆周 以 
及 半径 向 量 对 应 . 与 OX 平行 的 一 整 条 直线 与 上 述 后 面 这 些 直线 中 的 一 条 对 应 , 但 是 对 于 r 为 
常数 的 圆 来 说 , 与 OY 平行 的 直线 仅 有 长 为 2a 的 一 段 与 之 对 应 . 为 使 得 2 描绘 出 整个 后 面 那 
条 直线 , 必须 要 使 得 z 不 断 地 一 次 次 地 绕 着 这 个 圆 移动 . 

15. 证 明 : > 平面 上 的 一 条 等 角 螺 旋 线 对 应 于 2 平面 上 一 条 直线 . 

16. 类 似 地 讨论 变换 z = ccosh (r2ZV/a), 证 明 : 整个 z 平面 与 2 平面 上 无 穷 多 个 带 状 区 
域 中 的 任意 一 个 对 应 , 每 一 个 带 状 区 域 都 平行 于 轴 OX, 且 有 宽度 2a. 又 证 明 : 椭圆 





2 y 2 
(rmt) {a Es) 一 
与 直线 X = Xo 对 应 , 且 对 于 Xo 的 不 同 值 , 这 些 椭圆 构成 一 个 共 焦 系统 ; 直线 Y = 3” 对 应 于 
一 族 相 伴 的 共 焦 双 曲 线 . 当 2 描画 出 整 条 直线 X = Xo 或 者 Y = in 时 , 画 出 z 的 变化 图 形 . 
当 z 描画 出 由 共 焦 系统 的 交点 之 间 的 线段 以 及 x 轴 上 剩 下 的 线段 做 成 的 退化 的 椭圆 和 退化 的 
双 曲 线 时 , Z 将 如 何 变化 ? 
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17， 验证 : 第 16 题 的 结果 与 第 14 题 以 及 第 3 章 杂 例 第 26 题 的 结果 是 一 致 的 . [变换 
Zz = ccosh 
可 以 看 成 是 由 以 下 诸 变 换 复合 而 成 的 
1 1 TI 
Z 二 CZ1， 2 一 二 (= ， 22 = exp -一 . | 
2 Z2 a 
18. 类 似 地 讨论 变换 z = ctanh (x2/a), 证 明 : 与 直线 X = Xo 对 应 的 是 共 轴 的 圆 
{x — ccoth (2rXo/oj + oy = czcsch2 (2rXo/a)， 
且 与 此 组 正 交 的 共 轴 圆 系 与 直线 Y = 切 对 应 . 
19， 球 极 平 面 投影 和 Mercator 投影 ， 中 心 在 原点 的 单位 球面 上 的 点 从 南极 (其 坐标 


为 0,0, 一 1) 投影 到 在 北极 O 的 切 平面 上 . 球面 上 一 个 点 的 坐标 是 £,m,¢, 而 稍 卡 儿 轴 OX, OY 
取 在 切 平面 上 , 且 与 轴 & 和 平行 . 证 明 : 该 点 的 投影 坐标 是 














且 z 十 这 = 2tan3bCis 其 中 9 是 (从 平面 m= 0 开始 度量 的 ) 经 度 , 而 9 是 球面 上 的 点 的 
北极 距离 . 

这 个 投影 给 出 球面 在 切 平面 上 的 一 个 映射 , 通常 称 为 球 极 平面 投影 (stereographic projec- 
tion). 如 果 现 在 引进 一 个 新 的 复 变 量 

ZF=X+iY = -ilogiz= —ilog$ (z+iy), 

从 而 X= $8, Y = logcot #0, 在 2 平面 上 我 们 就 得 到 另外 一 个 映射 , 通常 称 为 Mercator 投 
影 (Mercator's projection). 在 这 个 映射 中 , 纬度 (latitude) 和 经 度 (longitude) 的 平行 线 分 别 
用 与 X 轴 以 及 与 Y 轴 平 行 的 直线 来 表示 . 


20， 讨 论 由 等 式 = = Log ( 三 ， ) 给 出 的 变换 , 证明: > 和 y 取 党 数值 的 直线 与 4 平面 


ZF 
上 两 组 正 交 的 共 轴 圆 系 对 应 . 
21. 讨论 变换 








VD 一 ww 
证 明 : xz 和 vw 取 常 数值 的 直线 与 以 点 2 = a 和 2 = 0 为 焦点 的 共 焦 椭圆 族 以 及 共 焦 双 曲 线 族 
相对 应 . 











[我 们 有 
VZ—at+vVZ—b = Vb—aexp (r+tiy), 
VZ—a— V2Z—b = Vb—aexp(—7r— iy); 

可 以 求 得 


[IZ—-al+|Z—6|=|5b—alcosh2zx, |Z—al—|Z—0|=|0—alcos2y.] 
22. 变换 z 二 Zi. 如 果 z = 2', 其 中 虚数 的 寡 取 主 值 , 则 有 


exp (logr +i0) = z= exp (ilog Z) = exp (ilog R— ©), 


所 以 logr = 一 6,9 = log R 十 2kn, 其 中 天 是 整数 . 由 于 所 有 的 上 值 给 出 同样 的 点 z, 可 以 假设 
二 0, 此 时 有 








logr = —O, 09=10gR. (1) 
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当 R 经 过 9 的 所 有 正 值 从 一 x 变化 到 xt 时 , 整个 2 平面 都 被 覆盖 住 了 , 此 时 ” 的 取 值 
范围 是 exp (nn) 到 exp, 而 9 取 所 有 的 实数 值 . 于 是 , 2 平面 对 应 于 由 圆 ” = exp (一 zn) 和 
7 二 exp7t 所 界限 的 圆 环 ; 不 过 这 个 圆 环 被 覆盖 无 穷 多 次 . 然而 , 如 果 仅 仅 人 允许 96 在 -A 与 之 
间 变 化 , 则 该 圆 环 仅 被 覆盖 一 次 , 此 时 R 将 只 能 从 exp (一 zn) 变化 到 exp, 所 以 2Z 的 变化 就 局 
限 在 一 个 各 方面 都 与 z 变化 所 局 限 的 环 完全 类 似 的 环 中 . 此 外 , 每 一 个 环 沿 负 实 轴 都 必须 视 为 
有 一 条 z (或 者 2) 不 得 越过 的 割 线 , 这 是 因为 它 的 辐 角 不 得 逾越 界限 一 x 和 xt. 

这 样 就 得 到 由 一 对 等 式 





ee 
给 出 的 两 个 环 之 间 的 一 个 对 应 关系 , 其 中 每 个 需 都 取 主 值 . 在 一 个 平面 上 中 心 在 原点 的 圆 与 另 
一 个 平面 上 经 过 原点 的 直线 对 应 . 

23. 当 2 以 exp zt 作为 起 点 , 按照 正方 向 沿 较 大 的 圆 移 动 到 点 - exp zr, 再 沿 着 割 线 移动 ， 
继而 按照 负 方 向 绕 小 圆 移 动 , 再 回 过 来 沿 割 线 前 进 , 并 绕 大 圆 的 剩余 部 分 回 到 原来 的 出 发 点 时 ， 
画 出 z 变化 的 图 形 . 

24， 如果 z = 2, 寡 取 任意 一 个 值 , 且 2 沿 一 条 等 角 螺 旋 线 移动 , 其 极点 是 它 所 在 平面 上 
的 原点 , 那么 , z 也 沿 一 条 等 角 螺 旋 线 移动 , 其 极点 是 它 所 在 的 平面 上 的 原点 . 

25. 当 > 沿 实 轴 趋 向 原点 时 , 2 = z” 性 状 如 何 ? 这 里 a 是 实数 . [2Z 一 次 又 一 次 地 绕 中 心 
在 原点 的 一 个 圆 移动 (如 果 z” 取 主 值 , 则 它 就 是 单位 圆 ), 2 的 实 部 和 虚 部 两 者 都 是 有 限 振荡 
的 . ] 

26. 证 明 : 形 如 anz”” 的 级 数 ( 其 中 a 是 实数 ) 的 收敛 区 域 是 一 个 角 状 区 域 , 也 就 
是 由 形 如 bo < amz < b 的 不 等 式 所 围 成 的 区 域 . [这 个 角 状 区 域 有 可 能 退化 成 一 条 直线 , 或 者 
覆盖 整个 平面 . ] 

27. 等 位 线 . 如 果 f (z) 是 复 变 量 z 的 函数 , 我 们 就 把 |f (z)| = (其 中 为 常数 ) 的 曲线 
称 为 f(z) 的 等 位 线 (level curve). 概略 绘 出 下 列 函 数 的 等 位 线 的 形式 











? 一。 (同心 贺 )， (z 一 a) (z 一 避 ( 笛 卡 儿 卵 形 线 )， 
(z 一 a) / (z 一 如 ( 共 轴 的 圆 )， exp z (直线 ). 








28， 概 略 绘 出 (> 一 a) (z 一 0) (z 一 c) 的 等 位 线 的 形式 . 
29， 概略 绘 出 (i) zexp >，(i sinz 的 等 位 线 的 形式 ，[ 见 图 56?, 它 表示 sin z 的 等 位 线 . 
标记 了 I~VIII 的 这 些 曲 线 对 应 于 = 0.35, 0.50, 0.71, 1.00, 1.41, 2.00, 2.83, 4.00 时 的 等 位 线 . ] 





图 56 





@ 这 些 图 是 由 当时 还 是 一 名 在 校 大 学 生 的 EE. H. Neville 先生 (现在 他 已 是 教授 ) 为 我 绘制 的 . 
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30. 概略 绘 出 exp z 一 c 的 等 位 线 的 形式 , 其 中 c 是 实 常数 . [图 57 绘 出 了 |exp z 一 1| 的 等 
位 线 , 图 中 的 曲线 I~VII 对 应 的 天 值 由 logk = 一 1.00, 一 0.20, 一 0.05, 0.00, 0.05, 0.20, 1.00 给 
出 . ] 

31. sinz 一 c 的 等 位 线 (其 中 c 是 正常 数 ) 概略 画 在 图 58 和 图 59 中 . [这 些 曲 线 的 
特性 在 c < 1 和 ec > 1 时 是 不 同 的 ， 在 图 58 中 取 了 ec = 0.5， 曲 线 I~VIIT 对 应 于 
hk 二 0.29, 0.37, 0.50, 0.87, 1.50, 2.60, 4.50,7.79， 图 59 中 取 了 c = 2, 曲线 I~VII 对 应 于 





kk 二 0.58, 1.00, 1.73, 3.00, 5.20, 9.00, 15.59， 如 果 c = 1, 则 其 等 位 线 除 了 原点 与 尺度 单位 不 
同 外 , 其 余 均 与 图 56 中 的 等 位 线 相同 . ] 

Wl 

Wl 














图 58 图 59 
32. 证 明 : 如 果 0 < 9 < 那么 
cos 0 十 了 cos 30 十 cos50 十 … 二 了 1 log cot” 3 4 
sin9 十 3sin30 十 3 sin50 十 …: 二 3. 
并 对 所 有 使 得 这 些 级 数 收敛 的 其 他 9 值 求 出 级 数 的 和 . [利用 等 式 
2 3 二 Ss Bos (41), 


其 中 z == cos0 十 isin0. 当 9 增加 zt 时, 每 个 级 数 的 和 都 改变 符号 . 由 此 推出 , 第 一 个 公式 对 除 
了 的 倍数 之 外 的 所 有 0 值 都 成 立 ( 当 0 是 xt 的 倍数 时 , 级 数 均 发 散 ), 当 


2Hr <0< (2k+1)n 
时 第 二 个 级 数 的 和 是 im, 当 
(2k+1)nr<0<(2k+2)n 
时 第 二 个 级 数 的 和 是 -im 当 9 是 zt 的 倍数 时 , 其 和 为 零 . ] 
33. 证 明 : 对 所 有 实 的 9 有 
> 2 部 (3 性 | 0 |) . (Math. Trip. 1932) 


人 
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34. 证 明 : 如 果 0 <9 < Jn 那么 


cos 0 一 了 cos 30 十 icos 50 一 人 
sin0 — 3sin30+ $sin50—... log (sec0 + tan 0)”; 
并 对 所 有 使 得 级 数 收敛 的 其 他 9 值 求 出 级 数 的 和 . 

35. 证 明 : 除非 9 一 a 或 者 91 





Ha 是 2r 的 倍数 , 否则 就 有 


coSO cos Q 十 圭 cos 20 cos 2a 十 3cos30cos3a 十 …: 


= 一 ilog{4(cos0 一 cos oa) 
36. 证 明 : 如 果 和 》 都 不 是 实数 , 那么 


广 dz log (—a) 一 log (—0b) 
o 玖 二 可 区 ed 





每 一 个 对 数 都 取 主 值 . 验证 a = ci,b = 一 ci 时 的 结论 , 其 中 c 是 正 数 . 再 讨论 a 为 负 实 数 或 者 
b 为 负 实数 或 者 它们 两 者 皆 为 负 实数 的 情形 . 


37. 证 明 : 如 果 a 和 8 是 实数 , 且 8 > 0, 那么 


人 dz Ti 
0 22 一 人 


atip) 2(a+ip) 





当 68 < 0 时 积分 的 值 是 什么 ? 


38. 证 明 : 如 果 Ax? 十 2Bz 十 C=0 的 两 个 根 的 虚 部 有 相反 的 符号 , 那么 


) dz oe Ti 
_w AT2?+2Br+O  VvV55 二 4C， 


其 中 VB? 一 AC 的 符号 的 选取 使 得 VB? 一 AC/Ai 的 实 部 是 正 数 . 
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有 三 个 不 等 式 在 分 析 中 特别 重要 : 算术 平均 和 几何 平均 定理 、Halder 不 等 式 和 Minkowski 
不 等 式 . 其 中 第 一 个 不 等 式 需 要 比 在 第 25 页 中 更 为 一 般 的 形式 , 而 其 他 两 个 不 等 式 可 以 由 第 
一 个 不 等 式 推导 出 来 . 

接 下 来 所 有 的 字母 都 表示 正 数 (严格 意义 上 的 ). 像 在 第 25 页 中 那样 可 以 证 明 ® 

a1 十 02 十.… 十 an 
n 

除非 所 有 的 a; 都 相等 (在 此 情形 这 两 个 平均 值 相 等 ). 假设 它们 分 成 m 个 由 相等 的 数 构成 的 数 
组 , 有 pi 个 数 等 于 ai, pa 个 数 等 于 az, 如 此 等 等 , 则 


> (aiaaz :i An) ， (1) 











D1 十 Da 十 … 十 pm 三 nn， 

此 时 (1) 变 成 
dl1al 十 q2a2 十 :十 gmam > Qia32 ay， (2) 
其 中 
pv 

A ) 3 

4 2D1 十 Da 十 :… 十 Dm ® 
所 以 





1 十 q2 十 … 十 qm 二 1. (4) 


当 所 有 的 a; 都 相等 时 , 此 不 等 式 再 次 转化 为 等 式 . 

反 过 来 , 如 果 qi1,q2,… ,gm 是 任何 正 有 理 数 , 它们 的 和 为 1, 我 们 就 能 将 它们 化 为 有 共同 
的 分 母 , 并 将 它们 表示 成 (3) 的 形式 , 此 时 (2) 转化 成 情形 (1). 

现在 要 证 明 : (2) 对 所 有 和 为 1 的 实数 q; 为 真 (除非 所 有 的 a 都 相等 ). 换 句 话说 , 我 们 
要 去 掉 诸 gq; 是 有 理 数 的 限制 条 件 . 我 们 将 把 这 个 定理 称 为 “一 般 的 平均 值 定理 ”, 记 为 Gm, 或 
者 简 记 为 G. 其 证 明 与 此 前 所 说 的 无 关 . 

我 们 可 以 将 证 明 转化 成 特殊 情形 G2 的 证 明 . 这 是 因为 , 假设 m > 2, 且 Gx 已 经 对 


k= 二 2,3,… ,m 一 1 得 证 . 设 








qd1 十 92 十 … 十 qm-1 三 44， 


所 以 
9 十 gm 三 | 
记 
qi = g/g dm-1 = dm-1/g, 
则 有 


++ am-1=1. 





@ 实际 上 我 们 并 没有 证 明 那 么 多 , 不 过 这 一 讨论 只 需要 稍 作 改 变 即 可 ， 对 此 不 需要 详细 加 以 陈述 , 因为 (1) 包含 
在 (2) 中 , 而 我 们 将 对 (2) 给 出 一 个 独立 证 明 . 
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此 时 , 根据 C 和 Gm_1 可 得 


/ 9 
91 rm 一 1 ,dm — qm 
Ql Qnm_1 Qm 一 (« “Qnm 1 ) Cn 
9 


, / 
ql dm—1 
< (af vm ) 下 dmQam 


< q (qial 十 :十 gm_liam-1) 十 gmam 





三 q1Q1 十 92Q2 十 … 十 qmaQam. 
第 二 行 里 有 不 等 号 成 立 , 除非 
gq4 Gt 上 
Qj] Qam 一 Qm， 
第 三 行 里 有 不 等 号 成 立 , 除非 ui = aa = … = am_1; 这 样 一 来 , 除非 a1 = aa = …: = am -1 








am, 否则 总 会 在 某 处 有 不 等 号 成 立 . 因此 Gi 对 天 = m 成 立 , 从 而 结论 在 一 般 情 形成 立 . 
剩 下 要 证 明 G2. 改变 符号 , 可 以 把 G2 写成 


a’br “<aat+(ll—-ab (0<a<1) (5) 
(除非 a = 5b). 不 失 一 般 性 , 显然 可 以 假设 b > a. 这 样 (5) 就 是 
bl al <(l—a(b-aa®. (6) 
但 是 , 根据 中 值 定理 (第 194 页 ) 有 


ba =a, 








其 中 a < & < 5b, 这 就 给 出 (6), 这 是 因为 -a < 0, 从 而 有 £5”< a ”. 这 就 证 明了 G2, 从 而 也 
就 证 明了 Gm. 
我 们 还 可 以 将 一 般 性 的 不 等 式 Gm 写成 如 同 (5) 那样 的 形式 , 也 就 是 


ab .< aa+ Bo+:.+A, (7) 


其 中 a 十 6 十 … 十 和 =1. 
读者 可 能 会 产生 一 个 问题 : 能 否 从 诸 数 g; 皆 为 有 理 数 这 一 特殊 情形 出 发 , 通过 极限 过 程 推 
导出 一 般 的 定理 呢 ? 我 们 可 以 用 这 样 一 种 方式 , 用 一 列 有 理 数 gy) 来 通 近 每 一 个 ww : 对 每 个 
有 
gq +g + +g = 


又 对 每 个 v, 当 7 一 co 时 有 ql gu. 那么 , 对 每 个 + 有 


7) a gl) 


(7) 22 ag ， (8) 


ga 十 q3 Qa2 十 … 十 gl) am > a 
叉 当 7 一 00 时 , (8) 的 两 边 趋向 (2) 的 两 边 . 
如 果 我 们 满足 于 证 明 以 “>?” 人 代替“>” 所 得 到 的 稍 弱 形 式 的 (2), 这 个 讨论 就 足够 了 . 但 是 
当 了 一 co 时 “>” 就 退化 为 “>”: x 人 7 一 ZU 一 2 而 xz") > yl") 仅仅 蕴含 x > y, 不 一 定 
有 zz > y. 可 以 克服 这 个 困难 ( 见 Inequalities 一 书 第 18 页 ), 不 过 这 需要 一 点 创新 思想 , 我 们 
更 愿 采用 一 条 更 加 直接 的 路 线 证 明 . 
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不 等 式 (6) 是 第 74 节 中 已 经 证 明 的 诸 不 等 式 之 一 , 不 过 带 有 a 是 有 理 数 这 一 限制 条 件 . 
读者 将 会 发 现 , 证 明 第 74 节 中 所 有 不 等 式 不 仅 对 有 理 数 而 且 对 一 般 情形 的 指数 都 成 立 , 这 是 一 
件 很 有 意义 的 事 . 在 第 74 节 中 这 显然 是 不 可 能 的 , 因为 一 直到 第 214 节 , 对 于 取 无 理 数值 的 
oa zw” 才 有 了 定义 . 

有 另外 一 个 研究 G2 的 有 意思 的 方法 . 由 于 











函数 logx 是 止 的 (concave”) (也 即 它 的 图 形 处 处 有 负 的 曲率 ), 曲线 y = logz 的 弦 均 位 于 曲 
线 的 下 方 . 如 果 PP 是 (a, loga), 而 8 是 (b,1og 25), 则 划分 PQ 且 使 得 
a.:PR=(1-a)RQ 
成 立 的 点 RR 有 横 坐 标 wa + (1 一 a) 和 纵 坐 标 alog a 十 (1 一 Qa)logb. 于 是 
aloga+(1—a)logb < log{aa+ (1— a)b}, 
这 就 是 (5). 
Ha5lder 不 等 式 (HH) 
如 果 太 >>1 且 二 RR/(k 一 1), 所 以 kv > 1, 且 有 


1 J 
Fxti=}, (9) 


而 Q1,Q2,°** ,Qn 和 b1,02,*…- ,bn 是 两 组 正 数 ， 那么 


i 1/k i 1/k’ 
六 ambm < ( ) = 多 (10) 
m=1 7 一 1 


9 二 十 
除非 两 组 数 (a) 和 (中 成 比例 , 即 am /bw 与 m 无 关 , 否则 有 不 等 号 成 立 . 
这 是 (5) 的 一 个 推论 . 由 于 (10) 的 每 一 边关 于 a 和 两 者 都 是 (一 次 ) 齐 次 的 , 不 失 一 般 


性 , 可 以 假设 
ja=1, b=1. (11) 
如 果 也 用 a 代替 1/k, 用 6 代替 1/k', 则 有 a+B=1, 又 用 ar* 和 5 代 椅 a 和 ,那么 (10) 


就 变 成 a 
> asb < (30) (二 中 (12) 





但 是 , 根据 (5) 有 


> arb 去 D(aa + Bb) =a+6=1= (二 小 (3%) . 
除非 对 每 个 m 都 有 am = bm, 否则 有 不 等 号 成 立 ; 这 样 一 来 ， 当 我 们 去 掉 条 件 (11) 时 , 除非 
am/bm 与 m 无 关 , 否则 有 不 等 号 成 立 . 
更 一 般 地 有 


a 


Det. < (Ko) (5) (7), (13) 


@ 四 函 数 的 男 一 个 等 价 然而 却 更 加 明确 的 名 称 是 向 上 凸 的 函数 或 者 上 凸 函 数 . 一 一 译 者 注 
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如 果 
Qa+B+… 十 和 =1， (14) 


除非 诸 数 列 (a), (5),… , (1) 是 成 比例 的 . 这 可 以 从 (7) 推导 出 来 , 就 好 像 从 (5) 推导 出 (12) 一 
样 , 或 者 也 可 以 从 (12) 本 身 用 归纳 法 加 以 证 明 . 
Minkowski 不 等 式 (AI) 


如 果 玉 > 1 而 a1,a2,… ,an 和 上 ,bp ,Dn 


是 
济 1/k 1/k ey 1/k 
(2 (am 十 中] ‘(De 1 十 四 (15) 


除非 两 组 数 (a) 和 (0) 成 比例 , 否则 总 有 不 等 号 成 3 
这 个 结论 可 以 从 (10) 推出 . 记 


有 1/k 
S= 位 onto . {5 (a+o)*} 


ys 


kt 


(去 掉 下 标 ). 那么 
S= Oa(atb)" + ato" ,, 
对 右边 的 每 一 项 应 用 (10), 并 注意 到 (k 一 1) = 就 得 到 


Sa ey) {Sd (SD (+ 
=- {5 +) sr”, 


再 用 SI 人 来 除 , 即 得 (15)， 除 非 两 组 数 (a) 和 (5) 中 的 每 一 组 都 与 (a 十 5) 成 比例 , 即 除非 
(a) 与 (5) 成 比例 , 否则 总 有 不 等 号 成 立 . 

有 一 个 与 之 相伴 的 有 用 的 不 等 式 (在 相反 的 方向 上 ). 假设 a 二 b==1. 此 时 有 a<1,b<1, 
所 以 (由 于 >1)a*<a,b*<b, 且 有 





a +b<at+b=1= (a+b)". (16) 
由 于 最 后 这 个 不 等 式 的 两 边 都 是 (k 次 ) 齐 次 的 , 故 在 一 般 情形 它 是 成 立 的 (无 须 限制 a+b = 1). 
由 此 推出 

Dt > ao 十》 全， (17) 
当 a 和 5 是 严格 的 正 数 时 (正如 我 们 始终 假设 的 那样 ), 不 可 能 有 等 号 成 立 的 情形 出 现 . 
关于 不 等 式 的 几 点 说 明 

当 二 2,k' = 2 时 , 不 等 式 万 变 成 
(3) 六 > ao >》 pb’, 


这 是 Cauchy 不 等 式 (第 1 章 杂 例 第 10 题 ). 如 果 在 M 中 假设 上 = 2 和 mn = 3, 并 取 数 组 (a) 
和 (5) 是 zy2 和 x2,y2,z2, 则 它 变 成 











V (zi + 22) + (Wi 二 ya) + (1 十 220)? < V 吕 十 如 十 如 十 V 唱 十 垦 十 给. 
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此 式 表 达 了 如 下 的 事实 : 以 (0,0,0) , (zi 2) ; (一 x2, 一 Vy2,; 一 Z2) 为 顶点 的 三 角形 的 一 边 小 于 
另外 两 边 之 和 . 当 zi,yi, 1 与 22,y2, 22 成 比例 时 , 也 就 是 说 当 三 角形 退化 时 , 该 不 等 式 变 成 为 
等 式 . 一 般 来 说 , 不 等 式 M 将 “三 角 不 等 式 ” 拓 展 到 n 维 空间 中 , 在 n 维 空 间 中 两 点 Pi, 忆 
的 距离 定义 为 
1/k 
(le 一 Zo] 十 | 妇 一 yo 十 |21 一 Zo 十 ) 
第 1 章 杂 例 第 8 题 中 的 不 等 式 (7) 是 五 的 推论 , 这 是 因为 


位 = Oe) < DD) = 

但 是 第 1 章 杂 例 第 8 题 中 的 不 等 式 (6) 不 能 由 这 里 证 明 的 任何 不 等 式 推导 出 来 , 事实 上 它 是 一 
个 不 同类 型 的 不 等 式 , 称 为 Tchebychef 不 等 式 : 见 Inequalities 一 书 第 43 页 . 

当 是 有 理 数 时 , 如 和 M 是 代数 定理 , 于 是 希望 它们 的 证 明 也 是 用 代数 方法 给 出 的 , 即 
其 证 明 不 依赖 于 任何 种 类 的 极限 过 程 . 这 样 的 证 明 可 以 在 Inequalities 一 书 第 2 章 中 找到 (在 
那里 还 讨论 了 许多 类 似 的 定理 以 及 相应 的 推广 )， 如 果 是 无 理 数 , x* 不 是 代数 函数 : 此 时 不 
存在 寻求 代数 证 明 的 问题 . 例如 , 本 书 中 , x* 是 作为 exp (klog x) 来 定义 的 , 因此 , 我 们 所 给 出 
的 证 明 需 要 依赖 微 积 分 学 中 的 方法 以 及 对 数 和 指数 函数 的 理论 就 是 很 自然 的 了 . 


k/k’ 
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定理 “每 个 代数 方程 都 有 一 个 根 ” 通常 称 为 “代数 基本 定理 ”, 不 过 更 恰当 地 说 它 属于 分 析 ， 
这 是 因为 如 果 不 在 某 处 考虑 连续 性 是 不 可 能 对 它 加 以 证 明 的 . 在 此 值得 对 两 个 最 熟知 的 证 明 给 
出 概略 的 说 明 . 

(A) 第 一 个 证 明 是 第 3 章 和 第 10 章 中 思想 的 一 个 自然 发 展 . 设 





Z=f(2)=a02" 十 alzm 十 :十 an 


是 关于 z 的 一 个 实 系数 或 者 复 系 数 的 多 项 式 . 可 以 假设 ao 入 0. 

假设 z 在 z 平面 上 描绘 出 一 条 闭路 径 Y: 实际 上 , 7 总 是 一 个 沿 正方 向 走向 的 正方 形 , 该 
正方 形 的 边 与 坐标 轴 平 行 ( 见 图 A). 那么 , 2 就 在 2 平面 上 描画 出 一 条 闭路 径 荆 ( 见 图 B). 为 
了 现在 的 目的 , 可 以 假设 三 不 经 过 原点 , 这 是 因为 , 在 论证 的 任何 阶段 假设 荆 经 过 原点 都 将 认 
同 该 定理 的 正确 性 . 



































vy AlY 不 大 
bs td 一 一 > 一 一 
图 A 图 B 


对 于 2 的 任意 一 个 值 有 无 穷 多 个 am2 的 值 与 之 对 应 , 它们 相差 2r 的 倍数 , 且 当 2 描 
绘 出 工时”, 其 中 每 一 个 值 都 连续 地 变化 ,我 们 选取 am2 的 一 个 与 2 的 起 始 值 对 应 的 特殊 
值 (比方 说 满足 -x < am2 < zt 的 值 ), 并 沿 着 荆 循序 变动 . 这 样 就 对 厂 上 每 一 个 2 定义 了 
am2 的 一 个 对 应 值 (我 们 直接 称 之 为 am2). 

当 2 回 到 它 的 原始 位 置 时 , am2 可 能 没有 改变 , 也 可 能 与 它 的 起 始 值 相差 2r 的 一 个 倍 
数 . 例如 , 如 果 工 不 包围 原点 , 就 像 图 B 中 的 (a) 那样 , 则 am2 将 不 会 改变 ; 但 是 如 果 械 沿 
正方 向 绕 原 点 一 周 , 像 图 B 中 的 (5) 那样 , 那么 am2 将 会 增加 2r. 当 z 描绘 出 7 时 , 我 们 用 
和 (7Y) 来 表示 am2 的 增 量 . 

首先 假设 y 是 由 直线 x = 土 R,y = 土 R 所 确定 且 边 长 为 2R 的 正方 形 9. 那么 在 9 上 就 
有 |z| > R. 我 们 可 以 选取 RR 适当 地 大 , 使 得 











a a 
la | 有 
lao|R lao| R 











外 正 是 在 这 里 我 们 用 到 了 研 不 经 过 原点 这 一 假设 . 
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这 样 就 有 





QO0Z aoz™ 
其 中 在 3 上 所 有 的 点 都 有 |m| < 二 当 > 描绘 出 5 时 , 1 + n 的 辐 角 显然 不 变 , 而 >” 的 辐 
角 则 增加 2nx， 因 此 , 2 的 辐 角 增 加 2nprc 也 即 A (5S) = 2nn， 所 有 我 们 实际 上 需要 知道 的 就 


ZZ = a0z (+t 和 + ) -oz (1 十 7)， 





是 A(S) 冯 0. 
正方 形 8 被 坐标 轴 分 为 四 个 边 长 为 R 的 相等 的 正方 形 SY, S53, S53),,S(. 可 以 取 其 中 
任何 一 个 作为 y, 并 再 次 假设 对 应 的 忆 不 经 过 原点 . 这 样 就 有 


A(S)=A (50 十 和 (5 ) +A [9 十 人 么 (58®) , (1) 


这 是 因为 , 如 果 z 依次 描绘 出 59)…. 中 的 每 一 个 , 它 就 会 ( 见 图 A) 将 5 的 每 一 边 描 绘 一 
次 , 而 将 更 小 的 正方 形 中 不 是 5 的 边 的 一 部 分 的 那 每 一 条 边 ! 沿 相 反方 向 描绘 两 次 , 1 对 于 和 
式 (1) 的 两 次 贡献 将 相互 抵消 . 由 于 A (5) 关 0, A (34 ) ,… 中 至 少 有 一 个 不 是 零 ; 我 们 选取 
第 一 个 非 零 的 , 并 将 这 样 选取 的 正方 形 称 为 51. 这 样 就 有 A (51) 0. 

现在 再 用 与 坐标 轴 平 行 的 直线 将 S! 划分 成 四 个 相等 的 正方 形 , 并 重复 这 种 讨论 , 这 样 就 
得 到 一 个 正方 形 S， 它 的 边 长 为 3R, 对 它 有 4A(S) 头 0， 继 续 这 一 过 程 ， 就 得 到 一 列 正方 
形 S, 91, 952，… ,Sn,…， 其 边 长 分 别 为 2R, R,3R,… ,2-"+1R,.…, 每 个 正方 形 包 含 在 它 前 
面 一 个 正方 形 的 内 部 , 对 每 个 n 均 有 A(S,) 冯 0. 

如 果 5 的 西南 角 和 东北 角 是 (zw,yrn) 和 (zi 则 一 zw 二 太一 yr 二 2-”1T1R, 从 
而 (zn) 和 (yn) 是 递增 数列 ， (x) 和 ( 风 ) 是 递减 数列 ; zw 和 x4 趋向 同一 个 极限 zo, ww 和 
几 趋 向 同一 个 极限 yo 点 (zo, yo) (也 称 为 点 已) 或 者 位 于 每 个 Sn 的 内 部 , 或 者 位 于 每 个 Sn 
的 边界 上 ?. 给 定 任何 正 数 6, 可 以 选取 n, 使 得 5;, 的 每 个 点 与 已 的 距离 小 于 6. 从 而 P 有 这 
样 的 性 质 : 不 论 5 多 么 小 , 总 有 一 个 包含 P 的 正方 形 5 存在 , 使 得 它 所 有 的 点 与 P 的 距离 都 
小 于 6, 且 对 它 有 A (5,) 0. 

现在 可 以 证 明 








f (20) = f (xo + iyo) = 0. 
这 是 因为 , 假设 f (zo0) = c, 其 中 |c| = p > 0. 由 于 f (xo 十 iyo) 是 zo 和 yo 的 连续 函数 , 所 以 
可 以 选取 充分 大 的 n, 使 得 在 5S% 所 有 的 点 均 有 


1 (2) —f (20)| < 57. 





这 样 就 有 
Z=f(2)=c+o=c(l+), 

其 中 在 5 所 有 的 点 均 有 |o| < 4p,n| < .由 此 推出 , 当 > 描绘 出 5 时 ,am2 不 改变 ; 这 是 
一 个 矛盾 . 于 是 有 f (20) = 0 

(B) 第 二 个 证 明 依赖 于 第 103 节 以 及 其 后 各 节 中 的 若干 结论 在 多 元 函数 上 的 推广 

与 在 第 103 节 相 同 , 我 们 定义 一 个 函数 已 (z, 在 由 一 个 像 8 这 样 的 正方 形 所 围 成 的 区 
域 D 中 的 上 界 和 下 界 . 可 以 证 明 (与 第 105 节 的 最 后 一 段 中 的 做 法 非常 相似 ”): 一 个 连续 函 
数 在 任何 一 个 这 样 的 区 域 D 中 取 到 它 的 上 界 和 下 界 . 
@ 讨论 到 目前 为 止 没 有 任何 理由 表明 出 它 不 在 S 的 边界 上 , 尽管 后 面 将 会 显示 出 不 可 能 如 此 . 
@ 由 于 2 在 S 的 所 有 点 都 很 大 , 所 以 附带 还 证 明了 zo 不 在 S 上 . 
@ 第 105 节 的 第 一 个 证 明 依 赖 于 Dedekind 分 割 , 而 在 二 维 的 情形 没有 与 之 类 似 的 概念 . 
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F(z,Y) = |f (z+iy)| =1f (2)| = 12. 


那么 F(z,y) 是 连续 、 非 负 的 , 且 在 D 中 有 一 个 非 负 的 下 界 m, 这 个 下 界 在 D 的 某 一 点 zo 处 
取 到 . 容易 看 出 , 如 果 RR 很 大 , 则 zo 位 于 DD 的 内 部 ”. 
假设 m > 0, 如 果 令 z = zo 十 4, 并 重新 将 f(z) 按照 5 的 寡 排 列 , 就 得 到 


f (2) = f(z0) + A + 4262 + + AncC”, 


其 中 41, A2,… , An 与 《无 关 . 设 Ax 是 其 中 第 一 个 不 为 零 的 系数 , 并 记 


(20) = me™, Ax = ae'™, 6 pe'™. 


可 以 假设 p 足够 小 , 以 确保 ap* < mm 以 及 


此 时 有 


1 
ApriC*tl + + Anc"| < 了 0 


f (2) = me + apre®th0) + 9, 


其 中 |g| < 3ap*. 选取 % 使 得 


这 样 就 有 


Qa+ kg$=k+t+7n (2) 


f (2) = {m- ap + ge *)}, 


|f (2)| = 


i 1 
"|<m-ap +lg <m- ap <m,® 





mn 一 ap 十 ge 


这 是 一 个 矛盾 . 由 此 推 得 m = 0, 即 f (z0) = 0. 
当 我 们 选取 4 使 之 满足 (1) 时 , 事实 上 就 是 在 求解 方程 


Ce 一 pte 


换言之 , 我 们 用 了 如 下 的 事实 : 特殊 形式 的 方程 


和 一 C=0 (3) 


总 有 一 个 根 , 即 “ 基 本 定理 ”对 二 项 方程 为 真 . 当然 , 根据 第 48 节 (以 及 后 面 关于 三 角 函 数 和 指 
数 函 数 所 作 的 严格 讨论 ) 我 们 知道 , 事实 上 (3) 有 7 个 根 . 





理 的 一 个 独立 于 三 角 函 数理 论 的 证 明 有 某 种 逻辑 上 的 意义 ， 如 果 对 于 


特殊 的 方程 (3) 已 经 有 了 一 个 证 明 的 方法 ， 则 我 们 的 方法 将 会 对 定理 给 出 这 样 一 个 证 明 ; 在 





外 这 是 因为 , 假设 (明显 写 出 5, D, mo 和 zo 对 RR 的 依赖 关系 ) mo (R) 和 zo (R) 与 S(R) 以 及 万 ( 尽 ) 对 应 : 





那么 zo (R) 可 能 (到 目前 为 止 如 它 的 定义 所 指出 的 ) 位 于 5S (R) 上 . 然而 , 给 定 Ri 之 后 , 可 以 选取 Ro, 使 得 


12| 大 于 laol R2, 因 ] 








比 它 在 S (Ro) 上 以 及 在 它 外 部 的 所 有 点 上 肯定 也 大 于 m (Ri1); 这 样 一 来 zo (R) 就 


在 S (R2) 的 内 部 , 也 一 定 在 5 (R) 的 内 部 , 这 是 因为 有 R > R2. 实际 上 , 从 某 个 RR 开始 , m (R) 和 zo (RR) 


都 与 RR 无关. 
@ 原 书 此 处 误 写 为 |f (z)| 


二 |m 一 ap* 十 ge*| < .…. 一 一 译 者 注 
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Journal of the London Mathematical Society 第 16 卷 的 一 篇 注 记 中 , Littlewood 指出 了 可 以 
怎样 将 “下 界 ” 方 法 应 用 到 特殊 的 函数 

Rj 四 


上 去 , 从 而 完成 这 一 证 明 , 其 中 c=a 十 这 天 0. 
我 们 知道 (第 46 节 例 XXI 第 (14) 题 ), 任何 二 次 方程 , 特别 是 方程 2 = c 都 有 根 . 事实 
上 它 的 根 是 














+ (VHF +a) + (VEFE 0), 


2 
如 果 5b > 0, 则 两 个 符号 相同 , 如 果 b < 0, 则 两 个 符号 相反 . 于 是 , 如 果 n = 2”N, 其 中 N 是 
奇数 , 通过 求解 v 个 二 次 式 , 可 以 将 (3) 的 求解 问题 转化 为 一 个 方程 六 一 d = 0 的 求解 问题 . 
这 样 一 来 , 我 们 可 以 假设 n 是 奇数 . 
现在 如 前 一 样 来 对 特殊 的 函数 (4) 加 以 讨论 .这 里 有 两 种 可 能 性 : 要 么 zo 关 0, 要 么 
20 二 0. 如 果 zo 关 0, 那么 


f (z+ =f 20) +n C+ = f (20) + AC+..., 
其 中 A1i 关 0, 所 以 天 = 1. 于 是 完成 这 一 证 明 就 只 需求 解 一 个 线性 方程 .如果 相反 地 有 zo = 0， 
那么 
f(z2)=f(6)=6 ce. 


如 果 给 5 以 四 个 值 士 p, 二 ip (p 很 小 ), 那么 (由 于 n 是 奇数 ) f (4) 取 四 个 值 








上 
D 
| 








一 Cc 土 6”， 一 c 土 0”. 


换 句 话说 , 如 果 PP 是 点 f (zo0), 或 者 说 是 Argand 图 中 的 -c, 那么 在 这 四 种 情形 下 表示 f(z) 
的 四 个 点 是 由 P 通过 在 与 坐标 轴 平 行 的 四 个 可 能 的 方向 中 的 每 一 个 方向 上 作 小 的 位 移 得 到 
的 ， 其 中 至 少 有 一 个 使 得 P 更 加 接近 于 原点 ”, 又 如 果 ¢ 有 适当 的 值 , 则 |f (z)| < |f (zo)|. 
这 样 就 得 到 完成 证 明 所 需 的 矛盾 . 这 一 证 明 的 主要 思想 可 以 在 Cauchy 所 著 Erercises de 
mathématiques 一 书 第 4 卷 第 65~128 页 中 找到 (尽管 是 以 不 太 简 洁 也 不 够 精确 的 形式 给 出 
的 ). 在 Todhunter 所 著 Theory of equations 一 书 第 2 章 有 关于 这 个 证 明 的 一 个 说 明 . 

对 于 “基本 定理 ”所 给 出 的 许多 证 明 中 , 使 代数 学 家 最 为 满意 的 一 个 证 明 大 概 是 “Gauss 
的 第 二 个 证 明 ”( 按 照 后 来 的 数学 工作 者 给 出 的 简化 形式 之 一 )， 见 Gauss 的 Werke 第 3 卷 
第 33~56 页 , 或 者 参看 Perron 所 著 Algebra 一 书 第 1 卷 第 258~266 页 . 不 过 这 些 证 明 要 长 
得 多 . 


附录 2 的 例子 
1. 证 明 : f(z) = 0 在 不 经 过 任何 根 的 闭 围 道内 的 根 的 个 数 等 于 当 z 描绘 出 该 围 道 时 











1 
5 log f (2) 








@ 使 纵 坐标 保持 不 变 ,而 使 横 坐 标的 绝对 值 减 小 , 或 者 反 过 来 . 
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2. 证 明 : 如 果 R 是 任意 一 个 满足 
Q1 
上 瑟 
的 数 , 那么 z” 十 a1z”! 十 … 十 an 二 0 所 有 的 根 的 绝对 值 都 小 于 R. 特别 地 , 证 明 :条 一 13z 一 7 = 
0 所 有 的 根 的 绝对 值 都 小 于 2 南 . 
3， 确 定 方程 z2? 十 az 十 5 = 0 的 实 部 为 正 数 以 及 实 部 为 负数 的 根 的 个 数 , 其 中 a 与 5 
是 实数 , p 是 奇数 .证明 : 如 果 a > 0,b > 0, 则 这 种 根 的 个 数 分 别 为 p 一 1 和 十 1; 如果 
a < 0,b > 0, 则 这 种 根 的 个 数 分 别 为 p 十 1 和 wp 一 1; 如 果 65 <0, 则 这 种 根 的 个 数 分 别 为 p 和 
p. 讨论 a = 0 或 者 5 = 0 的 特殊 情形 . 对 p = 1 的 情形 验证 这 些 结论 . 
[ 当 z 描绘 出 一 个 中 心 在 原点 、 半 径 为 R 的 大 的 半圆 以 及 虚 轴 被 该 半圆 截 下 的 部 分 所 形成 
的 围 道 时 , 寻求 am (z22 十 az 十 b) 的 变化 . ] 
4. 类 似 地 考虑 方程 


ed a et 





4g1+ 


z+az+b=0, zl4+az+b=0, z+!+azi+b=0. 





5. 证 明 : 如 果 a 和 6 是 实数 , 那么 方程 z27? 十 o?z*” 1 十 6? = 0 的 实 部 为 正 数 以 及 实 剖 

为 负数 的 根 的 个 数 根据 n 是 奇数 还 是 偶数 而 分 别 为 nn 一 1 和 nn 十 1 以 及 nn 和 nn. 
(Math. Trip. 1891) 
6. 点 宽 , Z2, 23 构成 复 平面 上 一 个 三 角形 , 该 三 角形 的 内 部 位 于 从 2 到 z2 这 条 边 的 左边 . 
证 明 : 当 z 沿 着 连接 点 z = z1,z = z2 的 直线 从 接近 zi 的 一 个 点 移动 到 接近 z2 的 一 个 点 时 ， 


( 1 1 1 ) 
am se 下 
A 








的 增 量 接近 等 于 x. 
7. 包含 三 个 点 z = z1,z = z2,z = z3 在 其 内 部 的 一 条 围 道 由 zi, z2, za 所 构成 的 三 角形 的 














边 的 一 部 分 以 及 以 这 些 点 为 圆心 的 三 个 小 圆 位 于 该 三 角形 外 部 的 部 分 所 定义 . 证 明 : 当 z 描绘 
出 该 围 道 时 ， 
( 1 1 1 ) 
am 十 十 
你 ED Z2 之 
的 增 量 等 于 一 27. 


8. 证 明 : 环绕 一 个 三 次 方程 f(z) = 0 的 所 有 根 的 闭 卵 形 曲线 也 环绕 它 的 导出 方程 f' (z) = 
0 的 根 . [利用 等 式 














/ 1 1 1 
f=10 (二 + 二 + 一) 

(其 中 2 zza 是 f(z) =0 的 根 ) 以 及 第 7 题 的 结论 . ] 

9. 证 明 : f(z) = 0 的 根 是 与 三 角形 (zi, zz, 2) 的 边 在 边 的 中 点 相 切 的 椭圆 的 焦点 [证 
明 见 Cesaro 所 著 Blementares Lehrbuch der algebraischen Analysis 一 书 第 352 页 . ] 

10. 将 第 8 题 的 结果 推广 到 任意 次 数 的 方程 . 

11. 如 果 f(z) 和 4 (z) 是 两 个 关于 z 的 多 项 式 , 7 是 不 经 过 f(z) 的 任何 根 的 一 条 围 道 ， 
且 在 Y 上 所 有 点 均 有 |%(z)| < |f (z)|, 那么 方程 








f(z2)=0, f(z)+9(z)=0 
在 7 内 部 的 根 的 个 数 相等 . 
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12. 证 明 : 方程 


(其 中 a > e) 分 别 (i) 有 一 个 正 根 , (i) 有 一 个 正 根 和 一 个 负 根 ，( 这 ) 在 圆 |z| = 1 的 内 部 有 一 
个 正 根 和 两 个 复 根 . (Math. Trip. 1910) 





附录 3 关于 二 重 极限 问题 的 一 个 注 记 


在 第 9 章 和 第 10 章 里 , 我 们 接触 到 分 析 中 一 个 极其 重要 的 一 般 性 问题 的 某 些 特 丈 情形 . 
在 第 220 节 中 我 们 证 明了 


log (1+2)=2— $7 + ie —..., 


其 中 -1 < x < 1, 这 是 通过 对 等 式 


1 2 
ey 
1+t 


在 0 与 x 之 间 积 分 而 得 到 的 . 我 们 所 证 明 的 就 是 
ds = a f wtf Fat—.. ; 
o 1+t 0 0 0 


1 一 t 十 她 一 … 


的 和 在 积分 限 0 与 x 之 间 的 积分 等 于 它 的 各 项 在 相同 的 积分 限 之 间 的 积分 之 和 . 另外 一 种 表 
达 方 式 就 是 说 , 从 0 到 oo 的 求 和 运算 与 从 0 到 z 的 积分 运算 在 运用 到 函数 (一 1)”t” 上 时 是 
可 以 交换 的 , 也 就 是 说 , 它们 在 对 函数 作用 时 按照 何 种 次 序 进行 是 无 关 紧 要 的 . 

在 第 223 节 中 , 我 们 还 证 明了 : 指数 函数 


或 者 换言之 , 无 穷 级 数 








2 
六 
ep 和 二 二 有 二 机 


的 微分 系数 本 身 就 等 于 exp z, 即 


zx? zx? 
这 也 就 是 说 , 级 数 之 和 的 微分 系数 等 于 它 的 各 项 的 微分 系数 之 和 , 或 者 说 , 从 0 到 co 的 求 和 运 
算 以 及 关于 z 的 求 导 运算 运用 到 x"/n! 上 时 是 可 以 交换 的 . 
在 第 223 节 里 还 附带 证 明了 : 函数 expz 是 z 的 连续 函数 , 或 者 换言之 有 
2 


二 加 
十 … 二 lml 十 limz 二 + lim 一 十 …; 


rz? 
mte+t 守 + ) 二 1+€ 十 训 


Ln 21! 

即 级 数 的 和 的 极限 等 于 各 项 极限 之 和 , 或 者 说 成 级 数 之 和 在 x = & 连续 , 或 者 说 , 从 0 到 co 的 
求 和 运算 以 及 z 趋向 上 这 一 极限 运算 在 运用 到 xz"/n! 上 时 是 可 以 交换 的 . 

在 其 中 的 每 一 种 情形 , 我 们 都 对 这 一 结论 的 正确 性 给 出 一 个 特殊 的 证 明 . 我 们 还 没有 证 明 

任何 一 个 一 般 性 的 定理 , 由 此 一 般 性 的 定理 可 以 立即 推出 其 中 任何 一 个 特殊 结论 的 正确 性 . 在 

例 XXXVII 第 (1) 题 中 我 们 看 到 , 有 限 多 个 连续 的 项 之 和 本 身 仍 是 连续 的 , 在 第 114 节 里 我 们 
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看 到 , 有 限 多 项 之 和 的 微分 系数 等 于 它们 的 微分 系数 之 和 ; 在 第 165 节 里 我 们 对 定 积分 陈述 了 
相应 的 定理 . 例如 我 们 证 明了 : 在 某 些 情况 下 , 由 符号 


b 
z+é 


所 给 出 的 诸 运 算 关 于 有 限 多 项 的 求 和 运算 是 可 以 交换 的 . 在 某 些 可 能 精确 定义 的 情况 下 , 自然 
会 假设 它们 关于 无 穷 多 项 的 求 和 运算 也 是 可 以 交换 的 . 作 这 样 的 假设 是 很 自然 的 ; 不 过 这 也 就 
是 我 们 当前 有 权 说 的 全 部 内 容 . 
有 关 可 交换 的 以 及 不 可 交换 的 运算 的 几 个 进一步 的 例子 或 许 有 助 于 对 这 些 要 点 予以 说 明 . 
(1) 用 2 作 乘 法 和 用 3 作 乘 法 总 是 可 以 交换 的 , 这 是 因为 对 所 有 的 z 值 都 有 





2X3XTE3X2X.: 
(2) 取 z 的 实 部 的 运算 与 用 i 作 乘 法 的 运算 除了 z = 0 之 外 永远 不 可 交换 ; 因为 
ixR(z+iy)=izx, RI(ix(z+iy))= —y. 


(3) 关于 两 个 变量 zx 和 y 中 的 每 一 个 都 趋向 极限 0 的 运算 运用 到 函数 f(x,y) 上 可 能 可 以 
交换 , 也 有 可 能 不 可 交换 . 例如 





lim {im (e+} = limZz=0, lim , {im (e+} = limy=0; 
Z 一 0 2 一 0 2 一 0 


Z 一 0 








lim (站 !) lim < = lim 1 
zz 0 \y207T++Y Z 一 0 人 Z 一 0 





lim (im | = limn 二 = 1im(-1)=-1. 
2 一 0 N\z 一 0 0 十 y 2 一 0 Y 4 一 0 


(4) 运算 》`.… ,im ,… 有 可 能 是 可 交换 的 , 也 有 可 能 不 可 交换 . 例如 , 当 x 取 小 于 1 的 
业 
值 趋向 1 时 ， 





Co (这 | i a 
lim > z = lim log (1 + 2) = log2, 





而 另 一 方面 有 
me )| = lm{(1-2)+(z-7)+.}= lm1=1, 





5 {lm (cz s")}= 70 1)=0+0+0+.…=0. 


前 面 的 例子 告诉 我 们 , 关于 两 种 给 定 运 算 的 交换 问题 有 三 种 可 能 性 , 即 : (1) 这 些 运算 总 是 
可 以 交换 的 ; (2) 除了 非常 特殊 的 情形 之 外 , 它们 从 来 不 可 交换 ; (3) 在 分 析 中 经 常 出 现 的 大 多 
数 情形 中 , 它们 是 可 交换 的 . 
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真正 重要 的 情形 (正如 我 们 从 第 9 意 引 用 的 例子 所 指出 的 那样 ) 是 其 中 每 一 种 运算 都 包含 
极限 过 程 , 例如 求 导 或 者 无 穷 级 数 的 求 和 , 这 样 的 运算 称 为 极限 运算 (limit operation). 确定 两 
个 极限 运算 是 否 可 交换 , 是 数学 中 最 重要 的 问题 之 一 ; 但 是 , 要 想 用 一 般 性 的 定理 来 处 理 这 样 的 
问题 , 则 远 远 超出 了 我 们 这 本 书 的 范围 . 

然而 可 以 注意 到 , 对 于 这 个 一 般 性 问题 的 答案 就 在 上 面 的 例子 所 提供 的 路 线 之 中 . 如 果 工 
和 二 是 两 个 极限 运算 , 那么 LL'z 与 LLz 一 般 来 说 (在 单词 “一 般 来 说 ”的 严格 意义 上 ) 并 
不 相等 . 通过 一 个 没有 多 少 独 创 性 的 练习 , 我 们 总 可 以 求 得 一 个 z, 使 得 LL'z 与 LLz 是 不 同 
的 . 但 是 , 如 果 在 更 加 “实际 的 ”意义 上 来 使 用 这 个 单词 , 也 就 是 它 的 含义 是 “在 绝 大 多 数 自然 
发 生 的 情形 ” 它们 一 般 来 说 是 相等 的 . 实际 上 , 在 假设 两 个 运算 可 交换 的 条 件 下 所 得 到 的 结果 
有 可 能 是 正确 的 ; 无 论 如 何 , 它 对 于 所 考虑 的 问题 给 出 一 条 有 价值 的 线索 . 如 果 缺 少 对 于 一 般 性 
问题 的 进一步 研究 , 或 者 缺少 对 于 像 在 第 220 节 中 所 给 出 的 特殊 问题 的 特别 研究 , 这 样 得 到 的 
答案 必须 视 为 仅 有 参考 价值 但 未 被 证 明 的 结论 . 

















附录 4 分 析 与 几何 中 的 无 穷 





某 些 (尽管 并 非 所 有 ) 解析 几何 系统 包含 有 “无 穷 的 ”元 素 : 无 穷 远 处 的 直线 , 圆 的 无 穷 远 
点 , 等 等 . 这 篇 简略 的 注 记 的 目的 是 要 指出 , 这 些 概念 与 极限 的 解析 理论 毫 不 相关 . 

在 可 以 称 之 为 “通常 的 笛 卡 儿 几 何 ” 中 , 一 个 点 是 一 对 实数 (zx,y). 一 条 直线 是 满足 一 个 线 
性 关系 az 十 by 十 c= 二 0 的 点 的 集合 , 其 中 a 和 不 全 为 零 . 这 里 没有 无 穷 的 元 素 , 两 条 直线 可 
能 没有 公共 点 . 

在 一 个 实 的 齐 次 几何 系统 中 , 一 个 点 是 一 族 不 全 为 零 的 三 元 实数 组 (z, y z), 当 数 组 中 的 分 
量 成 比例 时 , 它们 就 被 归 人 同一 个 类 中 . 一 条 直线 是 满足 一 个 线性 关系 az 十 by 十 cz = 0 的 一 
族 点 , 其 中 a, be 不 全 为 零 . 在 某 些 系统 中 , 一 个 点 或 者 一 条 直线 相互 建立 在 完全 相同 的 基础 之 
上 . 而 在 另外 一 些 系统 中 , 某 种 “特殊 的 ”点 和 直线 要 加 以 特殊 地 区 别 对 待 , 重点 要 强调 的 东西 
正 是 建立 在 其 他 元 素 与 这 些 特殊 元 素 的 关系 这 一 基础 之 上 . 例如 , 在 可 以 称 之 为 “ 实 齐 次 笛 卡 
儿 几 何 ” 中 , 满足 z = 0 的 那些 点 是 特殊 的 点 , 其 中 有 一 条 特殊 的 直线 , 即 直线 z = 0. 这 条 特 
殊 的 直线 称 为 “无 穷 远 直线 ” 

本 附录 不 是 一 篇 关于 几何 学 的 论文 , 本 书 没有 展开 对 这 个 问题 的 详细 讨论 ， 其 要 点 为 : 分 
析 中 的 无 穷 是 一 种 “极限 ”, 而 不 是 “实际 的 ”无 穷 ， 在 整 本 书 里 , 符号 “coo” 都 被 看 成 是 一 个 
“不 完全 的 符号 ”一 个 没有 赋 以 独立 意义 的 符号 , 尽管 人 们 已 经 对 包含 它 的 某 些 用 语 赋予 了 意 
义 . 但 是 , 几何 的 无 穷 是 实际 的 无 穷 而 不 是 极限 的 无 穷 .“ 无 穷 远 处 的 直线 ”与 其 他 直线 之 所 以 
为 直线 在 含义 上 是 完全 一 样 的 . 

有 可 能 在 “ 齐 次 的 ”第 卡 儿 几 何 与 “通常 的 ”第 卡 儿 几何 之 间 建 立 一 种 相关 关系 , 在 这 种 关 
系 下 , 第 一 种 几何 系统 中 的 所 有 元 素 (特殊 元 素 除外 ) 都 在 第 二 种 几何 系统 中 有 关联 的 对 象 . 例 
如 , 直线 az 十 by 十 cz = 0 与 直线 az 十 by 十 c= 二 0 相关 联 . 第 一 条 直线 的 每 个 点 (除了 一 点 ， 
即 除 了 满足 z = 0 的 点 之 外 ) 在 第 二 条 直线 上 都 有 关联 的 对 象 . 当 (zx,y,z) 在 第 一 条 直线 上 以 
最 终 趋向 满足 z = 0 的 特殊 点 这 样 一 种 方式 变化 时 , 第 二 条 直线 上 与 之 对 应 的 点 的 变化 是 使 得 
官 离开 原点 的 距离 趋向 无 穷 . 这 种 相关 关系 有 其 历史 的 重要 意义 , 因为 这 门 学 科 的 词汇 正 是 由 
此 产生 的 , 作为 例证 这 一 目的 来 说 , 它 也 常常 是 有 用 的 . 不 过 它 也 仅仅 就 是 例证 而 已 , 在 此 基础 
上 并 不 能 建立 几何 无 穷 的 合理 解释 . 这 些 对 象 在 学 生 中 产生 的 困惑 如 此 普遍 , 其 原因 在 于 这 样 
一 个 事实 : 在 通常 使 用 的 解析 几何 教科 书 中 , 有 时 把 例证 当 作 了 真实 . 

对 分 析 与 几何 之 间 的 关系 感 兴趣 的 读者 可 以 参考 

D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie (英文 版 Foundations of geometry, Chicago, 1938); 

C. W. O’Hara and D. R. Ward, An introduction to projective geometry, Oxford, 1937; 

G. de B. Robinson, The foundations of geometry, Toronto, 1940; 

O. Veblen and J. W. Young, Projective geometry, vol. 1, New York, 1910; 


以 及 作者 在 Mathematical Gazette 第 12 卷 (1925 年 ) 第 309~316 页 上 题 为 “What is geom- 
etry?” 的 一 篇 文章 . 
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概率 导论 ( 第 2 版 修订 版 ) 


作者 : 【 美 】Dimitri P.Bertsekas 、 
John N.Tsitsiklis 
译 者 : 郑 国 忠 , 童 行 伟 
号 : 978=7=115=40507=4 
定价 : 79.00 元 


美国 工程 院 院 士 力作 ，MIT 等 全 球 众多 名 校 教材 
从 直观 、 自 然 的 角度 阐述 概率 ， 理 工科 学 生 入 门 首选 














陶 哲 轩 实 分 析 (第 3 版 ) 
作者 ; 【 澳 】 陶 哲 轩 


译 者 : 李 馨 
书号 : 978-7-115-48025-5 
介 : 99.00 元 
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华裔 天 才 数 学 家 、 菲 尔 兹 奖 得 主 陶 哲 轩 
经 典 实 分 析 教 材 ， 强 调 逻 辑 严谨 和 分 析 基 础 


基础 拓扑 学 〈 修订 版 ) 





作者 : 【 英 ] 马克 阿姆斯特朗 国 尖 水 国 
译 者 : 孙 以 丰 局 
书号 : 978-7-115-51891-0 国 : 

定价 : 49.00 元 


本 书 是 拓扑 学 入 门 书 ， 浅 显 易 懂 ， 而 且 在 内 容 取材 
和 表述 上 都 体现 出 作者 对 数学 之 美的 关注 。 


本 书 是 加 州 大 学 伯克利 分 校 等 美国 很 多 高 校 的 拓扑 
学 指定 教材 。 
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基础 拓扑 学 ( 修订 版 ) 

纯 数学 教程 (第 9 版 ) 

不 等 式 (第 2 版 ) 
哈代 数论 (第 6 版 ) 

矩 阵 计算 (第 4 版 ) 

概率 论 及 其 应 用 ( 卷 1 第 3 版 ) 
概率 论 及 其 应 用 ( 卷 2 :第 2 版 ) 
概率 论 沉思 录 

伊藤 清 概率 论 

高 等 微 积分 

复 分 析 : 可 视 化 方法 


泛 函 分 析 导论 及 应 用 


特约 编辑 : 黄 志 斌 江 志 强 
装帧 设计 : 轧 芒 woe 






































“本 书 之 于 数学 犹如 费 曼 的 《物理 学 讲义 》 
于 物理 学 。 

















一 一 亚马逊 书评 



































本 书 是 一 部 百年 经 典 ， 是 20 世纪 初 数学 分 析 领 
域 的 葛 基 性 闭 作 。 书 中 系统 阐述 了 微 积 分 的 理论 体系 ， 
对 很 多 经 典 的 数学 定理 给 出 了 严谨 的 证 明 ， 闪 烁 着 作 
者 数学 思想 智慧 的 光芒 。 书 中 收集 了 许多 极 有 价值 的 
练习 题 , 包括 当年 英国 剑桥 大 学 荣誉 学 位 考试 的 试题 。 

















































































































本 书 可 作为 数学 分 析 课 程 的 参考 教材 ， 值 得 每 位 
数学 爱好 者 阅读 和 收藏 。 
图 灵 社 区 : iTuring.cn 
热线 : (010)51095183 转 600 
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